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線形論理とモデルとしてのペトリネットの研究
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歴史的には、ペトリネット (Petri net)の概念は、Carl Adam Petri により定義された
(1960-1962). ペトリネットは、多くのシステムに適用可能な視覚的で数学的なモデル化
ツールで、並行的、非同期的、分散的、並列的、非決定的、確率的な動作を特徴とする情
報処理システムを記述、研究するツールとして有力なものである。またペトリネットにお
いて token の配置を変化させていくことにより、システムの並行的でダイナミックな事
象をシミュレートすることができる。一方、数学的なツールとしては、システムの挙動を
表現する状態方程式や代数方程式その他の数学モデルを立てることが可能である。ペトリ
ネットは、構造的には place 及び transition と呼ばれる 2種類のノードを持つ 2部有向グ
ラフである。このシステムの静的で位相的な接続状態を示すペトリネット構造に、システ
ムの動的な性質を示す token を導入したのがペトリネットシステムである。それらは多
重集合で表現され (markingと呼ばれる)、プレイスの集合から自然数の集合への写像であ
る [7], [10]。
線形論理 (linear logic)は、J. Y. Girard により提案され (1987)、現在情報科学におい
て最もポピュラーな論理の一つである [3], [4], [13], [14]。線形論理はゲンツェンの LKか
ら派生した体系で、それらの違いは、線形論理はLKから contraction とweakeningの規
則を取り除いたことにある。直観主義に対するゲンツェンの sequent calculus は、式 A1,

... , A
n
! A に対しては、論理式 (formula)A1 ,..., An

(論理式の列の省略形としては �等
を用いる) を仮定すると論理式 A が導かれることを意味する。LKには次のような 2つの
構造規則があり、

�! B
�; A! B

(weakening)
;

�; A;A! B

�; A! B
(contraction)

;
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これらの規則により、次の 2つの規則を導くことができる。

�! A �! B
�;�! A ^ B

(1)
;

�! A �! B
�! A ^B

(2)
:

線形論理では、これらの 2つの構造規則が存在しないので、(1)、(2)はもはや導くことが
できない、つまり仮定に命題を任意に加えることも、仮定より重複を取り去ることもでき
ない。こういう意味で、線形論理とは resource conscious logic といわれている。
最近この線形論理とペトリネットとの間の関係を調べる研究がされており、種々の結果
が得られている [2], [5], [6]。線形論理は resource consciousな論理であるということより、
むしろ並行性を表すのに非常に有効な論理であると考えられている [6]。線形論理におい
て、ペトリネットの place と transition はそれぞれ論理式と証明可能性に関係づけられる
[10]。例えば線形論理の A ! B は、A と B はそれぞれ place の名前であり、transition
により A の marking から Bの marking に移ることを表している。ペトリネットと線形
論理の関係を、線形論理の代数的モデルである quantale [1], [9], [11], [12], [15]を用いて
考える。Engberg とWinskel [2]は、直観主義論理のモデルとして、直接ペトリネットか
ら quantale をつくることにより双方の関係を調べた。彼らは、このペトリネットからつ
くった quantale により、直観主義線形論理とペトリネットモデルに対する健全性は示す
ことになるが、完全性の証明は示していなかった。
本研究で我々は、ペトリネットからつくられた quantale に対する、直観主義線形論理
の完全性を証明した。まず [2]で提案された quantale では完全性が証明できないのは次
の理由による。次の式は直観主義線形論理で証明可能である (証明は以下のとおり)。

(A ^B) _ (A ^ C)! A ^ (B _ C);

A! A
A ^ C ! A

(^ !)

B ! B
B ! B _ C

(! _)

A ^ B ! B _ C
(^ !)

A ^ B ! A ^ (B _ C)
(! ^)

A! A
A ^ C ! A

(^ !)

C ! C
C ! B _ C

(! _)

A ^ C ! B _ C
(^ !)

A ^ C ! A ^ (B _ C)
(! ^)

(A ^ B) _ (A ^ C)! A ^ (B _ C)
(_ !)

:

しかし次の式は、直観主義線形論理で証明することはできない。

A ^ (B _ C)! (A ^B) _ (A ^ C):

これは直観主義線形論理では、^と_との間の分配律が成り立たないことによる。[2] の
quantale はこの分配律が常に成り立つため、もしこの quantale で完全性が証明できると
仮定したら、直観主義線形論理においても分配律が成り立たなければならない。[2]の^と
_との間の分配律は、quantale をつくるときの closure のとりかたによる。本研究では、
closure のとりかたを変えて分配律が成り立たないような quantale をつくり、それに対す
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る直観主義線形論理の完全性を証明した。また、直観主義線形論理に modal operator を
加えた体系についての完全性も証明した。

Chapter 2 では、ペトリネットと代数モデルについて概説し [8]、直観主義線形論理の
モデルとして quantale を紹介する。また quantale 上での種々の closure oparation につ
いても考察する。またここで、ペトリネットから順序付き可換モノイドを構成する。

Chapter 3 では、直観主義線形論理の syntax と semantics について述べ、ペトリネッ
トからつくられた quantale に対する健全性を示し、[2]の quantale ではなぜ完全性が示
せなかったのかを考察する。最後に、ペトリネットより quantale を生成する新たな方法
を示し、直観主義線形論理の完全性を証明する。

Chapter 4では、直観主義線形論理のmodal operator of course ! を加えた体系の syntax

と semantics について述べ、ペトリネットからつくられた quantale に対する完全性を証
明する。

Chapter 5 では、今後の課題として古典線形論理とその代数モデルについて述べ、古典
線形論理とペトリネットからつくった classical quantale との関係について考察する。
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