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概 要

施設配置ゲームは，組合せ最適化問題の 1つである施設配置問題から生じる協力ゲームで
ある．この問題では，入力として顧客の集合と施設の集合が与えられ，各顧客はいずれか
の施設と繋がることで何らかのサービスを受けたいと考えているとする．ただし，顧客を
施設に繋ぐためには接続費用が，施設を使うためには施設の開設費用がそれぞれ必要とな
り，これらの費用はあらかじめ分かっていると仮定する．このとき，全ての顧客を施設に
繋ぐためにいくつかの施設を開設し，その際の開設費用と接続費用の総和を最小化するこ
とが第 1の目的である．そして第 2の目的は，最小化した費用を顧客間でどのように負担
し合うかを協力ゲーム理論における解概念に従って決定することである．
協力ゲーム理論では様々な解概念が提唱されているが，特に仁やシャープレイ値といっ

た解は多くの良い性質を持っており非常に有用な解と考えられている．しかし，仁やシャー
プレイ値といった解を計算することは計算量理論の意味で難しいことが多く，施設配置
ゲームの仁とシャープレイ値に関してはほとんど何も知られていないのが現状である．
本論文では，まず費用が 2種類に制限されている場合を考える．施設配置問題は費用を

2種類に制限してもNP困難であることを示した後，費用が 2種類かつ施設が 2個の場合
の凸ゲームの特徴付けを行い，さらに費用が 2種類かつ施設が 2個の場合にはシャープレ
イ値が顧客数の多項式時間で計算可能であることを示す．また，一般の施設配置ゲームに
おける仁とシャープレイ値について考察する．
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第1章 はじめに

1.1 研究の背景
施設配置ゲームとは，企業や自治体といった複数の主体が共同で出資し合って何らかの

施設を建設しようと考えているときに，建設にかかる費用をどのように負担し合えば良い
かを考えるためのモデルの 1つである．施設を建設する際，施設の建設自体にかかる費用
以外にも，建設した施設から何らかのサービスを受けるためにも費用が必要になる場合が
あり，これらの費用はあらかじめ分かっていると仮定する．例えば，複数の鉄道会社が共
同で出資し合ってある地域に駅を作ろうと考えているとする．このとき，駅の建設自体に
かかる費用の他に，各鉄道会社はその駅から自社の駅に線路を引かなければならず，その
ための費用もかかる．駅の建設候補地は複数あるが，ある鉄道会社にとっては，線路を引
くためにかかる費用が（距離の問題等で）多くなってしまうかもしれない等の理由で好ま
しくない立地もあり得る．このとき，駅の建設地を決める 1つの方法は，全体の費用が最
小になるような立地を選ぶことである．この問題は組合せ最適化問題の 1つである施設配
置問題として定式化できる．では全体の費用が最小になるように立地を決めた後，全体の
費用を各鉄道会社でどのように負担し合えば良いだろうか．
このような費用負担について考える際，1つの良い方法は協力ゲーム理論における解概

念に基づいて考えることである．協力ゲーム理論はゲーム理論の一分野であり，人々の協
力行動とそれに基づく利得分配ないし費用負担について数学的に分析するための学問で
ある．協力ゲーム理論における解概念は様々な考え方に基づいて様々な種類があり，なか
でも仁やシャープレイ値と呼ばれる解は非常に有用な解であると認識されている．施設配
置問題を解くことで最小化した費用をどのように負担し合うかを協力ゲーム理論の解概
念に基づいて考える問題は施設配置ゲームと呼ばれており，一般に組合せ最適化問題から
生じる協力ゲームは，組合せ最適化ゲームの名でオペレーションズリサーチ等の分野で研
究されている．
しかし，協力ゲーム理論に基づく解を実際にコンピュータで計算しようとすると，計算

時間が膨大になってしまうことが多い．特に，施設配置ゲームにおける仁やシャープレイ
値の計算はNP困難であり，入力のサイズが大きくなっていったときに現実的な時間で計
算することは絶望視されている．そのため，どのようなインスタンスであれば現実的な時
間で計算できるのかが焦点となる．

Goemans, Skutella [3]は施設配置ゲームにおいて，コアと呼ばれる解集合の非空性判定
がNP完全であること，そしてコアが非空であった場合にはコアの 1要素は多項式時間計
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算可能であること等を示し，さらにコアが非空となるいくつかのケースを紹介した．しか
し仁やシャープレイ値については，重要な解概念であるにも関わらず，ほとんど何も知ら
れていないのが現状である．

1.2 研究の目的
本論文では，施設配置ゲームの仁とシャープレイ値について議論する．第 2章で詳しく

述べるが，施設配置ゲームの仁やシャープレイ値を計算することはNP困難である．その
ため，仁やシャープレイ値を多項式時間で計算できる施設配置ゲームのインスタンスを明
らかにすることが本研究の主要な目的となる．また，施設配置ゲームにおける仁とシャー
プレイ値に関する性質，例えば，仁とシャープレイ値が一致するインスタンスを明らかに
することも目指す．

1.3 本論文の構成
本論文の構成は以下の通りである．第 2章では，本研究で考える施設配置ゲームについ

て説明する．そのために，施設配置問題，協力ゲームに関してもそれぞれ説明する．第 3

章では，費用を 2種類に制限した場合の施設配置ゲームについて考える．施設配置問題は
費用が 2種類に制限されていてもNP困難であることを示し，費用 2種類かつ施設 2個の
場合の凸ゲームの特徴づけ，さらに費用 2種類かつ施設 2個の場合にはシャープレイ値が
顧客数の多項式時間で計算可能であることを示す．第 4章では，一般の施設配置ゲームに
おける仁とシャープレイ値について考察する．第 5章では，本研究の今後の課題を述べる．
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第2章 施設配置問題と協力ゲーム

本章では，施設配置問題，協力ゲーム，施設配置ゲームに関してそれぞれ述べる．

2.1 施設配置問題
施設配置問題は多くの変種を持つ問題であるが，本論文では容量制約なし施設配置問題

を考え，本論文では今後，容量制約なし施設配置問題を単に施設配置問題と呼ぶことにす
る．施設配置問題では，入力として 2つの有限集合D,F，2つの費用関数 f : F → R+と
c : D × F → R+ ∪ {+∞}の 4項組 (D,F, f, c)が与えられる．各 i ∈ Dを顧客，各 j ∈ F

を施設と呼び，fjは施設 j ∈ F を開設する際にかかる費用，cijは顧客 i ∈ Dを施設 j ∈ F

に繋ぐ際にかかる費用を表す．この問題では，全ての顧客を施設に繋ぐためにいくつかの
施設を開設し，その際の開設費用と接続費用の総和を最小化することが目的である．
施設配置問題のインスタンスは，図 2.1のように表現することができる．円は顧客，四

角は施設，施設の横の数字はその施設を開設する際にかかる費用，辺の横の数字は，その
辺の両端にいる顧客と施設を繋ぐ際にかかる費用をそれぞれ表す．図 2.1の問題例では，
両方の施設を開設し，顧客 a, bを上側の施設に，顧客 cを下側の施設に繋ぐのが最適解で
あり，このときの費用は 26である．施設配置問題はNP困難であることが知られている
[2]．

図 2.1: 施設配置問題のインスタンスの例とその最適解
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施設配置問題は，施設 jを使うかどうかを決める 0-1変数xj，顧客 iを施設 jに繋ぐかど
うかを決める 0-1変数 yijを用いることで整数計画問題として以下のように定式化できる．

min
∑
j∈F

fjxj +
∑
i∈D

∑
j∈F

cijyij

s.t.
∑
j∈F

yij = 1 for all i ∈ D

yij ≤ xj for all i ∈ D, j ∈ F

xj, yij ∈ {0, 1} for all i ∈ D, j ∈ F

2.2 協力ゲーム
協力ゲーム理論は 1944年に von Neumann, Morgenstern [10]によって提唱された，人々

や企業，自治体といった主体の提携行動とそれに基づく利得分配や費用負担について数学
的に分析するための理論である．協力ゲーム理論は幅広い応用を有しており，経済学やオ
ペレーションズリサーチに留まらず，通信ネットワークといった工学分野等にも応用され
ている．
本節では，協力ゲームの定義，協力ゲームの解概念，そして凸ゲームと呼ばれる協力

ゲームのクラスをそれぞれ紹介する．また，協力ゲームの例を考察する．

2.2.1 協力ゲームの定義
協力ゲームにはいくつかの表現形式が存在するが，ここでは本研究で対象にしている

TUゲームについて述べる．TU(Transferable utility)ゲームとは，有限集合N と集合
関数 v : 2N → Rの組 (N, v)である．ただし，v(∅) = 0とする．各 i ∈ N をプレイヤー，
集合関数 vを特性関数，各 S ⊆ N を提携と呼ぶ．特に，プレイヤーの集合N 全体から形
成される提携を全員提携と呼ぶ．各提携 S ⊆ N に対して v(S)は，Sに属するプレイヤー
たちが協力して行動した際に S全体が得る利得ないしは費用と解釈される．
ゲーム (N, v)は，特性関数 vが利得を表すとき利得ゲーム，費用を表すとき費用ゲー

ムという．本研究で対象としている施設配置ゲームは費用ゲームであるため，本論文では
今後，費用ゲームを前提として議論を進め，費用ゲームを単にゲームと呼ぶことにする．

2.2.2 解概念
ゲーム (N, v)では，N全体で協力した際にかかる費用 v(N)をプレイヤー間でどのよう

に負担し合うべきかについて考える．各プレイヤーはできるだけ少ない費用負担を望んで
いるが，あるプレイヤーが自分勝手な意見を貫けば，提携から外されてしまったり他のプ
レイヤーが提携から抜けてしまうことで，結果としてそのプレイヤーは全員で協力したと
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きよりも多くの費用を支払うことになりかねない．そのため，各プレイヤーが提携から抜
ける動機や，一部のプレイヤーたちが提携から抜けて彼らだけで協力して行動してしまう
動機を持たないような費用の分配方法でなければならない．そのような分配方法を考える
ために，各提携における特性関数の値が必要となる．ではどのように費用を負担し合えば
各プレイヤーが全員で協力する動機を持つかということについては，様々な考え方に基づ
いて様々な分配方法が提案されており，この分配方法が協力ゲーム理論における解概念で
ある．
本節では，コア，仁，そしてシャープレイ値といった代表的な解を紹介し，これらを考

える上で基本となる費用ベクトル，準配分，配分についても紹介する．これらの概念に
関するより詳しい解説やその他の解概念については，中山, 船木, 武藤 [11]等を参照され
たい．

費用ベクトル

ゲーム (N, v)において，プレイヤー i ∈ N が負担する費用を xiと表し，iの費用とい
う．各プレイヤーの費用を並べたベクトル x = (x1, x2, · · · , x|N |) ∈ RN を費用ベクトルと
いう．つまり費用ベクトルは，各プレイヤーが負担する費用をベクトルで表現したもので
ある．

準配分と配分

プレイヤーの集合N 全体で協力して行動した際にかかる費用 v(N)をプレイヤー間で
分け合うことを考える．このとき，費用ベクトルはどのような性質を満たすべきであろう
か．まず，v(N)は余すことなく分け合わなければならないであろう．この条件を明確化
したものが準配分である．具体的には，費用ベクトル x ∈ RN が

∑
i∈N xi = v(N)を満た

すとき，xを準配分という．
また，もしあるプレイヤーに割当てられる費用がそのプレイヤーが 1人だけで行動し

た際にかかる費用よりも多い場合，そのプレイヤーは協力する動機を持たないであろう．
そのため，各プレイヤーが負担する費用は各々が単独で行動した際にかかる費用以下であ
る必要がある．この条件を明確化したものが配分である．具体的には，準配分 xが任意の
i ∈ N に対して xi ≤ v({i})を満たすとき，xを配分という．ゲーム (N, v)の配分全体の
集合を I(N, v)で表すことにする．協力ゲームの多くの解概念はこの配分の中で考えられ
ている．
配分は常に存在するとは限らないが，(N, v)が劣加法性を満たすとき，つまり，任意の

互いに素な提携 S, T ⊆ N, S ∩ T = ∅に対して，

v(S) + v(T ) ≥ v(S ∪ T )

が成立するとき，配分は必ず存在する．なお，施設配置ゲームは劣加法性を満たすゲーム
である．
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コア

コアは各提携に対して不満を与えないような配分の集合である．配分 x ∈ I(N, v)と提
携 S ⊆ N に対して，

∑
i∈S xi − v(S)を配分 xに対して提携 Sが持つ不満と定義する．コ

アとは，各提携が持つ不満が 0以下となる配分全体の集合である．ゲーム (N, v)のコアを
C(N, v)で表すと，

C(N, v) =
{

x ∈ I(N, v) |
∑
i∈S

xi ≤ v(S) for all S ⊆ N
}

である．x ∈ C(N, v)をコア分担という．
コアは常に非空とは限らず，コアが非空かどうかの特徴づけは協力ゲームにおいて重要

な問題の 1つである．

仁

仁は Schmeidler [7]によって考えられた解であり，各提携が持つ不満をできるだけ均等
化しようという考えに基づくものである．ここでは，Schmeidlerによる仁の定義と，線形
計画問題としての定義を紹介する．
コアの定義で述べたように，配分 x ∈ I(N, v)と提携 S ⊆ N に対して，

∑
i∈S xi − v(S)

を配分 xに対して提携 Sが持つ不満と定義する．配分 xに対して各提携 S ∈ 2N \ {∅, N}
が持つ不満を大きい順に並べたベクトルを θ(x) = (θ1(x), θ2(x), · · · , θ2|N|−2(x))と表す．こ
のとき，任意の配分 x ∈ I(N, v)に対して，

k = min{j | θj(µ(N, v)) 6= θj(x)} ⇒ θk(µ(N, v)) < θk(x)

を満たす配分 µ(N, v)が仁である．
次に，線形計画問題として仁を定義する．線形計画問題 Piを以下のように再帰的に定

義する．

maximize ε

subject to
∑
i∈N

xi = v(N),∑
i∈S

xi = v(S) − εl for all S ∈ Cl,

for all l ∈ {1, · · · , i − 1},∑
i∈S

xi ≤ v(S) − ε for all S ∈ C0 \
i−1∪
l=1

Cl,

ただし，C0 := 2N \{N, ∅}，εlはPlの最適値，また，任意の l ∈ {1, 2, · · · , i−1}に対して，

Cl :=
{

S ∈ C0 \
l−1∪
j=1

Cj |
∑
i∈S

xi = v(S) − εl for all Plの最適解 (x, εl)
}
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である．P1, P2, · · · を次々と解いていくと，あるPtで一意最適解 (µ(N, v), εt)が得られる．
この µ(N, v)が仁である．
仁は一意解であり必ず存在する．また，コアが非空であれば必ずコアに属する等の良い

性質を有している．

シャープレイ値

シャープレイ値は Shapley [8]によって提案された，提携に対するプレイヤーの貢献度
に基づいた解である．
任意の提携S ⊆ Nと任意のプレイヤー i ∈ N\Sに対して，v(S∪{i})−v(S)を提携Sに対

する iの貢献度と定義する．ここで，1人ずつ順番にプレイヤーが加わっていくという |N |!通
りの提携形成を考える．|N |人のプレイヤーの順列を π = (π(1), π(2), · · · , π(|N |))とおき，
π全体の集合をΠとする．順列πにおけるπ(k)の貢献度は v({π(1), · · · , π(k−1), π(k)})−
v({π(1), · · · , π(k−1)})で与えられる．プレイヤーπ(1), · · · , π(k−1)をπにおけるπ(k)の先
行者と呼ぶ．順列πにおいて，プレイヤー iがπ(k)であるとき，iの先行者π(1), · · · , π(k−1)

の集合を P π,iと表す．プレイヤー iの πにおける貢献度は v(P π,i ∪ {i})− v(P π,i)である．
1人ずつ順番にプレイヤーが加わっていく |N |!通りの提携形成が等確率で起こるとす

る．このとき，プレイヤー iの貢献度の期待値をプレイヤー iのシャープレイ値という．i

のシャープレイ値を φi(N, v)とおくと，

φi(N, v) =
1

|N |!
∑
π∈Π

v(P π,i ∪ {i}) − v(P π,i)

である．各プレイヤーのシャープレイ値を並べたベクトルを単にシャープレイ値という．
なお，プレイヤー iのシャープレイ値は以下のように表現することもできる．

φi(N, v) =
1

|N |!
∑

S⊆N\{i}

|S|!(|N | − |S| − 1)!(v(S ∪ {i}) − v(S))

シャープレイ値は配分とは限らないが，(N, v)が劣加法性を満たすとき必ず配分になる．
施設配置ゲームは劣加法性を満たすゲームであるため，施設配置ゲームのシャープレイ値
は配分である．また，仁と同様に一意解であり必ず存在する等の良い性質を有している．
また，シャープレイ値は元々は協力ゲームにおける公理系から導出された解である．そ

の公理系の中に対称性と呼ばれるものがあり，本論文でこの性質を利用するためここで紹
介しておく．

定義 2.2.1. ゲーム (N, v)において，任意のプレイヤー i, j ∈ N, i 6= jについて，任意の
提携 S ⊆ N, i, j /∈ Sに対して v(S ∪ {i}) = v(S ∪ {j})となるとき，プレイヤー i, jは対称
であるという．

命題 2.2.1. ゲーム (N, v) においてプレイヤー i, j ∈ N が対称であれば，φi(N, v) =

φj(N, v)．
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2.2.3 凸ゲーム
凸ゲームは協力ゲームのクラスの 1つであり，提携の人数が増加するにしたがって新

たに加わるプレイヤーの貢献度も増加するようなクラスである．ゲーム (N, v)が凸ゲー
ムであるとは，特性関数 vが劣モジュラ関数となるとき，つまり任意の提携 S, T ⊆ N に
対して，

v(S) + v(T ) ≥ v(S ∪ T ) + v(S ∩ T )

が成立するときをいう．
凸ゲームは多くの興味深い性質を有しており，コアが非空であること，シャープレイ値

がコアに属すること等が挙げられる [9]．また，仁が楕円体法を用いて多項式時間で計算
できるという性質は特に重要である [1]．このように凸ゲームは非常に良い性質を有して
いるため，凸ゲームの特徴づけも協力ゲームにおいて重要な問題である．

2.2.4 協力ゲームの例
協力ゲームの例を考察する．いま，3人の学生 a, b, cがそれぞれ欲しい本が数冊あると

する．aさんと bさんはそれぞれ 2冊，cさんは 3冊の本を購入しようとしており，本の
金額はすべて 1000円とする．ある本屋では，割引券 5枚ごとに全体の金額から 500円引
きするキャンペーンを行っており，aさんは 1枚，bさんは 3枚，cさんは 6枚の割引券を
それぞれ持っている．全員が割引券を出し合うと全体の金額から 1000円引きで本を購入
することができる．そこで 3人は，お互いの割引券を出し合って本を購入することにした
が，皆なるべくお金は払いたくと考えている．果たして 1人いくらお金を払えばいいだろ
うか？
この問題を協力ゲームとして考える．簡単のため，1000円あたり 1と表記する．プレ

イヤーの集合はN = {a, b, c}，特性関数の値はそれぞれ，

v({a}) = 2, v({b}) = 2, v({c}) = 2.5,

v({a, b}) = 4, v({b, c}) = 4.5, v({c, a}) = 4.5,

v({a, b, c}) = 6, v(∅) = 0

となる．全体の費用 v({a, b, c}) = 6を 3人で負担し合うことを考える．
このゲームの配分全体の集合I(N, v)，コアC(N, v)，仁µ(N, v)，シャープレイ値φ(N, v)

はそれぞれ以下の通りである．

I(N, v) = {x ∈ RN | xa ≤ 2, xb ≤ 2, xc ≤ 2.5, xa + xb + xc = 6},
C(N, v) = {x ∈ I(N, v) | xa + xb ≤ 4, xb + xc ≤ 4.5, xc + xa ≤ 4.5},
µ(N, v) = (11/6, 11/6, 7/3),

φ(N, v) = (11/6, 11/6, 7/3).
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この問題では仁とシャープレイ値が一致しており，(xa, xb, xc) = (11/6, 11/6, 7/3)が非
常に良い分配方法であることを示唆している．なお，このゲームは凸ゲームである．

2.3 施設配置ゲーム
組合せ最適化ゲームとは，特性関数の値が組合せ最適化問題の最適値として表現される

協力ゲームであり，1970年代頃から研究されている．組合せ最適化ゲームにおけるプレ
イヤーは，例えばグラフ上の組合せ最適化ゲームであればグラフの頂点や辺に対応する．
組合せ最適化ゲームではこれまで，コアの非空性判定やコア分担の計算を中心に研究され
てきたが，近年，Okamoto [5]等でコア以外の解概念に関する研究も行われている．
本節では，組合せ最適化ゲームの 1つである施設配置ゲームについて説明する．

2.3.1 施設配置ゲームの定義
施設配置ゲームとは，顧客の集合Dと集合関数 γ : 2D → R+ ∪ {∞}の組 (D, γ)として

表現され，各 S ⊆ Dに対して γ(S)は施設配置問題の部分問題 (S, F, f, c|S)の最適値を意
味する．ただし，c|Sは cの制限 c|S : S × F → R+ ∪ {+∞}である．すなわち，S × F の
任意の要素 i, jに対して，(c|S)ij = cijである．
施設配置ゲームの例を挙げる．図 2.2の施設配置問題のインスタンスが与えられたと

き，対応する施設配置ゲームの特性関数 γは，γ(∅) = 0, γ({a}) = 2, γ({b}) = 4, γ({c}) =

3, γ({a, b}) = 6, γ({b, c}) = 5, γ({c, a}) = 4, γ({a, b, c}) = 7となる．

図 2.2: 施設配置問題のインスタンスの例
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2.3.2 先行研究
施設配置ゲームに関する先行研究を紹介する．Goemans, Skutella [3]は，施設配置ゲー

ムにおいてコアが非空であるための必要十分条件，非空性の判定がNP完全であること，
コアが非空であればコア分担の 1つは多項式時間計算可能であること等を示した．しか
し，施設配置ゲームの仁やシャープレイ値に関してはほとんど何も知られていないのが現
状である．

2.3.3 解の計算について
本研究では，施設配置ゲームの仁とシャープレイ値を計算することを考える．このとき

入力として，施設配置ゲームではなく施設配置問題のインスタンスを与える．
ここでいくつか注意点がある．2.2節で概観したように，協力ゲームの解概念はゲーム

の特性関数に基づいて定義されている．しかし，プレイヤーの集合をN としたとき提携
の数は 2|N |個ある．また，施設配置問題はNP困難であるため，施設配置ゲームの特性関
数の計算もNP困難である．そのため，施設配置ゲームの仁やシャープレイ値を定義通り
に計算しようとするのは無謀である．
さらに悪いことに，施設配置ゲームの準配分の計算はNP困難であることが分かる．準

配分の各成分の総和は元の問題の最適値と一致する，という性質を思い出そう．準配分の
性質より，施設配置ゲームの準配分の計算は決定問題としての施設配置問題と同等以上に
難しい上に明らかにNPには属さない．決定問題としての施設配置問題はNP完全である
ため，施設配置ゲームの準配分の計算はNP困難である．この事実から，本研究で考える
施設配置ゲームの仁とシャープレイ値の計算もNP困難であることが分かる．しかし，多
項式時間計算可能な問題から生じる協力ゲームの仁やシャープレイ値の計算がどの程度難
しいかということについてはよく分かっていない．
本研究では，多項式時間計算可能な施設配置問題のインスタンスから生じる施設配置

ゲームにおける仁とシャープレイ値について考える．
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第3章 費用2種類の施設配置ゲーム

2.3.3節では，施設配置ゲームの仁，シャープレイ値の計算はNP困難であることを確
認した．本章では，各種費用が 2種類に制限された場合，つまり，r, s ∈ R (0 < r < s) と
して各費用関数を f : D → {r, s}, c : D × F → {r, s}と制限した場合の施設配置ゲームを
考える．

3.1 費用2種類の施設配置問題のNP困難性
本節では，施設配置問題は費用を 2種類に制限してもNP困難であることを示す．

命題 3.1.1. 費用 2種類の施設配置問題はNP困難である．

証明. 集合被覆問題とは，有限集合 Sと Sの部分集合族 I ⊆ 2Sが与えられ，
∪

I∈I′ I = S

となる最小要素数の Iの部分集合 I ′を求める問題であり，NP困難であることが知られて
いる [2]．集合被覆問題では，各要素 s ∈ Sに対して s ∈ Iを満たす I ∈ Iが存在すること
を仮定できる．
集合被覆問題から費用 2種類の施設配置問題への多項式時間還元を，以下の通り行う

(図 3.1参照)．集合被覆問題のインスタンス S, Iが与えられたとき，各 s ∈ Sに対して顧
客 ps，各 I ∈ Iに対して施設 gI をそれぞれ対応させる．各施設の開設費用は 1とし， 顧
客 psと施設 gIを繋ぐ費用は，s ∈ Iのとき 1，それ以外のとき 2とする．明らかにこの還
元は多項式時間で実行可能である．
次に，集合被覆問題のインスタンス S, I に対して，

∪
I∈I′ I = Sと |I ′| ≤ kを満たす

I ′ ⊆ Iが存在することの必要十分条件が，還元された施設配置問題インスタンスの最小
費用が |S| + k以下であることを示す．
（必要性）部分集合 I ′ ⊆ Iが，

∪
I∈I′ I = Sと |I ′| ≤ kを満たすとする．このとき，各

I ∈ I ′に対して施設 gI を開設する．各 psは，任意の s ∈ I ∈ I ′を満たす I を選び，gI

に繋ぐ．このような I は，
∪

I∈I′ I = Sより，各 s ∈ Sに対して必ず存在する．総費用は
|S| + |I ′| ≤ |S| + kである．
（十分性）還元された施設配置問題のインスタンスの最小費用が |S| + k以下であると

する．各顧客に対して費用 1で繋がる施設が存在し，その施設の開設費用は 1なので，最
適解の中で費用 2の接続を使っていないものが存在する．集合 I ′ ⊆ Iを，この条件を満
たすある最適解で開設している施設に対応する部分集合族とする．各顧客はある施設と
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費用 1で繋がっているので，
∪

I∈I′ I = Sである．また，総費用は |S| + |I ′|であるので，
|I ′| ≤ kである．

図 3.1: 左図は集合被覆問題のインスタンス例．右図は左図のインスタンスから還元した
施設配置問題のインスタンス．右図において，辺のあるところでは接続費用は 1，辺のな
いところでは接続費用は 2とする．

命題 3.1.1より，費用 2種類の施設配置ゲームの仁やシャープレイ値の計算もNP困難
である．

3.2 施設が2個の場合
3.1節では，費用 2種類の施設配置ゲームの仁やシャープレイ値の計算もNP困難であ

ることを確認した．本節では，施設が 2個に制限された施設配置ゲームを考える．
まず，費用 2種類かつ施設 2個の場合の施設配置問題は多項式時間計算可能であること

を概観する．次いで費用 2種類かつ施設 2個の施設配置ゲームの凸ゲームの特徴づけを行
い，さらに費用 2種かつ施設 2個の施設配置ゲームのシャープレイ値が顧客数の多項式時
間で計算可能であることを示す．

3.2.1 費用2種類かつ施設2個の施設配置問題
費用が r, s ∈ R (0 < r < s)の 2種類かつ施設 2個に制限された施設配置問題のインスタ

ンスは，図 3.2のように 2種類のインスタンスに分類することができる．一方のインスタ
ンスは施設の費用が異なり，もう一方のインスタンスは施設の費用が同じである．また，
顧客の集合Dを各施設への接続費用によってD = D1 ∪D2 ∪D3 ∪D4と分割する．D1は
両方の施設への接続費用が r，D2は両方の施設への接続費用が s，D3は上方の施設への
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図 3.2: 費用 2種類かつ施設 2個の施設配置問題の 2種類のインスタンス．e ∈ {r, s}で
ある．

接続費用が r，下方の施設への接続費用が s，D4は上方の施設への接続費用が s，下方の
施設への接続費用が rといった具合である．
このようにDを分割すると次のことが言える．まず，同じ種類のプレイヤーは同じ施

設と繋がる．さらに最適解の候補は，全員が上方の施設と繋がるか，全員が下方の施設
と繋がるか，両方の施設を開設してD3は上方，D4は下方の施設と繋がるかのいずれか
（D1とD2はどちらの施設と繋がっても良い）である．そのため，図 3.2の左図のインス
タンスにおいては，最適値は以下の式を計算することで得られる．

min{s + r|D1| + s|D2| + r|D3| + s|D4|,
r + r|D1| + s|D2| + s|D3| + r|D4|,
s + r|D1| + s|D2| + r|D3| + r + r|D4|}.

図 3.2の右図のインスタンスにおいても同様に計算できる．

3.2.2 凸ゲームの特徴づけ
本節では，費用 2種類かつ施設 2個の場合の施設配置ゲームの凸ゲームの特徴づけを

行う．

定理 3.2.1. r, s ∈ R (0 < r < s), d, e ∈ {r, s}とする．費用が r, sの 2種類かつ施設 2個の
施設配置ゲームが凸ゲームであるための必要十分条件は，インスタンス (D, F, f, c)が図
3.3の各インスタンスを部分として含まないことである．ただし，パターン 4を含んでい
けないのは s < 2rのとき．
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図 3.3: 定理 3.2.1において禁止しているインスタンス．左から順に，パターン 1，2，3，4

と名づける．

証明. （必要性）与えられたインスタンスが各パターンを含むとき，凸ゲームにならない
ことを示すために，ある提携X,Y ⊆ Dが存在して，γ(X)+γ(Y ) < γ(X ∪Y )+γ(X ∩Y )

が成立することを示す．図 3.3の各パターンにおいて，各顧客を左から順に p1, p2, p3(, p4)

と名づける．
Case 1: パターン 1を含むとき．

γ({p2}) = r + s, γ({p1, p2}) = 2r + s, γ({p2, p3}) = 2r + s,

γ({p1, p2, p3}) =

{
4r + s if s ≥ 2r

2r + 2s otherwise

となる．このとき，

γ({p1, p2, p3}) + γ({p2}) − γ({p1, p2}) − γ({p2, p3}) =

{
r if s ≥ 2r

s − r otherwise

が成立．よって，凸ゲームにならない．
Case 2: パターン 2を含むとき．

γ({p1}) = d + e, γ({p1, p2}) = d + e + r, γ({p3, p1}) = d + e + r,

γ({p1, p2, p3}) =

{
d + 2e + 2r if s ≥ 2r

d + e + s + r otherwise

となる．このとき，

γ({p1, p2, p3}) + γ({p1}) − γ({p1, p2}) − γ({p3, p1}) =

{
e if s ≥ 2r

s − r otherwise
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が成立．よって，凸ゲームにならない．
Case 3: パターン 3を含むとき．

γ({p2, p3}) = r + 2s, γ({p1, p2, p3}) = 2r + 2s, γ({p2, p3, p4}) = 2r + 2s,

γ({p1, p2, p3, p4}) =

{
4r + 2s if s ≥ 2r

2r + 3s otherwise

となる．このとき，

γ({p1, p2, p3, p4}) + γ({p2, p3}) − γ({p1, p2, p3}) − γ({p2, p3, p4}) =

{
r if s ≥ 2r

s − r otherwise

が成立．よって，凸ゲームにならない．
Case 4: パターン 4を含むとき．
s < 2rに注意する．

γ({p2, p3}) = 2r + s, γ({p1, p2, p3}) = 3r + s, γ({p2, p3, p4}) = 3r + s,

γ({p1, p2, p3, p4}) =

{
3r + 2s if s ≤ 3

2
r

6r otherwise

となる．このとき，

γ({p1, p2, p3, p4}) + γ({p2, p3}) − γ({p1, p2, p3}) − γ({p2, p3, p4}) =

{
s − r if s ≤ 3

2
r

2r − s otherwise

が成立．よって，凸ゲームにならない．以上で必要性の証明が完了した．
（十分性）各パターンを部分として含まないインスタンスを考える．そのために，3.2.1

節で考えたものと同じ 2種類のインスタンスをもう 1度考える（図 3.4）．左図をインスタ
ンス 1，右図をインスタンス 2と名づける．各Di(i ∈ {1, 2, 3, 4})はDの分割であり，各
インスタンスの上方の施設を g1，下方の施設を g2とおく．D1に属する顧客は各施設と繋
がる際に費用 r，D2に属する顧客は各施設と繋がる際に費用 s，D3に属する顧客は施設
g1と繋がる際に費用 r，施設 g2と繋がる際に費用 s，D4に属する顧客は施設 g1と繋がる
際に費用 s，施設 g2と繋がる際に費用 rがそれぞれ必要となる．このとき，図 3.3の各パ
ターンを部分として含まないインスタンスは，
インスタンス 1において，
条件 1：|D3| ≤ 1．
条件 2：|D3| ≥ 2, D4 = ∅．
インスタンス 2において，
条件 3：D3とD4のうち少なくとも一方が空集合．
条件 4：D1 = D2 = ∅, e = s，|D3| = 1 or |D4| = 1．
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図 3.4: 定理 3.2.1で考える 2種類のインスタンス．

条件 5：D1 = D2 = ∅, e = r，s < 2r，|D3| = 1 or |D4| = 1．
条件 6：D1 = D2 = ∅，e = r，s ≥ 2r．
のいずれかを満たしている．各条件を満たすインスタンスは凸ゲームになることを示す
ため，任意の提携X,Y ⊆ Dに対して，γ(X) + γ(Y ) ≥ γ(X ∪ Y ) + γ(X ∩ Y )が成立す
ることを示す．ここで，X ⊆ Y もしくは Y ⊆ Xを満たす提携に対して，γ(X) + γ(Y ) =

γ(X ∪ Y ) + γ(X ∩ Y )が成立することに注意する．また，以下では，任意の提携 S ⊆ D

に対して，S ∩ Diを Siとおく．
Case 1: インスタンスが条件 1を満たすとき．
|D3| ≤ 1に注意する．このとき，非空な提携 S ⊆ Dについて，

γ(S) = r + r|S1| + s|S2| + s|S3| + r|S4|

が成立．よって，γはモジュラ関数となり，凸ゲームになる．
Case 2: インスタンスが条件 2を満たすとき．
このとき，非空な提携 S ⊆ Dについて，

γ(S) =

{
r + r|S1| + s|S2| if S3 = ∅ · · · (1)

s + r|S1| + s|S2| + r|S3| if S3 6= ∅ · · · (2)

が成立．
Case 2-1: 提携X, Y ⊆ Dが (1)を満たすとき．
提携X ∪ Y は (1)を満たし，提携X ∩ Y は空集合となるか，(1)を満たすかのいずれか
である．空集合のとき，γ(X) + γ(Y ) > γ(X ∪ Y )，(1)を満たすとき，γ(X) + γ(Y ) =

γ(X ∪ Y ) + γ(X ∩ Y )が成立．
Case 2-2: 提携X, Y ⊆ Dが (2)を満たすとき．
提携 X ∪ Y は (2)を満たし，提携 X ∩ Y は空集合となるか，(1)を満たすか，(2)を満
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たすかのいずれかである．空集合のとき，γ(X) + γ(Y ) > γ(X ∪ Y )，(1)を満たすとき，
γ(X)+γ(Y ) > γ(X∪Y )+γ(X∩Y )，(2)を満たすとき，γ(X)+γ(Y ) = γ(X∪Y )+γ(X∩Y )

が成立．
Case 2-3: 提携X, Y ⊆ Dの一方が (1)，もう一方が (2)を満たすとき．
提携 X ∪ Y は (2)を満たし，提携 X ∩ Y は空集合となるか (1)を満たすかのいずれか
である．空集合のとき，γ(X) + γ(Y ) > γ(X ∪ Y )，(1)を満たすとき，γ(X) + γ(Y ) =

γ(X ∪ Y ) + γ(X ∩ Y )が成立．よって，凸ゲームになる．
Case 3: インスタンスが条件 3を満たすとき．
D3とD4の対称性より，D4 = ∅を仮定する．このとき，非空な提携 S ⊆ Dについて，

γ(S) = e + r|S1| + s|S2| + r|S3|

が成立．よって，γはモジュラ関数となり，凸ゲームになる．
Case 4: インスタンスが条件 4を満たすとき．
一般性を失うことなく |D3| = 1を仮定する．このとき，非空な提携 S ⊆ Dについて，

γ(S) =

{
s + r if S4 = ∅ · · · (1)

s + s|S3| + r|S4| if S4 6= ∅ · · · (2)

が成立．
Case 4-1: 提携X, Y ⊆ Dが (1)を満たすとき．
|D3| = 1であることから，X = Y = X ∪ Y = X ∩ Y となる．
Case 4-2: 提携X, Y ⊆ Dが (2)を満たすとき．
提携 X ∪ Y は (2)を満たし，提携 X ∩ Y は空集合となるか，(1)を満たすか，(2)を満
たすかのいずれかである．空集合のとき，γ(X) + γ(Y ) > γ(X ∪ Y )，(1)を満たすとき，
γ(X)+γ(Y ) > γ(X∪Y )+γ(X∩Y )，(2)を満たすとき，γ(X)+γ(Y ) = γ(X∪Y )+γ(X∩Y )

が成立．
Case 4-3: 提携X, Y ⊆ Dの一方が (1)，もう一方が (2)を満たすとき．
提携 X ∪ Y は (2)を満たし，提携 X ∩ Y は空集合となるか (1)を満たすかのいずれか
である．空集合のとき，γ(X) + γ(Y ) > γ(X ∪ Y )，(1)を満たすとき，γ(X) + γ(Y ) =

γ(X ∪ Y ) + γ(X ∩ Y )が成立．よって，凸ゲームになる．
Case 5: インスタンスが条件 5を満たすとき．
一般性を失うことなく |D3| = 1を仮定する．このとき，非空な提携 S ⊆ Dについて，

γ(S) =

{
2r if S4 = ∅ · · · (1)

r + s|S3| + r|S4| if S4 6= ∅ · · · (2)

が成立．
Case 5-1: 提携X, Y ⊆ Dが (1)を満たすとき．
|D3| = 1であることから，X = Y = X ∪ Y = X ∩ Y となる．
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Case 5-2: 提携X, Y ⊆ Dが (2)を満たすとき．
提携 X ∪ Y は (2)を満たし，提携 X ∩ Y は空集合となるか，(1)を満たすか，(2)を満
たすかのいずれかである．空集合のとき，γ(X) + γ(Y ) > γ(X ∪ Y )，(1)を満たすとき，
γ(X)+γ(Y ) > γ(X∪Y )+γ(X∩Y )，(2)を満たすとき，γ(X)+γ(Y ) = γ(X∪Y )+γ(X∩Y )

が成立．
Case 5-3: 提携X, Y ⊆ Dの一方が (1)，もう一方が (2)を満たすとき．
提携X ∪ Y は (2)を満たし，提携X ∩ Y は空集合となるか (1)を満たすかのいずれかであ
る．空集合のとき，s < 2rに注意すると，γ(X) + γ(Y ) > γ(X ∪ Y )，(1)を満たすとき，
γ(X) + γ(Y ) = γ(X ∪ Y ) + γ(X ∩ Y )が成立．よって，凸ゲームになる．
Case 6: インスタンスが条件 6を満たすとき．
このとき, 非空な提携 S ⊆ Dについて，

γ(S) =


r + r|S3| if S3 6= ∅かつ S4 = ∅
r + r|S4| if S3 = ∅かつ S4 6= ∅
2r + r|S3| + r|S4| if S3 6= ∅かつ S4 6= ∅

となるが，これらをまとめて

γ(S) = r(|S3| + 1) + r(|S4| + 1)

と記述できる．よって，γはモジュラ関数となり，凸ゲームになる．以上で十分性の証明
が完了した．

図 3.5: 系 3.2.1において禁止しているインスタンス．

凸ゲームの性質より，定理 3.2.1の条件を満たすインスタンスの仁は楕円体法を用いて
多項式時間で計算可能である．
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定理 3.2.1はかなり限定的な場合の特徴づけである．より実際的な問題を考えると，施
設の開設費用は接続費用よりも高価であるのが自然なイメージであろう．そのため，入力
の施設の開設費用が接続費用以上という条件は妥当であると考えられるが，定理 3.2.1よ
り次の系を得る．

系 3.2.1. 施設 2個かつ接続費用が r, s ∈ R (0 < r < s) の 2種類で，施設の開設費用が
t ∈ R(s ≤ t)に制限された施設配置ゲームが凸ゲームであるための必要十分条件は，イン
スタンス (D, F, f, c)が図 3.5のパターンを部分として含まないことである．

3.2.3 シャープレイ値の計算
本節では，費用が 2種類かつ施設が 2個の場合のシャープレイ値が顧客数の多項式時間

で計算可能であることを示す．

定理 3.2.2. 費用が r, s ∈ R (0 < r < s) の 2種類かつ施設 2個の施設配置ゲーム (D, γ)の
シャープレイ値は |D|の多項式時間で計算可能である．

証明. 定理 3.2.1で考えた 2種類のインスタンスをもう一度考える．図 3.6のように，D =

D1 ∪ D2 ∪ D3 ∪ D4と分割する．

図 3.6: 定理 3.2.2で考える 2種類のインスタンス．

図 3.6の左図をインスタンス 1，右図をインスタンス 2と名づけ，|D| = nとおく．な
お，e ∈ {r, s}である．命題 2.2.1より，対称なプレイヤーどうしのシャープレイ値は等し
いことに注意する．
Case 1: インスタンス 1のとき．
Case 1-1: i ∈ D1のシャープレイ値．
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i ∈ D1が新しく提携に加わる際に増加する費用を考えると，r増加するか，もしくは
2r増加する．2r増加するのは iの先行者が空のときなので，(n − 1)!通りある．よって，
i ∈ D1のシャープレイ値は，

φi(D, γ) = r +
r(n − 1)!

n!
= r +

r

n

となる．
Case 1-2: i ∈ D2のシャープレイ値．

i ∈ D2が新しく提携に加わる際に増加する費用を考えると，s増加するか，もしくは
s + r増加する．s + r増加するのは iの先行者が空のときなので，(n− 1)!通りある．よっ
て，i ∈ D1のシャープレイ値は，

φi(D, γ) = s +
r(n − 1)!

n!
= s +

r

n

となる．
Case 1-3: i ∈ D3のシャープレイ値．

i ∈ D3が新たに提携に加わる際に増加する費用の期待値を考える．そのために，提携
S ⊆ Dが γ(S)を達成するときに，どのような条件を満たせば上方の施設，下方の施設，
両方の施設とそれぞれ繋がるかを考える．提携 Sにおいて，任意の i ∈ {1, 2, 3, 4}に対し
て aiを |Di ∩ S|とする．提携 Sが上方の施設と繋がることで γ(S)を達成するときは，

s + ra1 + sa2 + ra3 + sa4 ≤ r + ra1 + sa2 + sa3 + ra4

すなわち，

1 + a4 ≤ a3

かつ，

s + ra1 + sa2 + ra3 + sa4 ≤ s + r + ra1 + sa2 + ra3 + ra4

すなわち，

a4 ≤
r

s − r

が成立．提携 Sが下方の施設と繋がることで γ(S)を達成するときは，

r + ra1 + sa2 + sa3 + ra4 ≤ s + ra1 + sa2 + ra3 + sa4
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すなわち，

a3 ≤ 1 + a4

かつ，

r + ra1 + sa2 + sa3 + ra4 ≤ s + r + ra1 + sa2 + ra3 + ra4

すなわち，

a3 ≤
s

s − r

が成立．提携 Sが両方の施設と繋がることで γ(S)を達成するときは，

s + r + ra1 + sa2 + ra3 + ra4 ≤ s + ra1 + sa2 + ra3 + sa4

すなわち，
r

s − r
≤ a4

かつ，

s + r + ra1 + sa2 + ra3 + ra4 ≤ r + ra1 + sa2 + sa3 + ra4

すなわち，
s

s − r
≤ a3

が成立．a4 = r/(s − r)の場合には，a3 ≤ s/(s − r)ならば上方の施設に繋がるか両方の
施設と繋がることで γ(S)を達成でき，そうでないなら下方の施設に繋がることで γ(S)を
達成できる．そこで，a4 = r/(s− r)のとき，a4 < r/(s− r)のとき，a4 > r/(s− r)のと
きのそれぞれの場合において，i ∈ D3が新たに提携 Sに加わるときに費用がどのように
増加していくかを考える．図 3.7は，a3が 1ずつ増えていくときに増加する費用を表した
図である．具体的には，a3に応じた各状態から伸びる矢印は，i ∈ D3が加わる前と後で
の a3の変化を表し，rと sはそのときに増加する費用を表す．例えば，図 3.7の左図にお
いて，a3 < s/(s − r)を満たすとき，i ∈ D3が加わることで a3 > s/(s − r)となる場合，
増加する費用は rであることを表している．
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図 3.7: a3が 1ずつ増えていくときに増加する費用と a3の変化を表した遷移図．左図は
a4 ≥ r/(s − r)のとき，右図は a4 < r/(s − r)のときの遷移をそれぞれ表す．

便宜上，

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4) :=(
n

|D3| + |D4|

)(
|D3| − 1

a3

)(
|D4|
a4

)
(a3 + a4)!(|D3| + |D4| − a3 − a4 − 1)!(n − |D3| − |D4|)!

とする．これはDに属する顧客を 1列に並べるときに，i ∈ D3の前にD3 \ {i}に属する
顧客が a3人，D4に属する顧客が a4人いる場合の数である．r/(s− r)と s/(s− r)のうち
一方が整数ならばもう一方も整数になることに注意する．
Case 1-3-1: a4 = r/(s − r)のとき．

a3 ≤ s/(s− r)− 1ならば iが加わることで a3 ≤ s/(s− r)となり費用は s増加する．こ
の場合は，

min{|D3|−1, s
s−r

−1}∑
a3=0

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

通りある．a3 ≥ s/(s− r)ならば iが加わることで a3 > s/(s− r)となり，費用は r増加す
る．この場合は，

|D3|−1∑
a3= s

s−r

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

通りある．
Case 1-3-2: a4 < r/(s − r)のとき．
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a3 ≤ a4ならば iが加わることで費用が s増加する．これらの場合は，

min{|D4|,d r
s−r

e−1}∑
a4=0

a4∑
a3=0

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

通りある．a3 ≥ a4 + 1ならば iが加わることで a3 > a4 + 1となり費用は r増加する．こ
の場合は，

min{|D4|,d r
s−r

e−1}∑
a4=0

|D3|−1∑
a3=a4+1

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

通りある．また，a3 < a4の場合には iが提携に加わる際に先行者がいない場合には施設
の開設費用 rが余分に必要になる．この場合は，

(n − 1)!

通りある．
Case 1-3-3: a4 > r/(s − r)のとき．

a3 ≤ ds/(s − r)e − 1ならば iが加わることで a3 ≤ s/(s − r)となり費用は s増加する．
この場合は，

|D4|∑
a4=b r

s−r
c+1

min{|D3|−1,d s
s−r

e−1}∑
a3=0

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

通りある．a3 ≥ s/(s− r)ならば iが加わることで a3 > s/(s− r)となり，費用は r増加す
る．この場合は，

|D4|∑
a4=b r

s−r
c+1

|D3|−1∑
a3=d s

s−r
e

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

通りある．
よって，i ∈ D3のシャープレイ値 φi(D, γ)は，

φi(D, γ) =

s

min{|D3|−1, s
s−r

−1}∑
a3=0

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

+ r

|D3|−1∑
a3= s

s−r

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)
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+ s

min{|D4|,d r
s−r

e−1}∑
a4=0

a4∑
a3=0

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

+ r

min{|D4|,d r
s−r

e−1}∑
a4=0

|D3|−1∑
a3=a4+1

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

+ r(n − 1)!

+ s

|D4|∑
a4=b r

s−r
c+1

min{|D3|−1,d s
s−r

e−1}∑
a3=0

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

+ r

|D4|∑
a4=b r

s−r
c+1

|D3|−1∑
a3=d s

s−r
e

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

となる．
Case 1-4: i ∈ D4のシャープレイ値．

k ∈ D1, D2, D3のシャープレイ値は既知であり，命題 2.2.1より対称なプレイヤーどう
しのシャープレイ値は等しい．よって，i ∈ D4のシャープレイ値は，

φi(D, γ) =
γ(N) −

∑
k∈D\D4

φk(D, γ)

|D4|

で計算できる．
Case 2: インスタンス 2のとき．
Case 2-1: i ∈ D1のシャープレイ値．

i ∈が新しく提携に加わる際に増加する費用を考えると，r増加するか，もしくは r + e

増加する．r + e増加するのは iの先行者が空のときなので，(n − 1)!通りある．よって，
i ∈ D1のシャープレイ値は，

φi(D, γ) = r +
e(n − 1)!

n!
= r +

e

n

となる．
Case 2-2: i ∈ D2のシャープレイ値．

i ∈ D2が新しく提携に加わる際に増加する費用を考えると，s増加するか，もしくは
s + e増加する．s + e増加するのは iの先行者が空のときなので，(n− 1)!通りある．よっ
て，i ∈ D1のシャープレイ値は，

φi(D, γ) = s +
e(n − 1)!

n!
= s +

e

n

となる．
Case 2-3: i ∈ D3のシャープレイ値．

24



i ∈ D3が新たに提携に加わる際に増加する費用の期待値を考える．Case1と同様に，提
携 S ⊆ Dが γ(S)を達成するときに，どのような条件を満たせば上方の施設，下方の施
設，両方の施設とそれぞれ繋がるかを考える．提携 Sが上方の施設と繋がることで γ(S)

を達成するときは，

e + ra1 + sa2 + ra3 + sa4 ≤ e + ra1 + sa2 + sa3 + ra4

すなわち，

a4 ≤ a3

かつ，

e + ra1 + sa2 + ra3 + sa4 ≤ 2e + ra1 + sa2 + ra3 + ra4

すなわち，

a4 ≤
e

s − r

が成立．提携 Sが下方の施設と繋がることで γ(S)を達成するときは，

e + ra1 + sa2 + sa3 + ra4 ≤ e + ra1 + sa2 + ra3 + sa4

すなわち，

a3 ≤ a4

かつ，

e + ra1 + sa2 + sa3 + ra4 ≤ 2e + ra1 + sa2 + ra3 + ra4

すなわち，

a3 ≤
e

s − r

が成立．提携 Sが両方の施設と繋がることで γ(S)を達成するときは，

2e + ra1 + sa2 + ra3 + ra4 ≤ e + ra1 + sa2 + ra3 + sa4
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すなわち，
e

s − r
≤ a4

かつ，

2e + ra1 + sa2 + ra3 + ra4 ≤ e + ra1 + sa2 + sa3 + ra4

すなわち，
e

s − r
≤ a3

が成立．a4 = e/(s − r)の場合には，a4 ≤ a3ならば上方の施設に繋がるか両方の施設と
繋がることで γ(S)を達成でき，そうでないなら下方の施設に繋がることで γ(S)を達成で
きる．そこで，a4 = e/(s − r)のとき，a4 < e/(s − r)のとき，a4 > e/(s − r)のときのそ
れぞれの場合において，i ∈ D3が新たに提携 Sに加わるときに費用がどのように増加し
ていくかを考える．図 3.8は，a3が 1ずつ増えていくときに増加する費用を表した図であ
る．具体的には，a3に応じた各状態から伸びる矢印は，i ∈ D3が加わる前と後での a3の
変化を表し，rと sはそのときに増加する費用を表す．

図 3.8: a3が 1ずつ増えていくときに増加する費用と a3の変化を表した遷移図．左図は
a4 ≤ e/(s − r)のとき，右図は a4 > e/(s − r)のときの遷移をそれぞれ表す．

Case 2-3-1: a4 = e/(s − r)のとき．
a3 < a4ならば iが加わることで a3 ≤ a4となり費用は s増加する．この場合は，

min{|D3|−1,a4−1}∑
a3=0

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)
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通りある．a3 ≥ a4ならば iが加わることで a3 > a4となり，費用は r増加する．この場
合は，

|D3|−1∑
a3=a4

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

通りある．
Case 2-3-2: a4 < e/(s − r)のとき．

a3 < a4 − 1ならば iが加わることで費用が s増加する．この場合は，
min{|D4|,d e

s−r
e−1}∑

a4=0

min{|D3|−1,a4−2}∑
a3=0

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

通りある．a3 ≥ a4 − 1ならば iが加わることで a3 ≥ a4となり費用は r増加する．この場
合は，

min{|D4|,d e
s−r

e−1}∑
a4=0

|D3|−1∑
a3=a4−1

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

通りある．また，a3 < a4の場合には iが提携の中で一番最初に加わるときに施設の開設
費用 eが余分に必要になる．この場合は，

(n − 1)!

通りある．
Case 2-3-3: a4 > e/(s − r)のとき．

e/(s− r)が整数のとき，a3 ≤ de/(s− r)e− 1ならば iが加わることで a3 ≤ e/(s− r)と
なり費用は s増加する．この場合は，

|D4|∑
a4=b e

s−r
c+1

min{|D3|−1,d e
s−r

e−1}∑
a3=0

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

通りある．a3 ≥ e/(s− r)ならば iが加わることで a3 > e/(s− r)となり，費用は r増加す
る．この場合は，

|D4|∑
a4=b e

s−r
c+1

|D3|−1∑
a3=d e

s−r
e

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

通りある．
よって，i ∈ D3のシャープレイ値は，

φi(D, γ) =
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s

min{|D3|−1,a4−1}∑
a3=0

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

+ r

|D3|−1∑
a3=a4

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

+ s

min{|D4|,d e
s−r

e−1}∑
a4=0

∑
a3=a4−1

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

+ r

min{|D4|,d e
s−r

e−1}∑
a4=0

|D3|−1∑
a3=a4−1

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

+ e(n − 1)!

+ r

|D4|∑
a4=b e

s−r
c+1

min{|D3|−1,d e
s−r

e−1}∑
a3=0

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

+ s

|D4|∑
a4=b e

s−r
c+1

|D3|−1∑
a3=d e

s−r
e

comb(n, |D3|, |D4|, a3, a4)

となる．
Case 2-4: i ∈ D4のシャープレイ値．

k ∈ D1, D2, D3のシャープレイ値は既知であり，命題 2.2.1より対称なプレイヤーどう
しのシャープレイ値は等しい．よって，i ∈ D4のシャープレイ値は，

φi(D, γ) =
γ(N) −

∑
k∈D\D4

φk(D, γ)

|D4|

で計算できる．
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第4章 一般の施設配置ゲームについて

本章では，一般の施設配置ゲームにおける仁とシャープレイ値について考察する．ま
ず，仁と関係の深いエッセンシャルな提携の特徴づけを行い，さらに仁とシャープレイ値
が一致するための十分条件を示す．

4.1 エッセンシャルな提携
仁を計算するためには第 2章で述べたように線形計画問題を再帰的に解く必要がある．

しかし，提携の数は指数個であるため，通常は制約条件の数が指数個になってしまう．
Huberman [4]は制約条件として必要な提携はエッセンシャルと呼ばれる提携だけで良い
ことを示した．本節では，エッセンシャルな提携の定義を述べた後，施設配置ゲームにお
けるエッセンシャルな提携の特徴づけを行う．

定義 4.1.1. 提携 S ⊆ N がエッセンシャルであるとは，|S| = 1もしくは Sの任意の分割
Pに対して v(S) <

∑
P∈P v(P )が成立するときをいう．

命題 4.1.1. 施設配置ゲーム (D, γ)において，提携 S ⊆ D, |S| ≥ 2がエッセンシャルであ
るための必要十分条件は，γ(S)を達成する施設配置問題の解の中に 2つ以上の施設と繋
がる解が存在しないことである．

証明. （必要性）提携 Sが γ(S)を達成する施設配置問題の解の中に 2つ以上の施設と繋
がる解があるとする．このとき，用いた施設をそれぞれ g1, g2, · · · , gnとし，施設 gi, i ∈
{1, 2, · · · , n}に繋がる Sの部分集合を Siとおく．すると，Sを S1, S2, · · · , Snと分割すれ
ば，

∑n
i=1 γ(Si) = γ(S)を満たす．よって Sはエッセンシャルではない．

（十分性）提携 Sが γ(S)を達成する施設配置問題の解が 1つの施設と繋がる解だけだ
とする．このとき，Sの任意の分割を考え，それを S1, S2, · · · , Snとおく．Si間で施設に
重複がなければ，γ(S) <

∑n
i=1 γ(Si)が成立．Si間でいくつかの施設が重複している場合

は，重複している施設を 1, 2, · · · ,mとし，j ∈ {1, 2, · · · , m}の重複している数を hjとお
くと，γ(S) ≤

∑n
i=1 γ(Si) −

∑m
j=1 fj(hj − 1) <

∑n
i=1 γ(Si)が成立．よって Sはエッセン

シャルである．
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4.2 仁とシャープレイ値が一致する場合
仁とシャープレイ値は一般に異なる準配分である．本節では施設配置ゲームにおいて仁

とシャープレイ値が一致するための十分条件を示す．

定義 4.2.1. 顧客 i ∈ Dに対してある施設 j ∈ F が存在して，各提携 S ⊆ D, i ∈ Sに対し
て γ(S)を達成する施設配置問題の解の中に iが jを開設して繋がるものが存在するとき，
jは iに対して支配的であるという．

定理 4.2.1. 施設配置ゲーム (D, γ)において，各顧客 i ∈ Dに対して支配的な施設が存在
するとき，仁とシャープレイ値は一致し，その第 i成分を xiとおくと，

xi = cij +
fj

|Dj|

となる．ただし，Djは施設 jと繋がる顧客全体の集合である．

定理 4.2.1の証明を与えるため，補題 4.2.2の証明を行う．そのためにまず被約ゲームを
定義し，次に Pottersによる補題を紹介する．

定義 4.2.2. ゲーム (N, v)とその準配分x ∈ RNを考える．任意の非空な提携T ⊆ N, T 6= ∅
に対して，被約ゲーム (T, vT,x)を次のように定義する．

vT,x(S) =


0 if S = ∅,
v(N) −

∑
i∈N\T xi if S = T,

min
{
v(S ∪ Q) −

∑
i∈Q xi | Q ⊆ N \ T

}
if S ⊆ T, S 6= ∅, T.

補題 4.2.1 (Potters [6]). ゲーム (N, v)のコアが非空であるとして，µを (N, v)の仁である
とする．このとき，任意の非空な提携 T ⊆ N に対して，µ|T ∈ RT は被約ゲーム (T, vT,µ)

の仁である．ここで µ|T は µ ∈ RN を T に制限したベクトルである．

補題 4.2.1を用いて，補題 4.2.2の証明を行う．

補題 4.2.2. ゲーム (N, v)が次の 2条件を満たすとする．
１．N の分割N = N1 ∪ N2 ∪ · · · ∪ Nkと各 i ∈ {1, · · · , k}に対して，ゲーム (Ni, vi)が存
在して，任意の S ⊆ N に対して，

v(S) = v1(S ∩ N1) + v2(S ∩ N2) + · · · + vk(S ∩ Nk)

となる．
２．ゲーム (N, v), (N1, v1), (N2, v2), · · · , (Nk, vk)のコアはいずれも非空となる．
このとき，(N, v), (N1, v1), (N2, v2), · · · , (Nk, vk)の仁をそれぞれ µ, µ1, µ2, · · · , µk とする
と，任意の i ∈ N に対して，

µi = µj
i

となる．ただし，jは i ∈ Njを満たす唯一の添字である．
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証明. 任意の i ∈ N について，i ∈ Njを満たす唯一の添字 jをとる．このとき，証明した
いことは µi = µj

i であるが，補題 4.2.1より，µ|Nj
は (Nj, vNj ,µ)の仁である．よって，

vNj ,µ = vj

を証明すれば良い．定義から S ⊆ Njのとき，v(S) = vj(S)となることに注意する．
Case 1: S = ∅のとき．
定義より，vNj ,µ(∅) = 0であり，かつ vj(∅) = 0なので vNj ,µ(∅) = vj(∅)．
Case 2: S = Njのとき．
定義より，

vNj ,µ(Nj) = v(N) −
∑

k∈N\Nj

µk

となるが，仁は準配分なので，
v(N) =

∑
k∈N

µk

であり，かつ，仁はコアの要素なので，

v(Nj) ≥
∑
k∈Nj

µk

である．したがって，

vNj ,µ(Nj) = v(N) −
∑

k∈N\Nj

µk

=
∑
k∈N

µk −
∑

k∈N\Nj

µk

=
∑
k∈Nj

µk

≤ v(Nj) = vj(Nj)

となる．一方で，仁がコアの要素であることを再び用いると，

v(N \ Nj) ≥
∑

k∈N\Nj

µk

となるので，

vNj ,µ(Nj) = v(N) −
∑

k∈N\Nj

µk

≥ v(N) − v(N \ Nj)

= v(Nj) = vj(Nj)
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である．したがって，vNj ,µ(Nj) = vj(Nj)となる．
Case 3: S 6= ∅, Njのとき．
定義より，

vNj ,µ(S) = min
{
v(S ∪ Q) −

∑
k∈Q

µk | Q ⊆ N \ Nj

}
であるので，

vNj ,µ(S) = min
{
v(S ∪ Q) −

∑
k∈Q

µk | Q ⊆ N \ Nj

}
≤ v(S ∪ ∅) − v(∅)
= v(S) − 0

= v(S) = vj(S)

となる．一方，仁はコアの要素であるので，任意のQ ⊆ N \ Njに対して，∑
k∈Q

µk ≤ v(Q)

となる．したがって，

vNj ,µ(S) = min
{
v(S ∪ Q) −

∑
k∈Q

µk | Q ⊆ N \ Nj}

≥ min
{
v(S ∪ Q) − v(Q) | Q ⊆ N \ Nj

}
= min

{
vj(S) + v(Q) − v(Q) | Q ⊆ N \ Nj

}
= min

{
vj(S) | Q ⊆ N \ Nj

}
= vj(S)

となる．以上で vNj ,µ = vjの証明が完了した．

以上で準備が整ったので，定理 4.2.1の証明を行う．

定理 4.2.1の証明. 各 i ∈ Dについて xiが i ∈ Dのシャープレイ値であることを示す．i

が新しく提携に加わる際に増加する費用を考えると，cij増加するか，もしくは cij + fj増
加する．cij +fj増加するのは既に提携にいる顧客の中に施設 jと繋がる顧客がいないとき
なので，|D| = m, |Dj| = nとおくと，

(
m
n

)
(m− n)!(n− 1)!通りある．よって，iのシャー

プレイ値 φi(D, γ)は，

φi(D, γ) = cij +
1

m!
fj

(
m

n

)
(m − n)!(n − 1)!

= cij +
fj

n
= xi
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となる．
次にxiが仁の第 i成分であることを示す．各顧客 i ∈ Dに対してある施設 j ∈ Fが存在し

て,各提携S ⊆ D, i ∈ Sに対してγ(S)を達成する施設配置問題の解の中に iが jを開設して
繋がるものが存在するとき，(D, γ)は凸ゲームになるので，コアは非空．さらに，各 j ∈ F

に対して，γj := γ|Dj
とすることで，ゲーム (D1, γ1), (D2, γ2), · · · , (Dk, γk)が存在して，各

提携S ⊆ Dに対して，γ(S) = γ1(S∩D1)+γ2(S∩D2)+· · ·+γk(S∩Dk)を満たし，各ゲーム
は凸ゲームになるので，コアは非空．補題4.2.2より，(D, γ), (D1, γ1), (D2, γ2), · · · , (Dk, γk)

の仁をそれぞれµ, µ1, µ2, · · · , µkとおくと，各 i ∈ Dに対してµi = µj
i となる．あとは，任

意のゲーム (Dj, γj)において，各 i ∈ Djの仁が xiとなることを証明すれば良い．そこで，
線形計画問題による仁の定義に従って以下の線形計画問題 P1を考える．

maximize ε

subject to
∑
i∈Dj

xi =
∑
i∈Dj

cij + fj,∑
i∈S

xi ≤
∑
i∈S

cij + fj − ε for all S ⊂ Dj.

ここで，yi = xi − cijとおくと，次のような線形計画問題に書き直すことができる．

maximize ε

subject to
∑
i∈Dj

yi = fj,∑
i∈S

yi ≤ fj − ε for all S ⊂ Dj.

この線形計画問題について，ε = yi = fj/n, i ∈ Dj,は実行可能解である．ここで提携のサ
イズが n − 1の制約条件に注目する．これらを全て足し合わせると，

(n − 1)(y1 + · · · + yn) ≤ n(fj − ε)

y1 + · · · + yn ≤ n

n − 1
(fj − ε)

となるが，もし ε > fj/nとすると，y1 + · · · + yn < fjとなり実行不可能となる．あとは，
ε = fj/nのときに yi = fj/nとなることを示せば良い．ある i ∈ Dj について，yi < fj/n

であったとする．すると，この yiを含まない，提携のサイズがn− 1の制約条件において，

n − 1

n
fj < y1 + · · · + yn ≤ fj −

fj

n
=

n − 1

n
fj

となり矛盾．よって xiは仁の第 i成分である．
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第5章 おわりに

本論文では，施設配置ゲームの仁とシャープレイ値の計算について議論した．具体的に
は，費用 2種類かつ施設 2個に制限された場合の凸ゲームの特徴づけを行い，費用 2種類
かつ施設 2個に制限された場合にはシャープレイ値が顧客数の多項式時間で計算可能であ
ることを示した．また，一般の施設配置ゲームにおけるエッセンシャルな提携の特徴づけ
を行い，さらに仁とシャープレイ値が一致する場合を考察した．
最後に，本研究の今後の課題について述べる．まず，費用 2種類かつ施設 2個に制限さ

れた場合の凸ゲームの特徴づけを行ったが，これはかなり限定的な場合である．そのた
め，より多くのインスタンスに対して凸ゲームの特徴づけを行うことが考えられる．次
に，費用 2種類かつ施設 2個の場合にシャープレイ値の計算が顧客数の多項式時間で計算
可能であることを示したが，仁については未解決である．最後に，仁とシャープレイ値が
一致するための十分条件を示したが，この条件を満たすかどうかの判定が多項式時間で行
えるかどうかは未解決である．
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