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記号表

記号 意味

R 実数の集合

R+ 0 以上の実数の集合

Rn n 次元実数空間

Rm�n 実数を要素とする m� n 行列の集合

Sym(n) Rn�n の対称行列の集合

In n� n の単位行列

A�1 行列 A の逆行列

AT 行列 A の転置

A�T 行列 AT の逆行列

A > B (A � B) 行列 A� B が正定 (半正定)

jxj ベクトル x の Euclid ノルム ( =
p
xTx )

kAk 行列 A の最大特異値ノルム

kwkL2 信号 w(t) の L2 ノルム := fR1
0
jw(t)j2dtg1=22

64 (A) + (�) + B �
C D

3
75 対称行列の表記で

2
64 A+AT + B CT

C D

3
75 を表す．
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第 1章

序論

近年，制御系に要求される制御性能はますます高まる傾向にある．この一つの例を，1950

年代から始まった航空機の高性能化に見ることができる．航空機の高性能化によって，広

い範囲の速度や高度，姿勢で飛行することが要求されるようになる．それによって，機体

の動特性は状況により著しく変化し，従来の固定ゲインを用いるフィードバック制御では

所望の性能が得られなかったり，場合によっては安定性を失うという問題が生じる．この

問題に対する一つの解決法として，航空機の飛行状態に応じて，コントローラのゲインを

調整するという方法がとられている [16]．このように，オンラインで観測される制御対象

の特性変動に応じて，制御器の特性を変化させる制御をゲインスケジューリング制御と呼

ぶ．上の航空機のように，広範な稼働条件の下で安定性や制御性能を高度なレベルで要求

される場合には，ゲインスケジューリング制御系の安定性や制御性能を理論的に検証する

ことが望まれる．

こういった背景から，ゲインスケジューリングが制御理論の立場から研究されている．ゲ

インスケジューリング制御系の数式表現として，状態空間表現の各係数行列が制御対象の

特性変化を示すスケジューリングパラメータに依存した LinearParameter-Varying(LPV)

システムが用いられている [2, 7, 9]．制御対象を LPVシステムとして表現すると，これ

までの線形制御理論の豊富な結果を用いて制御系の解析や設計を行えるという大きな利

点がある．

これまでに提案されている LPV表現に基づくゲインスケジューリング制御系の設計法

として，パラメータ凍結法がある [9]．この方法は，スケジューリングパラメータをいく

つかの値に固定したときに得られる各線形時不変システムに対して，安定性と要求される
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制御性能を保証する制御器をそれぞれ構成し，オンラインで観測されるパラメータに応じ

て 制御器をスケジューリングする方法である．しかし，スケジューリングパラメータが

速く変化する場合には安定性を保証できなくなるという問題を含んでいる．一方，二次安

定化の手法を用いて，パラメータが任意に速く変化する場合にも安定性を保証する方法

が提案されている [2]．しかし，この方法ではスケジューリングパラメータが緩やかにし

か変化しない場合には，制御が保守的になる．そこで，これらの問題を解決する方法とし

て，パラメータに依存するリアプノフ関数を用いる方法が提案されている [1, 3, 7]．この

方法では，パラメータの変化速度を考慮した制御系の設計が可能であり，パラメータ凍結

法と違って安定性や性能が保証でき，二次安定化に基づく方法よりも保守性が軽減されて

いる．

このパラメータに依存したリアプノフ関数を用いて，制御系の内部安定性と設計仕様で

ある L2 ゲイン性能を満たすコントローラの存在条件を，有効な数値計算アルゴリズムを

有する線形行列不等式 (Linear Matrix Inequalities:LMI)で記述するアプローチが試みら

れている [3]．このアプローチでは，コントローラの存在条件をスケジューリングパラメー

タに依存した LMI条件で与えている．ここで，連続パラメータに依存した LMI条件の解

を求める必要が生じるが，その解はパラメータを固定する毎に得られる無限個の LMI条

件を満たさなければならない．しかし，実際に無限個の LMI条件を計算機で判定するこ

とは不可能である．この問題に対して，無限個の LMI条件を解くのではなく，新たに有

限個の LMI条件を構成し，その解を求めれば元の無限個の LMI条件を満たすのに十分で

あることが示されている [4, 5, 6]．これらの研究では，新たに構成する有限個の LMI条件

は，スケジューリングパラメータに依存した LMI条件に対する十分性は満たすが必要性

は証明されていない．そのため，パラメータ依存 LMI条件の解が存在するとしても，必

ずしも解を得られないという問題点が生ずる．そこで，保守性の小さな解析・設計をする

ために，パラメータに依存した LMI条件に対して必要十分となる LMI条件を構成するこ

とは重要である．

本論文では，パラメータに依存した LMI条件と等価な LMI条件の構成法を提案する．

本論文で新たに提案する方法は，次のようなものである．まず，パラメータ依存 LMI条

件に対して，解の形を区分的に連続なスプライン型の関数とし，元の LMI条件の十分条

件となる有限個の LMI条件を構成する．そして，スプライン関数の分割区間を十分小さ

くすれば，新たに提案する有限個の LMI条件が元の LMI条件の必要条件となることを証
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明する．

新たに提案するこの手法を，まず，LPVシステムの安定性，および，L2 ゲイン性能を

評価するパラメータ依存 LMI条件に対して適用する．次に，その結果を状態フィードバッ

クによるゲインスケジューリング制御系の安定性，および，L2 ゲイン性能を評価するパ

ラメータ依存 LMI条件に対して拡張する．このとき，コントローラのゲインは，新たに

構成する有限個の LMI条件の解から得られるスプライン関数を用いて与えられる．

本論文の構成は以下のとおりである．第 2章で準備を行う．第 3章で，LPVシステム

の安定性および L2 ゲイン性能を評価するパラメータ依存 LMI条件に対して，必要十分

となる有限個の LMI条件の構成法を提案する．提案法を用いて，数値例で提案法の有効

性を確認する．第 4章では，第 3章の有限個の LMI条件の構成法を，安定性および L2

ゲイン性能を保証するコントローラの設計法に拡張する．
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第 2章

準備

この章では，次章以降の議論に必要となる事柄の準備を行う．一般に非線形である動的

システムの安定性の定義と性質を述べる．

2.1 動的システムの安定性

ここでは，一般に非線形である動的システムの安定性の定義と性質を述べる．

次のシステムを考える．

_x = f(x; t) (2.1)

ただし，f : Rn �R+は 局所的リプシッツ条件を満足し，t について区分的に連続である

とする．

先に安定性を定義する際に用いる言葉や関数の定義を述べる．

定義 2.1 [14]

原点 x = 0 が平衡点であるとは，

f(0; t) = 0; 8t � 0 (2.2)

が成り立つことをいう．

定義 2.2 [14]

システム (3.1)の平衡点 x = 0 が指数安定であるとは，次の条件：

jx(t)j � ke��(t�t0)jx(t0)j; 8t � t0 � 0; 8jx(t0)j < c (2.3)
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を満たす k > 0，� > 0 および，t0 に依存する 正の定数 c が存在することをいう．

定理 2.1 [14]

x = 0 をシステム (3.1)の平衡点であると仮定し，領域 D をD = fx 2 Rn j jxj < rg と
する．また，V : D � Rn ! R+ は，任意の t � 0 と任意の x 2 D で，

1(jxj) � V (x; t) � 2(jxj) (2.4)

@V

@t
V (x; t)+ � �3(jxj) (2.5)

を満たすような連続微分可能な関数とする．このとき，[0; r) 上でi(�) = ki�
�; ki >

0; � > 0; i = 1; 2; 3 であれば，平衡点 x = 0 が指数安定である．
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第 3章

有限個の LMI条件を用いた LPVシステ

ムの安定性と L2 ゲイン性能の評価

3.1 緒言

この章では，パラメータ依存の LMI 条件に対して，必要十分となる有限個の LMI条

件の構成法を提案する．扱うパラメータ依存 LMI条件は，LPVシステムの安定性および

L2 ゲイン性能の評価を与える LMI[3, 7]である．その際，ある区分的多項式関数を用い

て，有限個の LMI条件により LPVシステムの安定性および L2 ゲイン性能を評価する方

法を提案する．3.4節で数値例をもとに提案した手法の考察を行う．

3.2 LPVシステムの安定性の評価

3.2.1節で，LPVシステムの安定性を関する従来の研究結果を紹介する．3.2.2節では，

3.2.1節の定理のパラメータに依存した LMI条件に対して，必要十分となる有限個の LMI

条件の構成法を示す．

3.2.1 LPVシステムの安定性

以下で与えられる LPVシステムを考える．

_x(t) = A(�(t))x(t) (3.1)

6



ただし，変数�(t) 2 R はスケジューリングパラメータとし，

�(t) 2 � = [�; �]

_�(t) 2 
 = [!; !]

を満たすと仮定する．また，整数NG � 0に対して，�の分割DG = f�0; �1; . . . ; �NG+1
g; (� =

�0 < �1 < � � � < �NG+1
= �)を定義する．このとき，A(�) 2 Rn�nは � の連続関数で，次

のスプライン関数で与えられるとする．

A(�) = Ai +
� � �i

�i+1 � �i
(Ai+1 �Ai); � 2 [�i; �i+1]; i = 0; 1; . . . ; NG (3.2)

次に，システム (3.1)の指数安定性に関する定理を以下に記す ．

定理 3.1 [7]

任意の (�; !) 2 �� 
 に対して，次の線形行列不等式 (LMI):

�I � P (�) � �I; (3.3)

�I � �P (�)A(�)� AT (�)P (�)� !
@P

@�
(�) � �I (3.4)

を満たす 対称な行列関数 P (�) および，正の定数 �; �; �; � が存在するとき，システム

(3.1)は x = 0で 指数安定である．

略証：� 依存のリアプノフ行列 P (�) を用いる．定理 2.1より，システム (3.1)に対して，

V > 0 かつ， _V < 0 を満たすリアプノフ関数 V = xTP (�)x が存在すれば指数安定であ

る．正の定数�; �; �; � が存在して LMI(3.3), (3.4) を満たすとき，V がリアプノフ関数と

なることは明らかである． (証明終り)

3.2.2 有限個の LMI条件の構成法

ここでは，定理 3.1の LMI条件に対して，必要十分条件となる有限個の LMI条件を構

成する方法を示す．

結果を示す前に，定理 3.1の LMI条件の解をどのような形の関数で求めているか述べて

おく．まず，整数 NP � NG � 0 に対して，分割DP = f�0; �1; . . . ; �NP+1
g (� = �0 < �1 <

7



� � � < �NP+1
= �) を分割 DG の細分となるようにとる．また，一次のスプライン関数

PS(�) =

8>>>><
>>>>:

P0; � < �

Pk +
���k

�k+1��k
(Pk+1 � Pk); � 2 [�k; �k+1]; k = 0; 1; . . . ; NP

PN+1; � > ��

を定義する．このとき，定理 3.1の LMI条件の解は，PS(�) を平滑化した関数：

P (�) =
1

l

Z �+ l

2

�� l

2

PS(h)dh

として近似した．ただし，積分区間 [� � l
2
; � + l

2
]には高々1つの �k しか含まれないよう

に 十分 小さな l > 0 を取る．

以下に，閉区間 � の分割幅を十分小さくとれば，新たに構成する有限個の LMI条件

が，定理 3.1の LMI条件の必要十分条件となることを示す．

定理 3.2 整数 NG � 0と (3.2)式のA(�) 2 Rn�n が与えられるとする．ただし，変数 �(t)

については

(�; _�) 2 �� 


� := [�; �] � R


 := [!; !] � R

を満たすものとする．このとき，次の (I)，(II)は等価である．

(I) 次のような P (�) と正の定数 �; �; �; � > 0 が存在する．

8><
>:
P (�) : � 2 �! Sym(n);一階連続微分可能
@P (�)

@�
: 一様連続

(3.5)

�I � P (�) � �I; 8� 2 � (3.6)

�I � �P (�)A(�)� AT (�)P (�)� !
@P (�)

@�
� �I; 8(�; !) 2 �� 
 (3.7)

8



(II) ある整数 NP � NG � 0 と DG の細分となるある分割 DP = f�0; �1; . . . ; �NP
g

(� = �0 < �1 < � � � < �NP
< �NP+1

= ��) と正の定数 a; �a; b;�b; c; �c > 0，及び

P0; P1; . . . ; PNP
; PNP+1

2 Sym(n)が存在し，次の条件を満足する。

aI � Pk � �aI; k = 0; 1; . . . ; NP + 1 (3.8)

bI � �PkA(�k)� AT (�k)Pk � !
Pk+1 � Pk

�k+1 � �k
� �bI;

k = 0; 1; . . . ; NP ; ! = !; ! (3.9)

bI � �PkA(�k)� AT (�k)Pk � !
Pk � Pk�1

�k � �k�1
� �bI;

k = 1; . . . ; NP + 1; ! = !; ! (3.10)

cI � �fPkA(�k) +
1

2
(Pk+1 � Pk)A

T (�k) +
1

2
Pk(A(�k+1)� A(�k))g

�f転置 g � !
Pk+1 � Pk

�k+1 � �k
� �cI; k = 0; 1; . . . ; NP ; ! = !; ! (3.11)

(II)が成り立つとき，(I)の解 P (�) は

P (�) =
1

l

Z �+ l

2

�� l

2

PS(h)dh

で与えられる．ただし，PS(�) は

PS(�) =

8>>>><
>>>>:

P0; � < �

Pk +
���k

�k+1��k
(Pk+1 � Pk); � 2 [�k; �k+1]; k = 0; 1; . . . ; NP

PN+1; � > ��

であり， l は十分小さな正数である．

証明：[(I)!(II)]

今、(I)が成り立つと仮定する．整数NP � 0に対して，DGの細分をDP = f�(DP )

0
; �

(DP )

1
; . . . ; �

(DP )

NP+1
g

(� = �
(DP )

0
< �

(DP )

1
< � � � < �

(DP )

NP
< �

(DP )

NP+1
= ��) とし，この分割 DP に対して，

P
(DP )

k := P (�
(DP )

k ); k = 0; 1; . . . ; NP + 1

と置く．(3.6)式より，

a := �; a := �

9



と置けば，明らかに

aI � P
(DP )

k � aI; (3.12)

が k = 0; 1; . . . ; NP + 1 について成り立つ．

次に，W (DP ) = max
k
f�(DP )

k+1 ��
(DP )

k g(> 0)が十分小さければ，任意の ! に対して，P (�),
@P (�)

@�
の一様連続性から，

@P

@�
(�

(DP )

k )� P
(DP )

k+1 � P
(DP )

k

�
(DP )

k+1 � �
(DP )

k

 =


@P

@�
(�

(DP )

k )� P (�
(DP )

k+1 )� P (�
(DP )

k )

�
(DP )

k+1 � �
(DP )

k


<

�

2!
(3.13)


@P

@�
(�

(DP )

k )� P
(DP )

k � P
(DP )

k�1

�
(DP )

k � �
(DP )

k�1

 =


@P

@�
(�

(DP )

k )� P (�
(DP )

k )� P (�
(DP )

k�1 )

�
(DP )

k � �
(DP )

k�1


<

�

2!
(3.14)

とできる．ここで，対称行列 X;Y について

kX � Y k � " () X � "I � Y � X + "I

であるから，(3.13), (3.14)式より

@P

@�
(�

(DP )

k )� �

2!
� P

(DP )

k+1 � P
(DP )

k

�
(DP )

k+1 � �
(DP )

k

� @P

@�
(�

(DP )

k ) +
�

2!
; k = 0; 1; . . . ; NP

@P

@�
(�

(DP )

k )� �

2!
� P

(DP )

k � P
(DP )

k�1

�
(DP )

k � �
(DP )

k�1

� @P

@�
(�

(DP )

k ) +
�

2!
; k = 1; 2 . . . ; NP + 1

となる．これと (3.7)式より，

b =
�

2
; b =

�

2
+ �

と置けば，

bI � �P (DP )

k A(�
(DP )

k )� AT (�
(DP )

k )P
(DP )

k � !
P

(DP )

k+1 � P
(DP )

k

�
(DP )

k+1 � �
(DP )

k

� �bI;

k = 0; 1; . . . ; NP ; ! = !; ! (3.15)

bI � �P (DP )

k A(�
(DP )

k )� AT (�
(DP )

k )P
(DP )

k � !
P

(DP )

k � P
(DP )

k�1

�
(DP )

k � �
(DP )

k�1

� �bI;

k = 1; 2 . . . ; NP + 1; ! = !; ! (3.16)
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が成り立つ．

同様に，W (DP ) が十分小さければ，P (�), @P (�)

@�
の一様連続性から，

 [fP (DP )

k A(�
(DP )

k ) +
1

2
(P

(DP )

k+1 � P
(DP )

k )A(�
(DP )

k ) +
1

2
P

(DP )

k (A(�
(DP )

k+1 )� A(�
(DP )

k ))g+ f転置 g

+!
P

(DP )

k+1 � P
(DP )

k

�
(DP )

k+1 � �
(DP )

k

] �fP (�(DP )

k )A(�
(DP )

k ) + AT (�
(DP )

k )P (�
(DP )

k ) + !
@P

@�
(�

(DP )

k )g


=

12
n
(P

(DP )

k+1 � P
(DP )

k )A(�
(DP )

k ) + P
(DP )

k (A(�
(DP )

k+1 )� A(�
(DP )

k ))
o
+
1

2
f転置 g

+!
P

(DP )

k+1 � P
(DP )

k

�
(DP )

k+1 � �
(DP )

k

� !
@P

@�
(�

(DP )

k )


� kP (DP )

k+1 � P
(DP )

k k � kA(�(DP )

k )k+W (DP )kP (DP )

k k � max
0�i�NG

k Ai � Ai

�i+1 � �i
k

+

w
8<
: @P

@�
(�

(DP )

k )� P
(DP )

k+1 � P
(DP )

k

�
(DP )

k+1 � �
(DP )

k

9=
;


<
�

2
(3.17)

とできる．これより，

c :=
�

2
; c := � +

�

2

と置くと，

cI � �fP (DP )

k A(�k) +
1

2
(P

(DP )

k+1 � P
(DP )

k )AT (�k) +
1

2
P

(DP )

k (A(�k+1)� A(�k))g � f転置 g � cI

k = 0; 1; � � � ; NP (3.18)

が成り立つ．

以上より，(3.13)，(3.14)，(3.17) 式が満たされるように DP を選べば，(3.12)，(3.15)，

(3.16)，(3.18)式より (3.8)，(3.9)，(3.10)，(3.11)式が成り立つ．

[(II)!(I)]

逆に，今 (II)が成り立つとする．ここで次の関数

PS(�) =

8>>>><
>>>>:

P0; � < �

Pk +
���k

�k+1��k
(Pk+1 � Pk); � 2 [�k; �k+1]; k = 0; 1; . . . ; NP

PN+1; � > ��

(3.19)
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を定義する．分割 DP は分割 DG の細分であり，ある 0 � i � NG について [�k; �k+1] �
[�i; �i+1] がわかっている．そこで，以下では k を固定し，� 2 [�k; �k+1] � [�i; �i+1] とす

る．また，t を

t =
� � �k

�k+1 � �k

と置くと，t 2 [0; 1] で

� = �k + t(�k+1 � �k)

である．このとき

PS(�) = Pk + t(Pk+1 � Pk) = (1� t)Pk + tPk+1

と表すことができるので，(3.8)式より

aI � PS(�) � aI (3.20)

が示される．

次に，係数行列 A(�) と PS(�) を，変数 t を用いて表現しておく．

A(�) = Ai +
� � �i

�i+1 � �i
(Ai+1 � Ai)

=

 
Ai �

�i+1

�i+1 � �i
(Ai+1 � Ai)

!
+ �

 
Ai+1 � Ai

�i+1 � �i

!

= Ai0 + �Ai1

= Ai0 + f�k + t(�k+1 � �k)gAi1

= (Ai0 + �kA
i1) + t(�k+1 � �k)A

i1

= A(�k) + tfA(�k+1)�A(�k))g

= ~A0 + t ~A1

PS(�) = Pk + t(Pk+1 � Pk)

= ~P0 + t ~P1

ただし，

~A0 = A(�k); ~A1 = A(�k+1)� A(�k); ~P0 = Pk = PS(�k); ~P1 = Pk+1 � Pk

12



である．これより，! = !; !に対して，(3.9)式から，

bI � � ~P0
~A0 � ~AT

0
~P � !

~P1

�k+1 � �k
� �bI; (3.21)

を得る．(3.10)式で k を k + 1に置き換えたものから，

bI � �( ~P0 + ~P1)( ~A0 + ~A1)� ( ~A0 + ~A1)
T ( ~P0 + ~P1)� !

~P1

�k+1 � �k
� �bI; (3.22)

を得る．また，(3.11)式から，

cI � �f ~P0
~A0 +

1

2
~P1
~A0 +

1

2
~P0
~A1g

�f転置 g � !
~P1

�k+1 � �k
� �cI; (3.23)

を得る．

今，8� 2 [�k; �k+1], ! = !; ! に対して，

PS(�)A(�) + AT (�)PS(�) + !
Pk+1 � Pk

�k+1 � �k

= ( ~P0 + t ~P1)( ~A0 + t ~A1) + ( ~A0 + t ~A1)
T ( ~P0 + t ~P1) + !

~P1

�k+1 � �k

= ( ~P0 ~A0 + ~AT
0
~P0 + !

~P1

�k+1 � �k
) + t

n
( ~P0

~A1 + ~P1
~A0) + ( ~P0

~A1 + ~P1
~A0)

T
o
+ t2( ~P1

~A1 + ~AT
1
~P1)

= �K0 � tK1 � t2K2 (3.24)

と計算できる．なお，

K0 = �( ~P0
~A0 + ~AT

0
~P0 + !

~P1

�k+1 � �k
)

K1 = �(( ~P0
~A1 + ~P1

~A0) + ( ~P0
~A1 + ~P1

~A0)
T )

K2 = �( ~P1
~A1 + ~AT

1
~P1)

とする．

(3.24)式があるスカラー �; � について

�I � K0 + tK1 + t2K2 � �I; 8t 2 [0; 1]

となるためには，

K0 + tK1 + t2K2 = (1� t)2K0 + t2(K0 +K1 +K2) + 2t(1� t)(K0 +
1

2
K1)

13



と変形できることから，
8>>>><
>>>>:

�I � K0 � �I

�I � K0 +K1 +K2 � �I

�I � K0 +
1

2
K1 � �I

(3.25)

が成り立てば十分である (渡辺ら [4])．(3.25)の各不等式はおのおの (3.21)，(3.22)，(3.23)

式より満たされる．よって，8k = 0; 1; . . . ; NP について，

�I � �PS(�)A(�)� AT (�)PS(�)� !
Pk+1 � Pk

�k+1 � �k
� �I (3.26)

が 8� 2 [�k; �k+1]; ! = !; ! で成り立つ．

(3.26)式と，PS(�) が � 2 R で一様連続であることから，十分小さい l > 0 について，

1

2
�I � �PS(�)A(�)� AT (�)PS(�)� !

Pk+1 � Pk

�k+1 � �k
� (�+

�

2
)I (3.27)

を 8� 2 [�k � l
2
; �k+1 +

l
2
], ! = !; !, k = 0; 1; . . . ; NP で満足することができる．

次に P (�)を，PS(�)を平滑化した

P (�) =
1

l

Z �+ l

2

�� l

2

PS(h)dh (3.28)

として定義する．ただし，積分区間 [�� l
2
; �+ l

2
] には高々1つの �k しか含まれず，かつ，

(3.27)式が成り立つように l > 0 を取る．

今，PS(�) は一次のスプライン関数であるから，

PS(�) = P0 +
N+1X
i=1

(� � �i)+Ri; Ri 2 Sym(n) (3.29)

と表すことができる [13]．ただし，

x+ =

8><
>:
x; x � 0

0; x < 0

とする．すると，Pk は

Pk = PS(�k) = P0 +
N+1X
i=0

(�k � �i)+Ri = P0 +
k�1X
i=0

(�k � �i)Ri
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となるので，

Pk+1 � Pk =

(
P0 +

kX
i=0

(�k+1 � �i)Ri

)
�
(
P0 +

k�1X
i=0

(�k � �i)Ri

)

= (�k+1 � �k)Rk +
k�1X
i=0

(�k+1 � �k)Ri

= (�k+1 � �k)
kX
i=0

Ri

と計算でき，Pk+1�Pk
�k+1��k

は

Pk+1 � Pk

�k+1 � �k
=

kX
i=0

Ri (3.30)

と表現することができる．

�k 62[�� l
2
; � + l

2
] のとき，

P (�) = PS(�) (3.31)

@P

@�
(�) =

@PS

@�
(�) =

Pk+1 � Pk

�k+1 � �k
(3.32)

�k 2 [� � l
2
; � + l

2
] すなわち � 2 [�k � l

2
; �k +

l
2
] のとき，

P (�) =
1

l

Z �+ l

2

�� l

2

PS(h)dh

=
1

l

Z �+ l

2

�� l

2

(
P0 +

kX
i=0

(h� �i)+Ri

)
dh

= P0 +
1

l

Z �+ l

2

�� l

2

(
k�1X
i=0

(h� �i)Ri + (h� �k)+Rk

)
dh

= P0 +
k�1X
i=0

(� � �i)Ri +
1

l

Z �+ l

2

�k

f(h� �k)Rkg dh

= P0 +
k�1X
i=0

(� � �i)Ri +
Rk

l

�
1

2
(h� �k)

2

��+ l

2

�k

= P0 +
k�1X
i=0

(� � �i)Ri +
Rk

2l
(� +

l

2
� �k)

2 (3.33)

これより，

@P

@�
(�) =

k�1X
i=0

Ri +
� � (�k � l

2
)

l
Rk (3.34)
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となる．従って， � 2 [�k � l
2
; �k +

l
2
]において

kP (�)� PS(�)k =


(
(� � �k)+ �

f� � (�k � l
2
)g2

2l

)
Rk


� l

8
� kRkk

がいえる．

以上より，8� 2 � で P (�) と PS(�) の関係式

kP (�)� PS(�)k �
l

8
max

0�k�NP

kRkk (3.35)

が示された．このことから (3.6)式がいえる．

次に (3.7)式を示す．� 62[�k � l
2
; �k +

l
2
]のとき，(3.31)，(3.32)式を (3.27)式に代入す

ると

1

2
�I � �P (�)A(�)�AT (�)P (�)� !

@P

@�
(�) � (�+

�

2
)I

が直ちに得られる．

次に，� 2 [�k � l
2
; �k +

l
2
] ，k = 1; 2; . . . ; NP について考える．ここで，l > 0 は任意に

小さく取れることに注意する．まず，(3.35)式より，十分小さい l > 0 について (3.27)式

の PS(�)を P (�)で置き換えると，任意の � 2 [�k � l
2
; �k +

l
2
]，k = 0; 1; . . . ; NPについて，

1

4
�I � �P (�)A(�)� AT (�)P (�)� !

Pk+1 � Pk

�k+1 � �k
� (�+

3

4
�)I (3.36)

が成り立つ．ここで，"
�k �

l

2
; �k +

l

2

#
=

"
�k�1 �

l

2
; �k +

l

2

#
\
"
�k �

l

2
; �k+1 +

l

2

#

であるから，8� 2 [�k � l
2
; �k +

l
2
]においては，(3.36)式と，(3.36)式の k を k � 1 で置

き換えた式 :

1

4
�I � �P (�)A(�)� AT (�)P (�)� !

Pk�1 � Pk

�k � �k�1
� (�+

3

4
�)I (3.37)

が成り立つ．

今，u =
��(�k�

l

2
)

l
とおく．� 2 [�k � l

2
; �k +

l
2
] のとき 0 � u � 1 である。よって，

u� (3:36) + (1� u)� (3:37) を求めると，この区間で

1

4
�I � �P (�)A(�)� AT (�)P (�)� !

(
u
Pk+1 � Pk

�k+1 � �k
+ (1� u)

Pk � Pk�1

�k � �k�1

)
� (�+

3

4
�)I
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を得る．ここで，(3.30)式と (3.34)式より

u
Pk+1 � Pk

�k+1 � �k
+ (1� u)

Pk � Pk�1

�k � �k�1
= u

kX
i=0

Ri + (1� u)
k�1X
i=0

Ri

= u

(
k�1X
i=0

Ri +Rk

)
+ (1� u)

k�1X
i=0

Ri

=
k�1X
i=0

Ri + uRk

=
@P

@�
(�) ((3:34)より)

となる．したがって，� 2 [�k � l
2
; �k +

l
2
] でも

1

4
�I � �P (�)A(�)� AT (�)P (�)� !

@P

@�
(�) � (�+

3

4
�)I

を得た．

以上より，(3.7)式が十分小さい l > 0 について示せた．P (�) の一階連続微分可能性，
@P
@�
(�) の� 2 � での一様連続性も明らかである． （証明終り）

この定理によって，LPVシステムの安定性を評価するパラメータ依存 LMI条件に対し

て，必要十分となる LMI条件の構成法を示した．証明の中で，(I)の解の近似であるスプ

ライン関数の区間を十分小さくとれば，定理 3.4(II)の LMI条件が (I)の LMI条件の必

要性を満たすことを示した．この定理と，定理 3.1によって，パラメータ依存リアプノフ

関数を用いた安定性評価を保守性なく行えることを保証した．
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3.3 LPVシステムの安定性と L2ゲイン性能

従来の研究 [7] では，LPV システムの L2 ゲイン性能を評価をする結果が得られてい

る．まず，3.3.1節でこの結果を紹介する．3.3.2節では，3.3.1節の定理 3.3のパラメータ依

存 LMI条件に対して，必要十分性となる LMI条件の構成法を示す．

3.3.1 安定性と L2 ゲイン性能

次の LPVシステムを考える．

� :
_x(t) = A(�)x(t) + B(�)w(t); x(0) = 0

z(t) = C(�)x(t) +D(�)w(t)

ただし，x(t) 2 Rn は状態，z(t) 2 Rp は観測出力，w(t) 2 Rm は外部入力を表す．また，

スケジューリングパラメータ �(t) については、次の制約があると仮定する．

�(t) 2 � := [�; �]; (3.38)

_�(t) 2 
 := [!; !] (3.39)

システム � の L2 ゲインを次で定義する．

定義 3.1 システム � が指数安定のとき，システム� のL2 ゲイン G(�) を次で定義する．

G(�) = sup
w2L2;w 6=0

kzkL2
kwkL2

ただし，w 2 L2 は w の L2 ノルムが有界な値を持つことを意味する．

システム � の L2 ゲインを評価する次の定理が得られている．

定理 3.3 [3, 7]

(3.38)，(3.39)式を満たすすべての (�; !) 2 �� 
 に対して，次の LMI条件：

�I � P (�) � �I; (3.40)

�I � �

2
66664
A(�)TP (�) + P (�)A(�) + ! @P

@�
(�) P (�)B(�) C(�)T

B(�)TP (�) �I D(�)T

C(�) D(�) �I

3
77775 � �I (3.41)

を満たす対称な行列関数 P (�) が存在するとき，システム � は x = 0 で指数安定で，か

つ， L2 ゲインが  未満となる．
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3.3.2 有限個の LMI条件の構成法

次の定理は，3.2節で用いたスプライン型の関数を用いて，L2 ゲイン性能を満たすパラ

メータ依存 LMI条件に対して必要十分となる有限個の LMI条件を構成する．その証明

は，3.2節の定理 3.2の証明に基に行う．

定理 3.4 整数 NG � 0と分割DG = f�0; �1; . . . ; �NG+1
g (� = �0 < �1 < � � � < �NG+1

= �)，

および，� 2 [�i; �i+1], i = 0; 1; . . . ; NG におけるシステム� の係数行列は次で与えられる

とする．

A(�) = Ai +
� � �i

�i+1 � �i
(Ai+1 � Ai) 2 <n�n

B(�) = Bi +
� � �i

�i+1 � �i
(Bi+1 � Bi) 2 <n�m

C(�) = Ci +
� � �i

�i+1 � �i
(Ci+1 � Ci) 2 <p�n

D(�) = Di +
� � �i

�i+1 � �i
(Di+1 �Di) 2 <p�m

ただし，変数 � については

(�; _�) 2 �� 


� := [�; ��] � <


 := [!; �!] � <

を満たすと仮定する．このとき，次の (I)，(II)は等価である．

(I) 次のような P (�) と正の定数 �; �; �; � > 0 が存在する．

8><
>:
P (�) : � 2 �! Sym(n);一階連続微分可能
@P (�)

@�
: 一様連続

(3.42)

�I � P (�) � �I; 8� 2 � (3.43)

�I � �

2
66664
A(�)TP (�) + P (�)A(�) + ! @P

@�
(�) P (�)B(�) C(�)T

B(�)TP (�) �I D(�)T

C(�) D(�) �I

3
77775 � �I;

8(�; !) 2 �� 
 (3.44)
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(II) ある整数 N � NG � 0と区間 �のある分割D = �0; �1; . . . ; �N (� = �0 < �1 < � � � <
�N < �N+1 = ��) と正の定数 a; �a; b;�b; c; �c > 0，及び P0; P1; . . . ; PN ; PN+1 2 Sym(n)

が存在し，次の条件を満足する。

aI � Pk � �aI; k = 0; 1; . . . ; N + 1 (3.45)

bI � �

2
66664
A(�k)

TPk + PkA(�k) + !
Pk+1�Pk
�k+1��k

PkB(�k) C(�k)
T

B(�k)
TPk �I D(�k)

T

C(�k) D(�k) �I

3
77775 � �bI;

k = 0; 1; . . . ; N; 8! 2 
 (3.46)

bI � �

2
66664
A(�k)

TPk + PkA(�k) + !
Pk�Pk�1
�k��k�1

PkB(�k) C(�k)
T

B(�k)
TPk �I D(�k)

T

C(�k) D(�k) �I

3
77775 � �bI;

k = 1; . . . ; N + 1; 8! 2 
 (3.47)

cI � �

2
66664
A(�k)

TPk + PkA(�k) + !
Pk+1�Pk
�k+1��k

P (�k)B(�k) C(�k)
T

B(�k)
TPk �I D(�k)

T

C(�k) D(�k) �I

3
77775

�1

2

2
66664
fPk(A(�k+1)� A(�k)) + (Pk+1 � Pk)A(�k)g+ f�g � �
fPk(B(�k+1)� B(�k)) + (Pk+1 � Pk)B(�k)gT 0 �

C(�k+1)� C(�k) D(�k+1)�D(�k) 0

3
77775 � �cI;

k = 0; 1; . . . ; N; 8! 2 
 (3.48)

(II)が成り立つとき，(I)の解 P (�) は

P (�) =
1

l

Z �+ l

2

�� l

2

PS(h)dh

で与えられる．ただし，PS(�) は

PS(�) =

8>>>><
>>>>:

P0; � < �

Pk +
���k

�k+1��k
(Pk+1 � Pk); � 2 [�k; �k+1]; k = 0; 1; . . . ; NP

PN+1; � > ��

であり， l は十分小さな正数である．
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略証：((I)!(II))定理 3.2の証明と同様である．

((II)!(I)) 定理 3.2 と同じように � から t への変数変換を行うと，t 2 [0; 1]で

A(�) = A(�k) + t(A(�k+1)� A(�k)) = ~A0 + t ~A1

B(�) = B(�k) + t(B(�k+1)� B(�k)) = ~B0 + t ~B1

C(�) = C(�k) + t(C(�k+1)� C(�k)) = ~C0 + t ~C1

D(�) = D(�k) + t(D(�k+1)�D(�k)) = ~D0 + t ~D1

PS(�) = Pk + t(Pk+1 � Pk) = ~P0 + t ~P1

となる．すると，2
66664
A(�)TPS(�) + PS(�)A(�) + !

Pk+1�Pk
�k+1��k

PS(�)B(�) C(�)T

B(�)TPS(�) �I D(�)T

C(�) D(�) �I

3
77775 = L0 + tL1 + t2L2

(3.49)

と書ける．ただし，

L0 =

2
66664

~AT
0
~P0 + ~P0

~A0 + !
Pk+1�Pk
�k+1��k

~P0
~B0

~CT
0

~BT
0
~P0 �I ~DT

0

~C0
~D0 �I

3
77775

L1 =

2
66664
( ~P0 ~A1 + ~P1

~A0) + (�) ~P0
~B1 + ~P1

~B0
~CT
1

( ~P0 ~B1 + ~P1 ~B0)
T 0 ~DT

1

~C1
~D1 0

3
77775

L2 =

2
66664

~P1
~A1 + ~AT

1
~P1

~P1
~B1 0

~BT
1
~P1 0 0

0 0 0

3
77775

である．すると，定理 3.2と同様に以下の３つの不等式

�I � L0 � �I

�I � L0 + L1 + L2 � �I

�I � L0 +
1

2
L1 � �I

が満たされると十分である．これらの不等式は各 (々3.46)，(3.47)，(3.48)式により満足さ

れる． （証明終り）
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この定理によって，L2 ゲイン性能の評価をするパラメータ依存 LMI条件に対して，必

要十分となる LMI条件の構成法を示した．定理 3.4と，定理 3.3によって，パラメータ依

存リアプノフ関数を用いた性能評価を保守性なく行えることを保証した．

3.4 数値例

ここでは，数値例を用いて定理 3.4 の検証を行う．

必要十分性を有する本提案法を用いて計算した L2 ゲインの値が妥当なものであるか，

分割節点を増やすにしたがってどうなるか検証する．

まず，L2 ゲインの真の最小値が存在すると仮定する．しかし，その真の最小値を求め

る方法はないため，まず，ある特殊な状況に限定して議論を進める．その特殊な状況とは，


 = f0g のときである．このとき，定理 3.4は，ロバスト H1 ノルム条件と等価になり，

H1 ノルムは別の方法で得ることができる．そこで，定理 3.4の有限個の LMI条件を解い

て L2 ゲインを求め，別の方法で求めた H1 ノルムとどのような関係にあるか調べる．

次の LPVシステム：

_x = (A0 + �A1)x+ (B0 + �B1)w;

z = (C0 + �C1)x+ (D0 + �D1)w
(3.50)

A0 =

2
64 �1 0:50197

�1 �2

3
75 ; A1 =

2
64 �1:3 �20

2 �10

3
75 ;

B0 =

2
64 1 �4
�1 �1

3
75 ; B1 =

2
64 2:2 0:5

�6 �5

3
75 ;

C0 =

2
64 1 0

0 1

3
75 ; C1 =

2
64 0 0

0 0

3
75 ; D0 =

2
64 0 0

0 0

3
75 ; D1 =

2
64 0 0

0 0

3
75

� 2 � = [0; 1]

に対して，定理 3.4(II)の LMI条件を解き，その結果に対して考察を行う．

今，
 = f0g に対応する定理 3.4(II)の LMI条件を作ると次のようになる．

aI � Pk � �aI; k = 0; 1; . . . ; N + 1 (3.51)
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bI � �

2
66664
A(�k)

TPk + PkA(�k) PkB(�k) C(�k)
T

B(�k)
TPk �I D(�k)

T

C(�k) D(�k) �I

3
77775 � �bI;

k = 0; 1; . . . ; N + 1; (3.52)

cI � �

2
66664
A(�k)

TPk + PkA(�k) P (�k)B(�k) C(�k)
T

B(�k)
TPk �I D(�k)

T

C(�k) D(�k) �I

3
77775

�1

2

2
66664
fPk(A(�k+1)� A(�k)) + (Pk+1 � Pk)A(�k)g+ f�g � �
fPk(B(�k+1)� B(�k)) + (Pk+1 � Pk)B(�k)gT 0 �

C(�k+1)� C(�k) D(�k+1)�D(�k) 0

3
77775 � �cI;

k = 0; 1; . . . ; N (3.53)

ただし，ここでは

a = b = c = 0:1�10; a; b; c :制約なし

とし，区間 � の分割の仕方は等分割とした．また，次の分割はその前の分割の細分にな

るように，分割節点数 N を N = 0; 1; 3; 7; 15; 31 として計算する．次の問題：

minimize 

subject to (3:51); (3:52); (3:53)

に対して，凸最適化を用いて解いた結果を図 3.1に実線で示し，最小化した値は表 3.1の

1 の欄にまとめた．図 3.1は，横軸が区間 � の分割節点数を示す N = 0; 1; 3; 7; 15; 31 で

あり，縦軸はそのとき最小化した  の値である．また，図 3.1の破線はパラメータ依存

LMI条件の必要条件のみからなる凸最適化問題：

minimize 

subject to (3:51); (3:52)

についての結果を示したものであり，各 N での最小化した値は表 3.1の 2 の欄にまと

めた．

一方，図 3.2はシステム (3.50)の � を固定したときに得られる線形システムの H1 ノ

ルムをプロットしたものである．
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図 3.1 を見ると，分割節点数が増えるにしたがって，破線の値は大きくなり，実線の

値は減少しつつ，共にある値に漸近していくことがわかる．破線の値が大きくなるのは，

(3.51)，(3.52)の条件が定理 3.4(I)の解の必要条件になっていることから，分割数が増え

れば増えるほど真の解に近付くことを意味する．一方，実線の値が減少しつつ破線に漸近

していくのは，３つの制約条件 (3.51)，(3.52)，(3.53)が定理 3.4(I) の解の十分条件であ

り，分割を増やせば必要条件になることを示している．

次に，同じ LPVシステムに対して パラメータ �(t) の変化が，


 = [�1; 1]

の範囲にあるとき，

minimize 

subject to (3:45); (3:46); (3:47); (3:48)

の問題を解いた結果を図 3.3に示し，表 3.1の  の欄にまとめる．

この結果を見ると，図 3.1の実線と類似した結果になっている．類似している点は，分

割数を増やすと実線の  の値が減少していくことである．また，図 3.1の実線は，N = 15

からの値はほとんど変化していないが，図 3.3は図 3.1の実線と比較すれば，N = 15 か

ら N = 31 での値の減少分は大きい．これは，微分項 @P (�k)

@�
をPk+1�Pk

�k+1��k
で近似しているた

め，分割数が少ない間は誤差が大きく，分割数が増えるほど近似誤差が小さくなることが

理由であると思われる．
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図 3.1: Estimations of H1 norm
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図 3.2: H1 norm
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図 3.3: Estimations of L2 gain

Knots  1 2

-1 7.5811

0 6.7961 6.5386 4.0598

1 6.2326 5.9514 4.6457

3 5.9774 5.7319 5.3675

7 5.8458 5.6230 5.4966

15 5.7953 5.5875 5.5518

31 5.7782 5.5802 5.5747

表 3.1: data of caluclations
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3.5 結言

この章では，LPVシステムの安定性および L2 ゲイン性能の評価を行うパラメータ依

存 LMI条件に対して，必要十分となる有限個の LMI条件を構成する方法を示した．そし

て，ある数値例で有限個の LMI条件を解き，得られた結果に対して考察を行った．

次章では，ここで提案した方法を状態フィードバックによるゲインスケジューリング制

御系の設計法に利用する．
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第 4章

スプライン関数を用いたゲインスケジュー

リング制御系の設計法

4.1 緒言

前章では，有限個の LMI条件を用いて，LPVシステムの安定性および L2 ゲイン性能

を評価する方法を提案した．ここでは，その結果を状態フィードバックを用いた制御系設

計問題に拡張する．4.2節で，状態フィードバックを用いて LPVシステムの安定性，およ

び， L2 ゲイン性能を保証するパラメータ依存 LMI条件に対して，必要十分となる有限

個の LMI条件の構成法を示す．

4.2 状態フィードバックを用いた制御系設計

4.2.1 状態フィードバックと安定性

次の LPVシステムを考える．

_x(t) = A(�(t))x(t) + B(�(t))u(t) (4.1)

ここで，x(t) 2 Rn は状態，u(t) 2 Rmは制御入力である．ただし，変数 �(t) 2 R はスケ

ジューリングパラメータとし，

�(t) 2 � = [�; �]
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_�(t) 2 
 = [!; !]

を満たすと仮定する．また，自然数NG � 0に対して，�の分割DG = f�0; �1; . . . ; �NG+1
g; (� =

�0 < �1 < � � � < �NG+1
= �) が与えられ，この分割 DG に対する係数行列は，それぞれ次

のようなスプライン関数として与えられるとする．

A(�) = Ai +
� � �i

�i+1 � �i
(Ai+1 �Ai); � 2 [�i; �i+1]; i = 0; 1; . . . ; NG

B(�) = Bi +
� � �i

�i+1 � �i
(Bi+1 � Bi); � 2 [�i; �i+1]; i = 0; 1; . . . ; NG

今，ゲインスケジューリング状態フィードバック

u(t) = F (�(t))x(t) (4.2)

を用いて，システム (4.1)を安定化することを考える．システム (4.1)に状態フィードバッ

ク (4.2)を施したとき，閉ループ系は

_x(t) = fA(�) +B(�)F (�)gx(t) (4.3)

と表される．従って，定理 3.1より，任意の (�; !) 2 �� 
 に対して，

�I � P (�) � �I; (4.4)

�I � �!@P (�)
@�

� fA(�) + B(�)F (�)gTP (�)� P (�)fA(�) + B(�)F (�)g � �I (4.5)

を満たす 正の定数 �; �; �; �，および，行列関数 P (�)，F (�) が存在するとき，閉ループ

系 (4.3)は指数安定化される．

4.2.2 安定性を保証する有限個の LMI条件の構成法

4.2.1節では，閉ループ系の安定性の判別をパラメータに依存した LMI条件として記述

している．ここでは，そのパラメータ依存 LMI条件に対して，必要十分となる有限個の

LMI条件の構成法，およびフィードバックゲインの構成の仕方を示す．

定理 4.1 次の (I)，(II)は等価である．
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(I) 次のような P (�)，F (�) と正の定数 �; �; �; � > 0 が存在する．
8>>>><
>>>>:

P (�) : � 2 �! Sym(n);一階連続微分可能

F (�) : � 2 �! Rm�n;連続で区分的に微分可能
@P (�)

@�
: 一様連続

(4.6)

�I � P (�) � �I; 8� 2 � (4.7)

�I � �!@P (�)
@�

� fA(�) + B(�)F (�)gTP (�)� P (�)fA(�) +B(�)F (�)g � �I;

8(�; !) 2 ��
 (4.8)

(II) ある整数 NP � NG � 0 と DP の細分となるある分割 D = f�0; �1; . . . ; �NP
g

(� = �0 < �1 < � � � < �NP
< �NP+1

= ��) と正の定数 a; �a; b;�b; c; �c > 0，及び

X0; X1; . . . ; XNP
; XNP+1

2 Sym(n)，W0;W1; . . . ;WNP
;WNP+1

2 Rm�n が存在し，

! = !; ! に対して，次の条件を満足する。

aI � Xk � aI; k = 0; 1; � � � ; NP + 1 (4.9)

bI � w
Xk+1�Xk

�k+1��k
� A(�k)Xk �XkA

T (�k)

�B(�k)Wk �W T
k B

T (�k) � bI

k = 0; 1; � � � ; NP (4.10)

bI � w
Xk�Xk�1

�k��k�1
� A(�k)Xk �XkA

T (�k)

�B(�k)Wk �W T
k B

T (�k) � bI

k = 1; 2; � � � ; NP + 1 (4.11)

cI � w
Xk+1�Xk

�k+1��k

�fA(�k)Xk +
1

2
A(�k)(Xk+1 �Xk) +

1

2
(A(�k+1)� A(�k))Xkg

�fA(�k)Xk +
1

2
A(�k)(Xk+1 �Xk) +

1

2
(A(�k+1)� A(�k))XkgT

�fB(�k)Wk +
1

2
B(�k)(Wk+1 �Wk) +

1

2
(B(�k+1)� B(�k))Wkg

�fB(�k)Wk +
1

2
B(�k)(Wk+1 �Wk) +

1

2
(B(�k+1)� B(�k))WkgT � cI

k = 0; 1; � � � ; NP (4.12)
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(II)が成り立つとき，(I)の解 P (�)，F (�) はそれぞれ

P (�) =

(
1

l

Z �+ l

2

�� l

2

XS(h)dh

)�1

F (�) = WS(�)XS(�)
�1

で与えられる．ただし，XS(�)，WS(�) は

XS(�) =

8>>>><
>>>>:

X0; � < �

Xk +
���k

�k+1��k
(Xk+1 �Xk); � 2 [�k; �k+1]; k = 0; 1; . . . ; NP

XN+1; � > ��

WS(�) = Wk +
� � �k

�k+1 � �k
(Wk+1 �Wk); � 2 [�k; �k+1]; k = 0; 1; . . . ; NP

であり， l は十分小さな正数である．

証明：[(I)!(II)] 条件 (4.6)より，

X(�) = P (�)�1 (4.13)

W (�) = F (�)X(�) (4.14)

と置くと，X(�) 2 Sym(n)は一階微分可能で，W (�) 2 <m�n は連続である．このとき，

(4.13)，(4.14)式を (4.7)，(4.8)式に代入すると，ある正数 �0，�0，�0，�
0

> 0 について，

�0I � X(�) � �0I; 8� 2 � (4.15)

� 0I � w
@X(�)

@�
� A(�)X(�)� B(�)W (�)�X(�)A(�)�W (�)B(�)T � �

0

I;

8(�; !) 2 �� 
 (4.16)

となる．定理 3.2の証明と同様の方法で，(4.15)，(4.16)式から (II)が導かれる．

[(II)!(I)] 次の二つのスプライン関数：

XS(�) =

8>>>><
>>>>:

X0; � < �

Xk +
���k

�k+1��k
(Xk+1 �Xk); � 2 [�k; �k+1]; k = 0; 1; � � � ; NP

XN+1; � > �

(4.17)
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WS(�) =Wk +
� � �k

�k+1 � �k
(Wk+1 �Wk); � 2 [�k; �k+1]; k = 0; 1; � � � ; NP (4.18)

を定義する．また，X(�) を スプライン関数 XS(�) を平滑化した関数：

X(�) =
1

l

Z �+ l

2

�� l

2

XS(h)dh (4.19)

として定義する．ただし，積分区間 [�� l
2
; �+ l

2
] には高々1つの �k しか含まれないよう

に l を取る．

すると，定理 3.2の証明と同様の方法で，8� 2 � において，

kX(�)�XS(�)k � l �M; (M :正の定数) (4.20)

が得られる．ここで，対称行列 X;Y について

kX � Y k � " () X � "I � Y � X + "I

であることと (4.20)式から，(4.7)式を示すことができる．

次に，(4.8)式を示す．

(4.9)，(4.10)，(4.11)，(4.12)式が成り立つことから，k = 0; 1; � � � ; N について

�I � w
Xk+1�Xk

�k+1��k
� A(�)XS(�)�XS(�)A

T (�)� B(�)WS(�)�WS(�)B
T (�) � �I;

8(�; !) 2 �� 
 (4.21)

が成り立つことがいえる．ここで，

FS(�) = WS(�)XS(�)
�1 (4.22)

と置けば，(4.21)式は，

�I � w
Xk+1�Xk

�k+1��k
� fA(�) + B(�)FS(�)gXS(�)

�XS(�)fA(�) +B(�)FS(�)gT � �I;

8(�; !) 2 �� 
 (4.23)

のように書ける．今，(4.20)式，および，A(�) + B(�)FS(�) が � について連続関数であ

ることから，十分小さい l > 0 をとれば，任意の � 2 [�k � l
2
; �k+1 +

l
2
]，任意の! 2 
,

k = 0; 1; . . . ; NP について，

1

2
�I � w

Xk+1 �Xk

�k+1 � �k
� fA(�) + B(�)FS(�)gX(�)�X(�)fA(�) +B(�)FS(�)gT � (�+

�

2
)I

(4.24)
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を満足することができる．(4.24)式が成り立つことから，定理 3.2の証明と同様の方法を

用いると，

1

4
�I � w

@X

@�
(�)� fA(�) + B(�)FS(�)gX(�)�X(�)fA(�) + B(�)FS(�)gT � (�+

3

4
�)I;

8(�; !) 2 �� 
 (4.25)

が成り立つことを示すことができる．この FS(�) 2 Rm�n は連続で区分的に微分可能であ

るから，P (�) = X(�)�1，F (�) = FS(�) と置けば，(4.25)式から (4.8)式が導かれる．

(証明終り)

この定理によって，状態フィードバックを用いたときの閉ループ系の安定判別を表現し

たパラメータ依存 LMI条件に対して，保守性なく有限個の LMI条件を記述できることを

保証した．さらに，状態フィードバックのゲイン F (�) は，有限個の LMI条件を解いて

得られる二つのスプライン関数 XS(�) , WS(�) を用いて構成すればよいことを示した．
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4.3 L2 ゲイン性能を保証する有限個の LMI条件の構成法

ここでは，全節の安定性を保証する LMI条件の構成法を，L2 ゲインを保証する状態

フィードバックによる制御系設計問題に対して拡張する．

次の LPVシステムを考える．

_x(t) = A(�(t))x(t) +B(�(t))w(t) + Bu(�(t))u(t);

z(t) = C(�(t))x(t) +D(�(t))w(t) +Du(�(t))u(t)
(4.26)

ただし，x(t) 2 Rn は状態，w(t) 2 Rm は外部入力，z(t) 2 Rp は観測出力，u(t) 2 Rmu

制御入力であり，スケジューリングパラメータ �(t) は

�(t) 2 � = [�; �]

_�(t) 2 
 = [!; !]

の条件を満足する．また，整数 NG � 0 と 区間 � の分割 DG に対して，係数行列はスプ

ライン関数で与えられるとする．各分割内 ( � 2 [�i; �i+1] )での表現は次の通りである．

A(�) = Ai +
� � �i

�i+1 � �i
(Ai+1 � Ai) 2 Rn�n

B(�) = Bi +
� � �i

�i+1 � �i
(Bi+1 � Bi) 2 Rn�m

Bu(�) = Bui +
� � �i

�i+1 � �i
(Bui+1 � Bui) 2 Rn�mu

C(�) = Ci +
� � �i

�i+1 � �i
(Ci+1 � Ci) 2 Rp�n

D(�) = Di +
� � �i

�i+1 � �i
(Di+1 �Di) 2 Rp�m

Du(�) = Dui +
� � �i

�i+1 � �i
(Dui+1 �Dui) 2 Rp�mu

このとき，定理 3.4と定理 4.1を組み合わせれば，ゲインスケジューリング状態フィー

ドバック

u(t) = F (�(t))x(t) (4.27)

を用いて閉ループ系：

_x(t) = fA(�(t)) + Bu(�(t))F (�(t))gx(t) + B(�(t))w(t);

z(t) = fC(�(t)) +Du(�(t))F (�(t))gx(t) +D(�(t))w(t)
(4.28)
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を安定化し，かつ w から z への L2 ゲインを  未満とするフィードバックゲイン F (�)

を，有限個の LMI条件を解いて区分的に求める次の定理が成り立つ．

定理 4.2 次の (I)，(II)は等価である．

(I) 次のような P (�)，F (�) と正の定数 �; �; �; � > 0 が存在する．
8>>>><
>>>>:

P (�) : � 2 �! Sym(n);一階連続微分可能

F (�) : � 2 �! Rmu�n;連続で区分的に微分可能
@P (�)

@�
: 一様連続

(4.29)

�I � X(�) � �I; 8� 2 � (4.30)

�I � �

2
66664

G(�; !) � �
B(�)TP (�) �I �

C(�) +Du(�)F (�) D(�) �I

3
77775 � �I;

8(�; !) 2 �� 
 (4.31)

ただし，

G(�; !) := !
@P (�)

@�
+ P (�)fA(�) + Bu(�)F (�)g

+fA(�) + Bu(�)F (�)gTP (�)

とする．

(II) ある整数 NP � NG � 0 と DG のある細分となる分割 DP = f�0; �1; . . . ; �NP
g

(� = �0 < �1 < � � � < �NP
< �NP+1

= ��) と正の定数 a; �a; b;�b; c; �c > 0，及び

X0; X1; . . . ; XNP
; XNP+1

2 Sym(n)，W0;W1; . . . ;WNP
;WNP+1

2 <mu�n が存在し，

次の条件を満足する．

aI � Xk � �aI; k = 0; 1; . . . ; NP + 1 (4.32)

bI � �

2
66664

G1(k) � �
B(�k)

T �I �
C(�k)Xk +Du(�k)Wk D(�k) �I

3
77775 � �bI;

k = 0; 1; . . . ; NP ; ! = !; ! (4.33)
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bI � �

2
66664

G2(k) � �
B(�k)

T �I �
C(�k)Xk +Du(�k)Wk D(�k) �I

3
77775 � �bI;

k = 1; . . . ; NP + 1; ! = !; ! (4.34)

cI � �

2
66664

G1(k) � �
B(�k)

T �I �
C(�k)Xk +Du(�k)Wk D(�k) �I

3
77775

�1

2

2
66664

H1(k) B(�k+1)� B(�k) H2(k)
T

(B(�k+1)� B(�k))
T 0 (D(�k+1)�D(�k))

T

H2(k) D(�k+1)�D(�k) 0

3
77775 � �cI;

k = 0; 1; . . . ; NP ; ! = !; ! (4.35)

ただし，

G1(k) := �!Xk+1 �Xk

�k+1 � �k
+ A(�k)Xk +XkA(�k)

T + Bu(�k)Wk +W T
k Bu(�k)

T ;

G2(k) := �!Xk �Xk�1

�k � �k�1
+ A(�k)Xk +XkA

T (�k) + Bu(�k)Wk +W T
k Bu(�k)

T ;

H1(k) := fA(�k)(Xk+1 �Xk) + (A(�k+1)� A(�k))Xk

+Bu(�k)(Wk+1 �Wk) + (Bu(�k+1)� Bu(�k))Wkg+ f転置 g;

H2(k) := C(�k)(Xk+1 �Xk) + (C(�k+1)� C(�k))Xk

+Du(�k)(Wk+1 �Wk) + (Du(�k+1)�Du(�k))Wk

とする．

(II)が成り立つとき，(I)の解 P (�)，F (�) はそれぞれ

P (�) =

(
1

l

Z �+ l

2

�� l

2

XS(h)dh

)�1

F (�) = WS(�)XS(�)
�1

で与えられる．ただし，XS(�)，WS(�) は

XS(�) =

8>>>><
>>>>:

X0; � < �

Xk +
���k

�k+1��k
(Xk+1 �Xk); � 2 [�k; �k+1]; k = 0; 1; . . . ; NP

XN+1; � > ��
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WS(�) = Wk +
� � �k

�k+1 � �k
(Wk+1 �Wk); � 2 [�k; �k+1]; k = 0; 1; . . . ; NP

であり， l は十分小さな正数である．

証明：[(I) ! (II)]

P (�)，F (�) は連続であるから，

X(�) = P (�)�1

W (�) = F (�)X(�)

と置けば，X(�) 2 Sym(n)，W (�) 2 Rm�n は連続である．この X(�), W (�) を用いれば，

定理 3.4，定理 4.1と同様に (II)が示される．

[(II) ! (I)]

ここでも，定理 4.1と同様に，(4.17)式と (4.18)式のスプライン関数 XS(�)，WS(�)，お

よび，XS(�) を平滑化した (4.19)式の X(�) を定義すれば，任意の (�; !) 2 � � 
 に対

して，条件 (4.29)，(4.30)，(4.31)を満たす

P (�) = X(�)�1

と，

F (�) =WS(�)XS(�)
�1

の形のフィードバック F (�) が存在することを示すことができる．

(証明終り)

この定理によって，状態フィードバックを用いたときの閉ループ系の性能評価を表現し

たパラメータ依存 LMI条件に対して，保守性なく有限個の LMI条件を記述できることを

保証した．さらに，状態フィードバックのゲイン F (�) は 有限個の LMI条件を解いて得

られる二つのスプライン関数 XS(�) ,WS(�) を用いて構成すればよいことを示した．

4.4 結言

この章では，状態フィードバックを施した閉ループ系の安定性，および L2 ゲイン性能

を評価するパラメータ依存 LMI条件に対して，必要十分となる有限個の LMI条件の構成
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法を提案した．前節と同様，パラメータ依存 LMI条件の解を，スプライン型の関数の形

で保証した．フィードバックゲインは，提案法である有限個の LMI条件を解いて得られ

るスプライン関数を用いて構成できることを示した．

38



第 5章

結論

LPV表現に基づくゲインスケジューリング制御系の設計においては，保守性の小さい

設計法として，コントローラの存在条件はスケジューリングパラメータに依存した LMI

条件で記述される．しかし，連続パラメータに依存した LMI条件の解は，パラメータを固

定する毎に得られる無限個の LMI条件を解いた解で十分となるが，実際に無限個の LMI

条件を計算機で解くことは不可能である．この問題に対して，本研究では，パラメータ依

存 LMI条件に対して必要十分となる有限個の LMI条件を構成する方法を提案した．この

方法の特徴は，解の形をあるスプラインで近似し，元のパラメータ依存の LMI条件と等

価な LMI条件であることが証明されている点である．これによって，スプラインの分割

区間を細かくとれば，パラメータ依存リアプノフ関数を用いた性能評価を完全に行えるこ

とが明らかとなり，数値例でもその有効性を確認できた．

また，本論文で扱った LPVシステムは，係数がスカラーであるスケジューリングパラ

メータについて一次のスプライン関数として表現されるものを扱った．

本論文の内容をまとめると次の通りである．

� 制御対象は LPVシステムであり，その係数行列はスカラーのスケジューリングパ

ラメータの一次スプライン関数で与えられる．

� 安定性・L2 ゲイン性能を評価するパラメータ依存 LMI条件と等価な LMI条件を構

成する方法を提案した．この方法のポイントは 元のパラメータ依存 LMI条件の解

をスプライン関数で表現したことである．また，スプラインの分割区間を小さくと

れば，本論文で提案した有限個の LMI条件が，パラメータ依存 LMI条件の解の必

要条件を満たすことを論理的に保証し，数値例でその有効性を確認した．
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� 状態フィードバックによる制御系設計問題では，フィードバックゲインを本論文で
提案した有限個の LMI条件を解いて得られるスプライン関数で構成すればよいこ

とを示した．

最後に，本提案法について，考察すべき事柄と今後の見通しを述べておく．まず，提案

法と従来の研究 [4, 5, 6]に対して，計算効率・計算量と制御性能に関してより定量的な評

価と考察が必要である．今後，状態フィードバックのみでなく出力フィードバックによる

ゲインスケジューリング制御系設計にも，本論文の提案法を拡張できるか検討することも

重要である．文献 [8]で提案されている方法で，より一般的な LPVシステムに対しても，

本提案法が拡張できると思われる．
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