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第 1章

はじめに

1.1 研究の背景

システムを制御するのに必要な情報は，物体，物質，あるいはエネルギーの移動によっ

て伝達されるが，伝達に遅れをともなうシステムがある．そのような遅れをむだ時間とい

い，むだ時間を含むシステムをむだ時間システムという．むだ時間システムとしては，工

学の分野では化学プロセス，製鉄における圧延プラントなどがあり，また，経済システム

や生体システムの分野などでも見受けられる

むだ時間システムの特徴は，むだ時間の影響で制御入力の効果が即座に出力に反映し

ないことである．そのため，ある時刻におけるシステムの出力からの情報だけでは，シス

テムの現時点での状態を一意に決定するために必要な情報を得られない．言い換えれば，

ある時刻 (むだ時間経過後の)から先のシステムのダイナミクスは，過去の入力だけでな

く，むだ時間分過去から現時刻までのシステム自身のダイナミクスに依存するのである．

よって，むだ時間システムに対する合理的な制御法は，むだ時間が経過した後に現われる

制御入力の効果を予測しながら，制御入力を修正することになる．

一方，システムを制御することにおいて，最初に要求されることの一つにシステムの

安定性の保証がある．通常，安定化はフィードバック制御によって実現される．そして，

むだ時間を含むシステムに対して安定性を保証する有効なフィードバック制御法の一つと

して，スミス法 [16][17]がある．スミス法は，制御装置内に制御対象のモデルを含むマイ

ナーフィードバックを構成することで実現された，出力予測制御である．

スミス法による安定化手法は，実システムと数式モデルとの間のモデル化誤差を含まな
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い，という仮定のもとに論じられている．

しかしながら，モデル化誤差などの不確かさを含まないようにモデル化を行うことは難

しく，忠実にモデル化できたとしてもモデルの複雑さのために制御系の設計ができないこ

とがある．また，制御系の経年変化，外部の変化などによってパラメータの変動が起き，

数式モデルと実システムとの間に誤差や不整合などの不確かさが発生する．その結果，閉

ループ系が制御特性を実現しないばかりか，安定性すら保証するとは限らない．

とくに，スミス法で制御されたむだ時間システム (以下ではスミス制御系と記述)は，ス

ミス制御系の性質によりどんなに微小な不確かさに対しても閉ループ系の安定性を失う

可能性がある [14] [18]．

したがって，微小な不確かさが存在してもシステムの安定性を保証する実用安定性

[14][15][18][19] が，システムを設計する際に必要であり，スミス法における実用安定性

の様々な研究が行われている．

現在得られているスミス制御系の実用安定性に対する研究成果は，一入力一出力 (以下

では，SISOと記述)の時は必要十分条件 [18]が示されてるいるが，パラメータが複数個あ

る，より実際的なシステムに適用するには十分といえず，多入力多出力 (以下では，MIMO

と記述)のスミス制御系に関する実用安定性に対する研究が必要となっている．

1.2 従来研究

むだ時間システムに関する制御法であるスミス法が最初に提案されたのは，Smithによ

る文献 [16][17]である．これらの文献 [16][17]で提案されている Smith 法は，むだ時間要

素を一つだけ含む SISOのシステムに関する制御法である．

次に，SISOのスミス制御系に対する実用安定性に関する従来研究は，Palmor に文献

[14]や，Yamanaka らによる文献 [18]がある．文献 [14]では，SISOのスミス制御系に関

する実用安定性が初めて定義され，閉ループ系が実用安定となるための必要条件が導かれ

ている．また，文献 [18]では，SISOのスミス制御系の実用安定性に関する，必要十分条

件が導出されている．その結果，実用安定性の本質はシステムの周波数特性に依存すると

いうことを導びいている．また，制御装置の設計法も示している．

また，MIMOのスミス制御系に対する実用安定性の研究結果は，文献 [20][15][19]があ

り， Alevisakis らの結果 [20]は，むだ時間要素を一つだけ含むMIMOのシステムに対し

て，スミス法を拡張している．Palmorらの結果 [15]は，MIMOのスミス制御系に関する
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実用安定性の必要条件を導いている．この必要条件は伝達関数行列の係数を用いて計ら

れ，文献 [14]で示された結果を用いて導出されたものである．Feng [19]は，Yamanakaら

の結果と構造化特異値を用いて，MIMOのスミス制御系の実用安定性の定義とその十分

条件について考案を行っている．また，むだ時間を含まない場合のフィードバック制御系

での実用安定性の重要性を示している．

その上，文献 [14][19]で提案されたの制御対象の構造は，制御対象の伝達関数行列の要

素にむだ時間要素が付随した形になっている．この形は，MIMOのむだ時間システムを

表現する，ある構造の一つであり，文献 [14][19]の結果はその構造に対して導かれたもの

である．この構造をもつ実システムもあるが，また異なる構造をもつMIMOのシステム

も十分考えられる．

以上より，現在導かれている結果だけでは，様々なMIMOのむだ時間システムに関す

る問題に対して，結果を適用することを十分に考慮したとは言いがたい．

1.3 研究の目的

前節までの研究の背景や従来研究から，MIMOのスミス制御系の実用安定性に関する

研究が，むだ時間を含む実システムに対して必要であり，安定論の分野において重要で

ある．

よって，本研究では，MIMOのスミス制御系の実用安定性に関する研究を行う．

MIMOの制御対象の構造に関して，文献 [14][19] で提案された制御対象の構造では表

現しにくい，異なった構造をもつ制御対象に対して実用安定性を導く．つまり，SISOの

むだ時間システムを行列に拡張することでMIMOのむだ時間システムとするのではなく，

むだ時間要素とむだ時間を含まない制御対象の伝達関数の双方を個別に行列へ拡張した

ものをMIMOのむだ時間システムとし，本研究の制御対象の構造とする．ただし，むだ

時間伝達関数行列の構造は対角とする．

また，制御対象に含まれる不確かさは，むだ時間要素にのみ存在する時を考える．むだ

時間システムを制御対象としている本研究において，不確かさを定義する際に，むだ時間

要素に不確かさが存在するのは自然である．また，そこに存在する不確かさはむだ時間シ

ステムの実用安定性において一番重要な要素であると考えられる．なぜなら，むだ時間要

素の不確かさは周波数に比例して誤差をひき起こし制御系に影響を及ぼすからである．
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1.4 本稿の構成

本論文の構成を述べる．

第 1章では，研究の背景をのべ，本研究を考察するに至った従来研究，目的と概要につ

いてまとめている．

第 2章の以降の節では，本論文に用いられる記号の説明およびいくつかの定義を行う．

ほとんどは，一般的な事柄であり個々の詳細については参考文献などの参照願います．

第 3章では，スミス法に関してまとめている．

第 4章では，本研究の問題設定を行う．つまり，MIMOの制御対象の構造に関して文

献 [14][19]で定義された制御対象の構造と異なった構造をもつ制御対象を定義し，むだ時

間システムの安定性を考える．むだ時間伝達関数行列の構造は本稿では対角とし，むだ時

間要素にのみ不確かさが存在する時を考える．また，これらの定義を用いて実用安定性を

定義し，本研究の問題を定式化する．

第 5章では，第 4章で設定した問題，MIMOのスミス制御系の実用安定性の定理を導

出している．

第 6章では，前章で得られた定理を用いて，簡単なシュミレーションを行っている．

そして，最後に，第 7章では本研究のまとめを行う．
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第 2章

準備

2.1 数学的準備

本節では，本論文に使用される用語の表記と必要ならば簡単な定義を与える．

本小節では，本文において一般的に使用される用語と記号を表記する．本論文では，基

本的にはスカラーは小文字で，ベクトルは太小文字で表し，行列は太大文字で表すことに

する．具体的には，それぞれ (スカラーの例 a，b，c )，(ベクトルの例 a，b，c )，(行列の

例 A，B，C )である．それ以外に使用する記号は標準的なものであり，表 2.1にまとめて

いる．ほとんどの用語の説明は参考文献などにあげた書籍などに，解説があるため省く．

しかし，本文で定義と説明が必要と思われる場合は，現われた時に行う．

2.2 制御理論的準備

この節では，本研究で使用する制御理論の概念である，well-posedness，内部安定，不

確かさのブロック構造，構造化特異値ついて定義する．

2.2.1 well-posedness

定義 2.1 [26][27] 図 2.1 のシステムのようにM (s) 2 RH1，K(s) 2 RH1 が与えられ

た時，外部入力 u1，u2 から，y1，y2 までの閉ループ伝達関数がプロパーならば，そのシ

ステムは well-posed であるという．
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表 2.1: 記号表

R 実数体．

C 複素数体．

Rm�n m� n実行列の集合．

Cm�n m� n複素行列の集合．

E むだ時間伝達関数の集合．

C+ 虚軸を含む複素右半平面．

C+ 虚軸を含まない複素右半平面．

RH1 安定プロパーな実有理伝達関数．

In n 次元単位ベクトル．

A
�1 行列 A の逆行列; A 2 Cm�n．

detA 行列 A の行列式; A 2 Cm�n．

�(A) 行列 A の最大特異値．

また，この定義と等価な条件として次の補題が知られている [26][27]．

補題 2.1 [26][27] 図 2.1 のシステムのようにM (s) 2 RH1，K(s) 2 RH1 が与えられ

た時，システムが well-posed となるための必要十分条件は，

(I �M (1)K(1))が invertible． (2.1)

である．

M(s)

K(s)

nominal model

controller

+
+

+
+

y1

y2

u1

u2

図 2.1: Internal stability analysis diagram.
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2.2.2 内部安定性

次に内部安定性は，以下のように定義される．

定義 2.2 [26][27] K(s) 2 RH1，M(s) 2 RH1 の時，図 2.1 のシステムは

(I �M (s)K(s))�1 2 RH1 (2.2)

が成立する時，内部安定である．

2.2.3 不確かさのブロック構造

次に，不確かさのブロック構造を定義する．

定義 2.3 [26][27] 集合 � を次のように定義する．

�1 := fdiag[�1Ir1，. . .，�sIrS ] : �i 2 C，
SX
i=1

ri = n1g (2.3)

�2 := fdiag[�1，. . .，�F ] : �j 2 Cmj�mj，
FX
j=1

mj = n2g (2.4)

� :=

8><
>:
2
64 �1 0

0 �2

3
75 : �1 2�1 � Cn1�n1，�2 2�2 � Cn2�n2

9>=
>; � Cn�n (2.5)

そして，安定な有理伝達関数 RH1 の要素で，� の構造を持つブロック対角行列の集

合をM(�) として定義する．

定義 2.4 [26][27]

M(�):= f�(�) 2 RH1 : �(s0) 2�，8s0 2 C+g (2.6)

2.2.4 構造化された不確かさをもつ閉ループ系のwell-posednessと内

部安定性

ここでは，不確かさが RH1 の閉ループ系のwell-posedness と内部安定性を定義する．
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uncertainty

M(s)

nominal model

+
+

+
+

y1

y2

u1

u2
Δ(s)

図 2.2: loop for stability analysis.

定義 2.5 [26][27] 8�(�) 2 M(�)，M (s) 2 RH1の時，図 2.2 が，well-posed で内部安定

であるとは

8s 2 C+ [ f1gにおいて，(I �M(s)�(s))が invertible． (2.7)

が成立する事である．

2.2.5 構造化特異値

ここでは，構造化特異値を，定義する．

定義 2.6 ブロック構造 � が与えられているとする．このとき，M 2 Cn�nに関して，

��(M)は以下のように定義される．

��(M ) :=
1

minf�(�) : � 2�，det(I �M�) = 0g (2.8)

ただし，det(I �M�) = 0 となる � 2 � が存在しない場合には，��(M ) := 0であ

る．
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第 3章

スミス法

フィードバック制御は，目標入力と制御対象の出力の偏差をよりどころとして，出力偏

差を小さくするように，制御対象の入力を修正する方法である．制御入力や出力にむだ

時間があると，出力には制御入力の修正に必要な情報，つまり，その時刻まで加えた制御

入力の効果あるいは，その兆候が見られない．よって，むだ時間系を合理的に制御するに

は，むだ時間経過後に現われるであろう出力を予測しながら，制御入力を修正することで

ある．この方法を最初に実現したのがスミス法であり，その制御法について，SISOのむ

だ時間システムに対するスミス法について概略を述べ，そして，MIMOのむだ時間シス

テムのスミス法をまとめる．

3.1 SISOのスミス法

Smith controller disturbance
output

plant

+++

-

reference
  input +

- p(s,θ) y(s)x(s)

(s,0)pm (s,θm)pm-

primary controller

c(s)

simulator

図 3.1: SISO Smith method.
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入力あるいは出力にむだ時間 � を持つ漸近安定なプラント p(s，�) に対し，図 3.1のよ

うな制御を行うのがスミス法である．スミス法は，遅れ型むだ時間を含むプラント出力の

予測に基づく制御法で，閉ループ系のむだ時間要素が等価的に閉ループから外されるこ

とが特徴である．それぞれの伝達要素については，c(s) は主制御器であり，その周りの

局所フィードバック要素 pm(s，0) � pm(s，�m) はむだ時間補償要素である．�m はむだ時

間 � のモデルであり，pm(s，0)はむだ時間を含まないプラントのモデル，pm(s，�m)はプ

ラントのモデルである．

そして，要素 pm(s，0) が，むだ時間経過後に現われる実際の制御対象の出力の予測値

を発生し，この値に対して制御入力が主制御器により決定される．そして，もう一方の要

素である pm(s，�m) が制御対象のモデルとなり，実際の出力 y(s) を打ち消しすことで予

測に影響を与えない．

だが，スミス制御系においてモデル化誤差や不確かさ等が存在しない時，つまり，p(s

，�) = pm(s，�m)，ならば，目標値 r(s) から制御量 y(s) までの伝達関数 g(s) は以下のよ

うな遅れ型有理関数となる．

g(s) =
c(s)p(s，�)

1 + c(s)p(s，0)
(3:1)

その結果，特性方程式は

1 + c(s)p(s，0) = 0 (3:2)

となり，むだ時間 � の項が特性多項式から消去される．その結果，むだ時間の無い制御

系に対する設計法が図 3.1の閉ループ系に適用できる．

しかしながら，モデル化誤差や不確かさ等がある場合の特性方程式は

1 + c(s)pm(s，0) + c(s)p(s，�)� c(s)pm(s，�m) = 0 (3:3)

となり，システムは無限個の極をもつことになる．

3.2 MIMOのスミス法

次に，本研究の対象となっている，SISOのスミス法の拡張版である，MIMOのスミス

法について簡単にまとめる．

対象となるシステムの概要は，SISOのスミス制御系と同様である．ただし，入出力は

ベクトルとなり，伝達要素は行列となる．よって，図 3.2のようなMIMOシステムのスミ
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Smith controller disturbance
output

plant

+++

-

reference
  input +

- P(s,Θ) y(s)x(s)

primary controller

C(s)

simulator

(s,0)Pm (s,Θm)Pm-

図 3.2: MIMO Smith method.

ス制御系は，遅れ時間を � と表し，むだ時間を含むプラントの伝達関数行列は P (s，�)，

そのモデルは Pm(s，�m) と表す．また，C(s)，P (s，0)，Pm(s，0) はそれぞれ，主制御

器，むだ時間を含まないプラント，むだ時間を含まないプラントのモデル，を伝達関数行

列とする．

SISOのスミス法と同様に P (s，�) = Pm(s，�m)，の時，MIMOのスミス制御系の目

標値ベクトル R(s) から制御量ベクトル Y (s) までの伝達関数行列 G(s) は以下のように

なる．

G(s) = P (s，�)[I +C(s)P (s，0)]�1C(s) (3:4)

また，特性方程式は

det[I +P (s，0)C(s)] = 0 (3:5)

となり，SISOのスミス制御系と同様に，むだ時間の無い制御系に対する設計法が図 3.1

の閉ループ系に適用できる．

そして，むだ時間にのみ不確かさを含む場合の伝達関数行列は，

G(s) = P (s，�)[I +C(s)fP (s，�)�P (s，�m) + P (s，0)g]�1C(s) (3.6)

となり，不確かさを含む場合の特性方程式は

det[I + fPm(s，0) +P (s，�)� Pm(s，�m)gC(s)] = 0 (3.7)

となる．
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第 4章

問題設定

本章では，本研究の対象となる問題の定式化を行う．最初に，むだ時間システムのも

つ無限個の極のつらなり [28] を考慮した，むだ時間システムの安定性を定義し，実用安

定性の概念を定義する．そして，実用安定性の重要性を数値例を用いて示する．さらに，

MIMOのスミス制御系の構造を定義する．そのあとに，むだ時間システムに表れる微小

な不確かさを定義し，最後に問題である，微小な不確かさが存在するMIMOのスミス制

御系での安定性である，実用安定性を定義する．

4.1 むだ時間システムの安定性

むだ時間システムの安定性を考える上で重要なことは，むだ時間要素を含まないシステ

ムと違い，極の数が無限にあるということである．また，その無限の極がチェーンのよう

につながり虚軸に漸近していく [28]．よって，むだ時間を含まないシステムの安定性と異

なる，定義が必要となる．この節では，むだ時間を含む閉ループ系の安定性を定義する．

定義 4.1 [18][19] むだ時間を含む閉ループの特性多項式を f(s) とし，

X
:= f� : � = Re s，f(s) = 0g (4.1)

と仮定する．その時閉ループ系が安定であるというのは，集合
P
が負の上限をもつこと

である．

この定義と等価なものとして，以下の補題を示す．
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補題 4.1 むだ時間を含む閉ループの特性多項式を f(s) とし，その時閉ループ系が安定で

あるというのは，

9R > 0， C+(R) := fs 2 C : Re s � �Rg，f(s) が invertible． (4.2)

が成立することである．

4.2 実用安定性

本節では，本研究で取り扱う安定性の概念である，実用安定性についてまとめる．実用

安定性はロバスト安定より弱い条件ではあるが，ロバスト安定性の必要条件となる．つ

まり，微小な不確かさが存在するだけでシステムの安定性が保証できないシステムに対し

て，まずは，実用安定性を考えることがロバスト安定性を考える上で必要になる場合があ

ると解釈できる．

最初に，実用安定性の概念を述べ，むだ時間システムの数値例を用いて実用安定性の重

要性を考える．

4.2.1 実用安定性の定義

実用安定性について考える前に，まず実用不安定性について考える．

モデルが理想的な状況，制御対象とモデルの間でモデル化誤差が無く不確かさが存在

しない時，そのシステムが安定となるように制御系を設計することはたやすい．しかし，

このモデルと制御対象の間には僅かながらも不確かさをもち，その結果，設計されたシス

テムは安定性を失うかも知れない．ノミナルケースでは安定だが，不確かさの存在でシス

テムが不安定になるとき，実用不安定という．

以下に上記の概念を定義する．

定義 4.2 [14] ノミナルシステムでは安定だが，任意の小さな不確かさがに対して不安定

となるシステムを，実用不安定という．

つまり、この概念の逆を実用安定性といい，以下に定義する．

定義 4.3 [14] ノミナルシステムでは安定だが，任意の小さな不確かさがに対して安定と

なるシステムを，実用安定という．

次に数値例を利用して実用安定性の必要性を以下に示す．
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4.2.2 不確かさの影響

スミス制御系の数値例を考える．これは，文献 [18]の結果を使用して，コントローラ

を導出している．まず，制御対象を以下のようにする．

p(s，�) =
(�1s

2 + �1s+ 1)e�(�+�1)s

(�1s+ 1)(s2 + 2s+ 1)
(4.3)

また，�1 を不確かさとする．ただし，�1 > 0 となる十分小さいパラメータである．

局所フィードバック要素のむだ時間を含まない部分のモデルは以下のようになり，

pm(s) =
e��s

(s2 + 2s+ 1)
(4.4)

不確かさを考慮せずノミナルシステムを安定にするコントローラを以下の式のようにおく．

c(s) =
1:25s2 + 2:5s+ 1:25

s
(4.5)

上記の条件に対して，不確かさが存在しない時のノミナルシステムでの単位ステップ入

力の出力は，(図 4.1)のようになる．

しかしながら，不確かさの存在によって出力は，(図 4.2)のようになる．以下では不確

かさが �1 = 0:01 の場合である．

よって，上記の数値例でわかるように微小な不確かさが存在しても，システムの安定性

を保証する実用安定性について考えることが必要である．

4.3 スミス法の伝達関数行列の構造

本研究で用いるMIMOのスミス制御系は図 3.2のように構成されたシステムである．ま

た，問題を簡単にするため，図 3.2で使用される伝達関数行列は n 行 n 列の伝達関数行列

とする．そして，図 3.2で使用される P (s，�)，Pm(s，�m) を以下のような構造とする．

P (s，�) := �(s)P (s，0) (4.6)

Pm(s，�m) := �m(s)Pm(s，0) (4.7)

つまり，むだ時間要素伝達関数行列はむだ時間要素をふくまないプラントの伝達関数行列

の後に存在する (図 4.3を参照)．
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図 4.1: u=0の場合のノミナルシステム

次に，P (s，0)，Pm(s，0)，C(s)，�m(s)，�(s) については以下のような要素をもつ構

造とする．

[P (s，0)]ij := pij(s) (4.8)

[Pm(s，0)]ij := pmij
(s) (4.9)

[C(s)]ij := cij(s) (4.10)

�(s) := diag[e��is] (4.11)

�m(s) := diag[e��mi
s] (4.12)

ただし，pij(s) 2 RH1，pmij
(s) 2 RH1，cij(s) 2 RH1．e��is，e��mi

sはむだ時間要素

伝達関数．�i，�mi
はむだ時間を表す正の実数，i = 1，. . .，n，j = 1，. . .，n である．
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図 4.2: u=0.01の場合のシステム

4.4 不確かさ

より実際的な状況において，制御対象とモデルの間には不確かさが存在する．とくに，

モデル化が難しい制御対象のむだ時間要素とそのモデルの間には，不確かさが含まれやす

く，また，そこに存在する不確かさはむだ時間システムの実用安定性において一番重要な

要素であると考えられる．なぜならば，システムに対する不確かさの影響が周波数にそっ

て，指数関数的に増大するからである．

よって，本研究では，むだ時間要素伝達関数行列にのみ不確かさが含まれる場合につい

て考察を行う．本節では，前節で定義した，MIMOのスミス制御系の伝達関数行列の定

義を用い，その閉ループ系に存在するむだ時間要素のモデルに含まれる不確かさを考慮し

て，再度，MIMOのスミス法のブロック線図を捉え直す．
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Smith controller disturbance
output

plantprimary controller

model 

++

+

reference
  input +

- y(s)x(s) C(s)

Pm(s,0)

P(s,0)

Pm(s,0)

+

-

-

Θ(s)

mΘ (s)

図 4.3: MIMO Smith method for decomposition plants.

4.4.1 スミス法のブロック線図

前節で定義した伝達関数行列を用いて，微小な不確かさが制御対象のむだ時間要素伝達

関数とそのモデルの間に，存在すると仮定する．

仮定 4.1

9V，8�i : j�mi
� �ij < V， i = 1，. . .，n (4.13)

この仮定に対して，MIMOのスミス法のブロック線図の等価変換を行う．その結果，図

(3.2)は以下のようなブロック線図となる．ここで，W (s) から Z(s) までの伝達関数行

C(s) P(s,0)

+

-
+

controller plant

w(s) z(s)

M(s)

+

Θ  (s)m -Θ(s)

図 4.4: Uncertainty-Nominal loop for Smith method.

列は以下のようになる．

Z(s) = M (s)W (s) (4.14)

M (s) := P (s，0)[1 +C(s)P (s，0)]�1C(s) (4.15)

ただし，C(s) に関して，以下のような仮定を行う．

18



仮定 4.2 C(s) は

det(I +C(s)P (s，0)) 6= 0， s 2 C+(R) (4.16)

を満たすように設計されたとする．

(4.16)式は不確かさが含まれない時のスミス制御系の特性方程式と一致する．

以上の仮定より，むだ時間要素にのみ不確かさを含むスミス制御系の特性方程式は．

det(I �M(s)(�m(s)��(s))) = 0 (4.17)

となる．(4.17)式の �m(s)��(s) によって実用安定性が特徴づけられ，問題の多変数性

の本質はM (s) によって定まる．

4.5 むだ時間システムの実用安定性

ここまで定義を用いて，本節ではむだ時間要素にのみ不確かさを含むMIMOのスミス

制御系の実用安定性を定義する．

定義 4.4 [15][19] MIMOのスミス制御系が実用安定であるとは，

9R > 0，9V > 0，8s 2 C+(R) [ f1g，8�i : j�mi
� �ij < V，i = 1，. . .，n，

det(I �M (s)(�(s)m ��(s))) 6= 0 (4.18)

が成立することである．

この定義を満たす，MIMOのスミス制御系の必要十分条件を示すことが，主題となる．

注釈 4.1 実用安定はプラントの微小な不確かさのみを考慮しているがゆえに，通常のロ

バスト安定より弱い概念となる．しかしながら，実用安定は特別な場合のロバスト安定に

必要となる．

注釈 4.2 fengの実用安定性の定義は，制御対象の誤差も含んでいるため，本研究の定義

より一般的である．
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第 5章

スミス制御系の実用安定定理

この章で，本研究における主要な結果を示す．不確かさがむだ時間要素伝達関数行列に

のみ存在する時の，MIMOのスミス制御系における実用安定性に対する必要十分条件を

示す．

5.1 定理

C(s) P(s,0)

+

-
+

controller plant

w(s) z(s)

M(s)

+

Θ  (s)m -Θ(s)

図 5.1: Uncertainty-Nominal loop for Smith method.

定理 5.1 図 5.1のMIMOのスミス制御系が実用安定であるとは，

9
 > 0，8! > 
，��(M(j!)) <
1

2
(5.1)

が成立することである．ただし，�は構造化特異値，M(s)はM (s) := P (s，0)[1+C(s)P (s

，0)]�1C(s) である．不確かさのブロック構造は� = f� = diag[�1，. . .，�n] : �i 2 Cg

20



5.2 準備

この定理を導くために以下のような複素平面上のある領域の記法を与える．

9R > 0，9
 > 0

Co(
，R) := fs 2 C : jIm sj > 
，jRe sj > Rg (5.2)

Ci(
，R) := fs 2 C : jIm sj � 
，jRe sj � Rg (5.3)

(5.2)式を図で表すと図 5.2のようになり，(5.3)式を図で表すと図 5.3のようになる．

Re

Im

R

-Ω

-R

Ω

図 5.2: location of the zeros of (5.2)equation.

-R
Re

Im

-Ω

Ω

R

図 5.3: location of the zeros of (5.3)equation.

また，図 5.1のM (s) について � の値を

9R > 0，8s 2 C+(R) [ f1g，��(M(s)) � k <1 (5.4)

21



前提として定理を示す．この前提は，M (s) の安定性の仮定よりあきらかである．

また，不確かさの構造のクラスを � = f� = diag[�1，. . .，�n] : �i 2 Cg と定義する．

以上を定義した上で，MIMOのスミス制御系においてのむだ時間要素を構造化された

不確かさとなる閉ループ系の実用安定性を導く．

5.3 証明

proof:necessity(=)) 定理の必要性の対偶の

8
 > 0，9! > 
，��(M (j!)) � 1

2
(5.5)

=) 8R > 0，8V > 0，9s 2 C+(R) [ f1g，9�i : j�mi
� �ij < V，

det(I �M (s)(�(s)m ��(s))) = 0 (5.6)

を示す．このために次を示す．

8
 > 0，9! > 
，��(M(j!)) � 1

2
(5.7)

=) 8V > 0，9�i : j�mi
� �ij < V，

9! 2 R [ f1g，det(I �M(j!)(�m(j!)��(j!))) = 0 (5.8)

すなわち (5.6)式を満たす s を虚軸上に示す．上の命題は � の定義より，

8
 > 0，9! > 
，9� 2�，�(�) < 2，det(I �M (j!)�) = 0 (5.9)

=) 8V > 0，9�i : j�mi
� �ij < V，

9! 2 R [ f1g，det(I �M(j!)(�(j!)m ��(j!))) = 0 (5.10)

と等しい．よって，(5.9)式を満たす � = diag[�1，. . .，�n]，j�ij < 2 をもとに，8V > 0 に

対して，9!，9�i，i = 1，. . .，n で

j�mi
� �ij < V (5.11)

e�j�mi
! � e�j�i! = �i (5.12)

を満たすものを見付ければ良い．このような !，�i は (5.10)式を満たす．ここで，

�i = �mi
+ �i とすれば，(5.11)(5.12)式は

j�ij < V (5.13)

e�j�mi
! � e�j(�mi

+�i)! = �i (5.14)
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と等価になるから，これらを示せば良い．まずは，�i = 2pie
jqi，0 � pi < 1 とおく．(た

だし，pi，qi は実数である．)これより，

�e��mi
j!(e�j�i! � 1) = 2pie

jqi

e�j�i! � 1 = �2piej(�mi
!+qi)

cos(�i!)� 1� j sin(�i!) = �2pi(cos(�mi
! + qi) + j sin(�mi

! + qi))

となり， 8><
>:

cos(�i!) = �2pi cos(�mi
! + qi) + 1

sin(�i!) = �2pi sin(�mi
! + qi)

(5.15)

となる．ここで z = �mi
! + qi とおけば上式は次のようになる．8><

>:
cos(�i!) = �2pi cos(z) + 1

sin(�i!) = �2pi sin(z)
(5.16)

そして，z について整理する．

1 = 4p2i cos
2 z � 4pi cos z + 1 + 4p2i sin

2 z

1 = 4p2i � 4pi cos z + 1

4pi(pi � cos z) = 0 (5.17)

(5.17)式を満たすためには，

cos z = pi (5.18)

となれば十分である．そして，z = �mi
! + qi だから，(5.18)式を満たす ! は

�mi
! + qi = cos�1(pi) + 2�n， n :任意の整数�

0 � pi < 1より，0 < cos�1(pi) �
�

2

�
(5.19)

となり，! は

! = ��1mi
fcos�1(pi) + 2�n� qig (5.20)

となる．次は，�i について解く．(5.18)式を (5.16)式に代入して，

cos(�i!) = 1� 2p2i， (j1� 2p2i j < 1である．) (5.21)

�i! = cos�1(1� 2p2i ) (5.22)
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! は，(5.18)式より，

�i =
cos�1(1� 2p2i )

��1mi
fcos�1(pi) + 2�n� qig

となる．よって n を ����� cos�1(1� 2p2i )

��1mi
fcos�1(pi) + 2�n� qig

����� < V (5.23)

となるように十分大きくとればよい．次に十分条件を考える．

proof:su�ciency(=)) まず，仮定 (5.1)式より，

9
 > 0，9R > 0，8s 2 Co(
，R) [ f1gについて，

��(M (s)) � 1

2
� �

2
<

1

2
，0 < 9� <

1

2
(5.24)

である．つまり，(5.24)式は図 5.4の領域である．

Re

Im

R

-Ω

-R

Ω

図 5.4: location of the zeros of (5.24)equation.

一方，

sup
!2R[f1g

�(�m(j!)��(j!)) � 2 (5.25)

となり，�m(j!)��(j!) が安定であるから，なるある R0 > 0 が存在して，

sup
s2C+(R0)[f1g

�(�m(s)��(s)) � 4

2� �
<

2

1� �
(5.26)

とできる．(5.26)式は図 5.5の領域である．
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-R
Re

Im

図 5.5: location of the zeros of (5.26)equation.

以上より，

8s 2 (C+(R0) [ f1g) \ (Co(
，R) [ f1g)，

det(I �M(s)(�m(s)��(s))) 6= 0 (5.27)

が成立する．よって，図 5.6の斜線の領域はMIMOのスミス制御系の零点が存在しない．

Re

Im

-Ω

Ω

R
R0-R

図 5.6: location of the zeros of (5.27)equation.

次に，図 5.6の領域においての零点について示す．0 � 8! < 
，8�i : j�mi
� �ij < V，

�R1 � 8r � R に対して

�(�m(r + j!)��(r + j!)) <
1

k
(5.28)

となる R1 > 0，V > 0 を見付ければ良い．ここで，

�i = �mi
+ �i，j�ij < V， i = 1，. . .，n (5.29)
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Ω

R
-R R1

図 5.7: location of the zeros in a low frequency.

と記すと，(5.28)式の右辺は

�(�m(r + j!)��(r + j!)) = max
i
je��mi

(r+j!) � e��i(r+j!)j

= max
i
je��mi

(r+j!) � e�(�mi
+�i)(r+j!)j

= max
i
fje��mi

(r+j!)jj1� e��i(r+j!)jg

となり，そして，i = 1，. . .，n について

je��mi
(r+j!)jj1� e��i(r+j!)j = je��mi

rjj1� e��i(r+j!)j， (je�j�mi
!j = 1より)

= je��mi
rjjej�i! � e��irj， (jej�i!j = 1より)

= je��mi
rjj1� e��ir + ej�i! � 1j

� je��mi
rj(j1� e��irj+ jej�i! � 1j)

= e��mi
r(j1� e��irj+ jej�i! � 1j)

= e��mi
r(j1� e��ir � 1j+ j1� e�j�i!j)， (5.30)

(jej�i!j = 1より)

となる．

� = min

�
1

4k
，1
�
� 1 (5.31)

となる正数 � を考える．この � は，

� 1
4k
� 1 のとき

2�(1 + �) = 2(� + �2)
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= 2

�
1

4k
+

1

16k2

�

� 1

2k
+

1

2k

=
1

k
(5.32)

� 1
4k
� 1 のとき

2�(1 + �) = 4 � 1

k
(5.33)

となる．よって，

2�(1 + �) � 1

k
(5.34)

となるから，この � が i = 1，. . .，n に対して，

e��mi
r < 1 + � (5.35)

j1� e��irj < � (5.36)

j1� e�j�i!j < � (5.37)

となれば

�(�m(r + j!)��(r + j!)) � max
i
fe��mi

r(j1� e��ir � 1j+ j1� e�j�i!j)g

< 2�(1 + �)

<
1

k
(5.38)

となるので，(5.28)式を満たす R1 > 0，V > 0 が示される．

よって，(5.35)式について

e��mi
r < 1 + �

e�mi
r >

1

1 + �

�mi
r > log

1

1 + �
= � log(1 + �)

r > � 1

�mi

log(1 + �)
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したがって，

0 < R1 <
1

�mi

log(1 + �) (5.39)

とすればよい．一般性を失わずに R1 < R に選んでおく．次に，(5.36)式について．

j1� e��irj < �

�� < 1� e��ir < �

�1� � < �e��ir < �1 + �，(1� � � 0)

1� � < e��ir < 1 + �

log(1� �) < ��ir < log(1 + �)

� log(1 + �) < �ir < � log(1� �) (5.40)

ここで，R > R1 だから，

� log(1 + �) < �V R， V R < � log(1� �)

log(1 + �) > VR， V R < � log(1� �)

を満たすと �V R < �V R1 < �ir < V R より，(5.40)式が成立する

V R < minflog(1 + �)，� log(1� �)g， (� log(1� �) = +1のこと) (5.41)

となれば (5.36)式が満たされる．そして，最後に (5.37)は，

j1� e�j�i!j < �

j1� cos(�i!) + j sin(�i!)j < �

(1� cos(�i!))
2 + sin2(�i!) < �2

1� 2 cos(�i!) + 1 < �2

cos(�i!) > 1� �2

2

0 � j�i!j < cos�1
 
1� �2

2

!

0 � j�ijj!j < cos�1
 
1� �2

2

!
， (5.42)

 
0 < � < 1より 0 < cos�1

 
1� �2

2

!
�
p
3

2

!
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(5.42)式が，0 � 8! < 
 について，成立するためには

0 � j�ij
 < cos�1
 
1� �2

2

!

で十分である．よって，

j�ij <
1



cos�1

 
1� �2

2

!

となる．したがって，

V =
1



cos�1

 
1� �2

2

!
(5.43)

とする．よって，(5.39)式，(5.41)式，(5.43)式より (5.38)式が満たされ (5.28)式は成立

する．以上より，定理は成立する． 2

注釈 5.1 上記の証明によって実用安定性が導出されたわけであるが，証明の途中で �mi
=

0 になると証明に支障を来たすところがある．しかしながら，本研究の対象がむだ時間シ

ステムであるから �mi
は 0 にならないのは妥当である．

注釈 5.2 上記の定理は，Palomr ら [15] の結果と違い，MIMOのスミス制御系のノミナ

ルの行列の要素の大きさを計るのではなく，MIMOのスミス制御系のノミナル部分を構

造化特異値を用いて計ることで，MIMO のスミス制御系の実用安定性が求まる．また，

Palmor ら [15]の定理は必要条件である．

注釈 5.3 Feng[19]の結果は，同じく構造化特異値を用いて，導出している．また，十分

条件ではあるが，Feng[19]不確かさの定義はより，一般的であり，制御対象の誤差も含め

て定理を導出している．
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第 6章

数値例

この章では，前章で導いた定理を用いて，MIMOのスミス制御系の簡単なシュミレー

ションを行い，本研究の裏付けを行う．そのツールとして，matlabと simulinkを使用した．

C(s) P(s,0)

+

-
+

controller plant

w(s) z(s)

M(s)
+

Θ  (s)m -Θ(s)

図 6.1: Uncertainty-Nominal loop for Smith method.

まずは，図 6.1のM (s) を以下のようにおく．

M(s) =

2
64 s

2:05s+1
1

s+2

1
s+4

s+1
2:1s+1

3
75 (6.1)

次に，不確かさを含むむだ時間伝達関数要素の部分 �m(s)��(s) を

�m(s)��(s) =

2
64 e�s � e�(1+�1)s 0

0 e�s � e�(1+�2)s

3
75 (6.2)

とする．今回は，�1，�2 を不確かさを表すパラメータとする．ただし，共に正数となる十

分小さいパラメータである．図 6.2より，
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図 6.2: ��(M(j!)) and �(M(j!)).

��(M(j!))! 0:4878 <
1

2
， ! !1 (6.3)

となるから，不確かさ �1 = 0:01，�2 = 0:2 が存在しても，単位ステップ入力の出力は以

下の図 6.3のようになり，閉ループ系は安定となる．次に，M(s) を以下のようにする．

M(s) =

2
64 s

2:05s+1
1

s+2

1
s+4

s+1
1:85s+1

3
75 (6.4)

次に，不確かさを含むむだ時間伝達関数要素の部分 �m(s) ��(s) は先程と同様である

が，図 6.4より，

��(M(j!))! 0:5405 >
1

2
， ! !1 (6.5)

となり，これは，前節の定理を満たさないから，不確かさ �1 = 0:00535，�2 = 0:107 の存

在によって出力は，図 6.5のようになり，閉ループ系は不安定となる．先程と同様に，入

力は単位ステップ入力である．
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図 6.3: step responce.
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図 6.4: ��(M(j!)) and �(M(j!)).
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図 6.5: step responce.
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第 7章

まとめ

7.1 本研究のまとめ

本研究では，以下に示すことを行った．

制御対象のむだ時間要素伝達関数行列とそのモデルの間に存在する微小な不確かさを

含む，むだ時間システムが不安定になる源因を研究した．そして，実用安定性の従来研究

では行われていない，MIMOの構造で実用安定性を定義し，微小な不確かさを含む，む

だ時間システムの安定を保つための必要十分条件を導いた．

さらに，実用安定性は高周波数域における不確かさに依存することを導出した．また，

数値例を示した．

7.2 以後の課題

本研究は PalmorとHalevi[15]らや Feng[19]のMIMOの構造を異なるものとしている

が，今回の研究で用いた実用安定性の定義に関しては，両者と同様の定義でのみの実用安

定性の考察しか行えなかった．

また，実用安定性のみの議論に終止した．制御則の導出も残っている．

むだ時間が対角にしかない場合についての必要十分条件をもとめたわけであるが，むだ

時間要素が対角でない場合のシステムに対して，実用安定性を考えることも，重要である

と考えられる．

また，むだ時間要素以外の伝達要素に不確かさが含まれる場合の実用安定性に関する条
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件を考察したい．

実用安定性では不確かさの大きさを考えていないが，このことについても，考えてみ

たい．
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