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距離空間の連結性は互いに素な開 (閉)部分集合の和集合として表されることはないよ
うな集合についての概念であり, 例えば, 複素平面上で定義される微分可能関数や積分可
能関数はそのような集合を定義域とすることから, それは複素解析学等の基礎として重要
な概念である。
本研究では, 距離空間 (metric space)の連結性について３通りの定義を行い, それぞれ

の定義における連結な空間の性質とそれぞれの定義の関係の考察を構成的数学の立場で
行った。以下では, まず構成的数学を説明し, 距離空間を定義した後, 距離空間の連結性に
ついての述べる。

構成的数学は通常の数学が古典論理によって形式化されるに対し直観主義論理 (参照：
[4]) によって形式化される数学である. 実際の特徴は次のような BHK(Brouwer-Heyting-

Kolmogorov)-解釈と呼ばれる論理演算子の解釈に見ることができる (詳しくは [3], [4]を
参照).

� A ^ Bの証明は, Aの証明と Bの証明を与えることである.

� A _ Bの証明は, Aの証明か Bの証明を与えることである.

� A) Bの証明は, Aの証明から Bの証明への変換を与えることである.

� :A の証明は, Aの証明が与えられたとして矛盾を導くことである.

� 8xA(x)の証明は, 任意に与えられた dから A(d)の証明を構成することである.

� 9xB(x)の証明は, dの構成と A(d)の証明を与えることである.
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この解釈は通常の数学における解釈よりも制限されたものである. 実際, 通常の数学にお
いて A _ Bの証明は:A ^ :Bから矛盾を導くことでも十分であるが, 構成的数学では, 上
記の解釈から少なくとも A もしくは Bのいずれか一方の証明を与えなくてならない. ま
た, 通常の数学では 9xA(x)の証明は 8x:A(x)から矛盾を導くことでも十分であるが, 構
成的数学では A(d)を満たす dを明示しなくてはならない. つまり, 構成的数学は変換や
手続き等に対してアルゴリズム的なものとそうでないもの, 特に存在について計算可能な
ものとそうでないものに対す区別を明確に与えるものであると言える.

さて, この解釈の下では証明を与えることができない, すなわち構成的数学では成立し
ないが、しかし, 通常の数学では成立する命題が存在する. 例えば, 排中律 (the Principle

of Excluded Middle) A_:A について, BHK-解釈の下では未解決問題 Aに対しては Aの
証明も:Aの証明も与えることはできないため, A_:Aは構成的数学では成立しない. そ
して, 通常の数学で認められている選択公理 (Axiom of choice)

8S � A� B[8x 2 A9y 2 B((x; y) 2 S)) 9f : A! B8x 2 A((x; f(x)) 2 S)]

は排中律を導くことから, 構成的数学ではそれは認められない. しかし, 上記の式におけ
る集合 Aを自然数の全体から成る集合 Nに制限した可算選択公理 (Axiom of countable

choice)は認める.

ところで,構成的数学にはBishopの構成的数学, Brouwerの直観主義数学そしてMarkov

の構成的数学という３つの代表的な学派が知られている。そのうち, Bishop の構成的数
学は BHK-解釈のもとで可算選択公理を認めるというものであり, それに対して, Brouwer

直観主義数学は Bishopの構成的数学に独特の公理を加えた体系と見なすことできる. そ
して, Markovの構成的数学は Bishop の構成的数学に Church テーゼ (全ての自然数列は
計算可能である) とMarkovの原理

MP 8(�
n
) 2 f0; 1gN[::9n(�

n
= 1)) 9n(�

n
= 1)]

を加えた体系と見なすことができる. つまり, 他の構成的数学は Bishopの構成的数学の拡
張であり, さらに, 構文論的には通常の数学は Bishopの構成的数学に排中律を加えた体系
であることから, 通常の数学も Bishopの構成的数学の拡張である. そして, 他の構成的数
学は通常の数学と矛盾するが, 一方, Bishopの構成的数学は無矛盾である (構成的数学や
それらと通常の数学との関係について詳しくは [1], [3], [4]). そのようなことから, 本研究
では Bishopの構成的数学の立場での考察を行う. 以降,「構成的数学」とは Bishopの構
成的数学を意味する.

さて, 次に挙げる命題も構成的数学では証明が不可能な命題である.

LPO(the Least Principle of Omniscience)

8(�
n
) 2 f0; 1gN[9n(�

n
= 1) _ :9n(�

n
= 1)].

LLPO(the Lesser Principle of Omniscience)

8(�
n
); (�

n
) 2 f0; 1gN[:(9n(�

n
= 1) ^ 9n(�

n
= 1))) :9n(�

n
= 1) _ :9n(�

n
= 1)].

2



実際, 意味論的にこれらの命題を偽にするモデルをつくることができるから, 直観主義論
理に関する健全性により証明が与えられないことが示される ( 詳しくは [4]). また, MP

も同様に証明が与えられない. しかし, 明らかに通常の数学においてこれらは成立する.

構成的数学において与えられた命題が成立しないとは, その命題の否定を証明するか、
もしくはその命題を仮定したとき LPO, LLPO, MP等の命題が導けることをいう.

次に実数を定義する. その前に有理数や有理数の全体からなる集合上の演算や２つの有
理数の同等性などについては既知のこととする.

有理数列 (a
n
)は任意の正の整数 m と n に対して ja

m
� a

n
j � m�1 + n�1を満たすとき

正規 (regular)であるという. この正規な有理数を実数と呼び, その全体からなる集合をR

と表す.

実数の性質について, 例えば a < bなる任意の２つの実数 a と b, そして任意の実数 r

に対して, a < r _ r < bは成立するが, 任意の実数 r と sに対して r < s _ r � s は LPO

と同値であることが示される. しかしながら, :(a > b)ならば a � bは成立する.

次に距離空間を定義する.

集合 Xに対して関数 d : X � X ! R0+が次の条件を満たすとき, (X; d) を距離空間
(metric space) と呼ぶ: x; y; z 2 Xに対して, (1) d(x; y) = 0 かつそのときのみ x = y,

(2) d(x; y) = d(y; x), (3) d(x; z) � d(x; y) + d(y; z). この dは省略して Xを距離空間と呼
ぶこともある.

次に, B(x; r) := fy 2 Xjd(x; y) < rg として定義される B(x; r) を距離空間 (X; d)の点
xにおける半径 r(> 0)の開球 (open ball)と呼ぶ. そして, Ai := fx 2 Xj9r > 0(B(x; r) �

A)g そして A� := fx 2 Xj8r > 0(B(x; r) \ A は元を持つ)g として定義される Ai と A�

を それぞれ Xの部分集合 Aの開核 (interior), 閉包 (closure)と呼び, A = Aiを満たすと
き Aは距離空間 Xにおける開集合 (open set)であると言い, A = A�を満たすとき Aは
Xおける閉集合 (closed set)であるという.

次に, 距離空間 Xから距離空間 Yへの写像 fが任意の Xの点 x と 任意の正の実数 �

に対してある 正の実数 � が存在して B(x; �) � f�1(B(f(x); �)) を満たすとき, fは連続
(continuous)であるという. そして, X上の点列 (x

n
)が xに収束する (converge)とは, 任

意の正の実数 �に対してある正の整数 N が存在して n � N なる全ての正の整数 nに対
して d(x

n
; x) < �を満たすことであり, このとき, x

n
! xと表す. さらに, 写像 f : X ! Y

が任意の x 2 Xと任意のX 上の点列 (x
n
)に対して x

n
! x ならば f(x

n
)! f(x) を満た

すとき, fは点列連続 (sequentially continuous)であるという.

このとき,写像 f : X ! Yについて, fは連続) fは点列連続) [任意の Yの閉集合Fに
対して f�1(F )は Xの閉集合]) [任意Xの部分集合 Aに対して f(A�) � f(A)�] が示さ
れる.

ところで, 構成的数学において距離空間上の連続写像は点列連続であるがその逆は成立
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しないことが知られている (参照 [2]).

次に連結な距離空間を定義する.

距離空間 Xの任意の２つの部分集合 VとWがそれぞれ元を持つ開集合で V [W = X

を満たすとき V \Wが元を持つならば, Xは連結 (connected)であるという. 距離空間X

の部分集合 Aが連結であるとは部分空間 Aが連結であることである.

そして, 距離空間Xの任意の aと bに対して f (0) = aかつ f(1) = bを満たすような連
続写像 f : [0; 1]! Xが存在するとき, Xは弧状連結 (path-connected)であるという.

このとき, 連結な距離空間 Xの連続写像 fによる像 f(X)は連結であることが示され,

そして, 弧状連結集合は連結であることが示される.

また,距離空間Xの任意の２つの部分集合VとWがそれぞれ元もつ閉集合でV [W = X

を満たすとき V \Wが元持つならば, Xを C-連結 (C-connected)であるいい, Yの任意の
２つの部分集合 Sと Tがそれぞれ元もつ集合で S [ T = Yを満たすとき V �

\Wもしくは
V \W�が元もつならば, Yは強連結 (strongly connected)であるという.

このとき, \任意のX 0の閉集合Fに対して f�1(F )はXの閉集合"を満たす写像 f : X !

X 0による C-連結な距離空間 Xの像 f(X)は C-連結であることが示され, \任意の Yの部
分集合 Aに対して g(A�) � g(A)�" を満たす写像 g : Y ! Y 0による強連結な距離空間 Y

の像 g(Y )は強連結であることが示される. そして, 弧状連結な距離空間は C-連結であり
かつ強連結であることが示される.

そして, 連結, C-連結, 強連結の関係について, 強連結な距離空間は連結でありかつC-連
結であることが示される.

ところで, 中間値の定理 (the intermediate value theorem)は LLPOを導く. したがっ
て, 構成的数学ではそれは成立しないが, 一方, 後に示すその弱めた形の定理が成立する.

ただし, 中間値の定理は次の命題を指す：
Xは連結な距離空間であるとし, f : X ! R は連続であるとする. そして, a と b を
f(a) < f(a)を満たすXの２点とし, 
を f(a) � 
 � f(b)を満たす実数とする. このとき,

f(c) = 
を満たすXの元 cが存在する.

さて, 以下ことが成立する.

Xは連結な距離空間であるとし, f : X ! R は連続であるとする. そして, a と b は
f(a) < f(b)を満たす Xの２点であるとし, 
を f(x) � 
 � f(y)を満たす実数とする. こ
のとき, 任意の正の実数� に対し jf (c)� 
j < � を満たすXの元 cが存在する.

さらに, C-連結と強連結に関しても同様のことが示される.

Xは C-連結な距離空間であるとし, f : X ! R は \任意の R の閉集合 Fに対して
f�1(F )は Xの閉集合" を満たすとする. そして, aと bは f(a) < f(b)を満たすXの２点
とし, 
は f(a) � 
 � f(b)を満たす実数であるとする. このとき, 任意の正の実数� に対
し jf(c)� 
j < � を満たすXの元 cが存在する.

また, Yは強連結な距離空間であるとし, g : Y ! R は \任意の Yの部分集合 A に対
して g(A�) � g(A)�" を満たすとする. そして, xと yを g(x) < g(y)を満たす Yの２点
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とし, ! を g(x) � ! � g(y)を満たす実数とする. このとき, 任意の正の実数 � に対して
jg(z)� !j < � を満たす Y の元 z が存在する.

これらのことの系として, a < bなる実数 aと bに対して, f : [a; b] ! Rが \任意の X

の部分集合 Aに対して f(A�) � f(A)�" を満たすとき, f(a) � 
 � f(b)を満たす実数


と任意の正の実数 �に対して jf(c)� 
j < �を満たす a � c � bなる cが存在することが分
かる.
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