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Ⅱ.局 所密度近似(LDA)を超える新しい計算手法の開発とその応用

Ⅱ-8

量子モンテカルロ法による第一原理計算

§1 は じめに

電子物性における多体効果の研究は伝統ある基

礎的課題であ り,模 型計算による定性的理論や,

密度汎関数法に基づ く定量的理論の他,量 子化学

でも十分に成熟 した研究分野をなしている。この

問題は,究 極的には核や電子を含んだ第
一原理の

多体シュレーデ ィンガ方程式に取 り組めばよい

が,そ れは一般的には不可能なため,ジ ェリウム

模型に落とした電子系の多体摂動論に基づく定量

的研究や,ハ バー ド模型等の格子模型に基づ く定

性的研究が発展した。60年代になると,相 関多体

系を形式上の一体問題に厳密に射影できる枠組み

が保証され(密度汎関数理論), これに基づく方法

論が,い わゆる第一原理計算分野の主戦略として

進展 した 一 方,量 子化学の分野は,原 子・分子

といった比較的少数の電子系を念頭に置き,第 一

原理の多体シュレーディンガ方程式をなるべ く正

確に取 り扱 うことに専念 した.固 体周期系のよう

な大粒子系を対象として正攻法を断念 した固体物

理学分野とは対照的である

取 り扱 う対象で整理すれば,多 体波動関数

φ(■, ,″、)をそのまま取 り扱 うのが量子化学手

法であ り,系 の電荷密度 η(γ)を

η( r ) = ΣI % ( γ) 2
i - 1

と与えるような(形式的一体問題の)軌道関数

{″,(r)}を扱 うのが密度汎関数法である.い ずれ

も第一原理計算に分類されよう。一方,定 性的な

模型理論では,場 の演算子″|(γ)を扱 うため,こ

の分野の研究者はあまり多体波動関数自体を考え

る機会はないが, これは 3次 元空間の物理を 3Ⅳ

次元中の φ(■)…,答)で記述する 「気持ち悪さJ

を嫌い,理 論物理学が古い時期に量子力学から場

の量子論に移行 したという事情があるのだろう.

物質 材料研究機構 前 園 涼

定性的模型理論は,着 目する要因に的を絞 り間

題を簡単化 した上で物性機構を推察するが,第 一

原理計算では,イ オンコアまで含んだ第一原理多

体シュレーディンガ方程式により定量的検証を行

う 数 多くの理論手法名称が次々と話題にのぼる

今 日においては種々の理論学説を比較検討 した

り,実 験。理論の研究協力を構築する上で, こ う

した大雑把な階層性を今
一度認識 しておくことは

重要かと思われる

本稿で扱 う拡散モンテカルロ法は,時 間発展計

算により基底状態など狙った状態への射影演算を

繰 り返 して精度を上げていくというもので,そ の

正攻法故,い わゆる電子相関を扱 う上で最も精度

の高い手法と位置づけあれる 拡 散モンテカルロ

法の発想は,模 型計算,第 一原理計算ともに適用

されるが,本 稿では後者の第
一原理拡散モンテカ

ルロ法について述べる な お,模 型計算分野では

特にグリーン関数モンテカルロ法という呼称が知

られているが本質的には同じ手法である 第
一

原

理計算分野について言えば,(∠ ―E)1型 の射影

演算をそのまま扱 うものをグリーン関数モンテカ

ルロ法と呼び,

Cの ¬=ト パ トリ  ①

を用いてタイムステ ップ近似 して,′ δτ(ιど)型

の射影演算の繰 り返 しとして扱 うものを拡散モン

テカルロ法と呼び慣わ している12)

§2 第
一

原理 モ ンテカル ロ法

21 変 分モンテカルロ法

本稿で扱 う第
一原理量子モンテカルロ法は,多

体波動関数 φ(■,―,衛)を直接扱 うという意味で

量子化学的手法 といえる 以 後,R=(■ ,―,微)
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と書けるので,局所エネルギーと呼ばれるム (2)

≡φ
~1(R)″

φ(2)をモンテカルロ法により多次元

配位空間 {R}上 で統計平均すればエネルギーを

計算することができる 算 出したエネルギー値を

比較 して安定な格子構造や磁気構造を予見 した

り,異 なる電子状態のエネルギー差から結合エネ

ルギー,凝 集エネルギー, イォン化エネルギー,

電子親和エネルギーといった諸量を計算すること

ができる*1 問
題は未知の多体波動関数 φ(R)を

いかに設定するかということであるが,パ ラメタ

群 αを含んだ何らかの試行関数 77● ;α)を仮定

し,変 分原理に基づいてEvMc=〈771■ 77〉 を

αについて最適化するのが変分モンテカルロ法で

ある 試 行関数としては,非 制限ハー トリー・フ

ォック法や密度汎関数法で得られた第一原理計算

の軌道関数 {%(γ)}か らス レータ行列式を数値

的に構成 し, これにジャス トロ因子を付与 したス

レータ。ジャス トロ型試行関数

F7(R;α )=cxP[ノ (R;α)]Dct{″ 2(rl)}

( 3 )

を用 い るのがオー ソ ドックスな手法 である

2.2 拡散モンテカル ロ法の原理

変分モンテカルロ法の精度は選定した試行関数

の質で規定される.基 底状態計算のおける試行関

数の拙さとは,見 方を変えれば,試 行関数に混在

する励起状態の 「雑成分」によるものと言える

この雑成分を何らかの方法で濾し取ることができ

れば, より正確な基底状態の記述を実現できるだ

ろう 選 定した試行関数 %ni(R)=〈劇 zni〉を

初期値とした波動関数の時間発展を考えると,系

の基底状態(励起状態)をφO({ら})として,

7 6                    (

tr/(R,`)=φO(R)・〈φ04�t〉・′F'(″)

十Σo(R)・′■(″).〈
,Jスlllt〉

ブ~1          (4)

と書ける こ こで実時間を虚時間に置き換え,エ

ネルギー・オフセットE7を 設けると,

7(R,τ)=φ O(R)・〈φO%� l〉́
(■l τ7'τ

十Σc(R)・ι
(■ん7τ.〈σtt zn�〉

'=i           (5)

とな り,■ >E7な る成分を減衰 させて濾 し取る

ことが可能になる 後 述するように,何 らかの方

法で F(R,τ)の 「大きさJを モニタし,発 散も減

衰 もしないようにE7を 調整 して時間発展を収東

させることができれば,E2の 収束先は EOに一致

し基底エネルギーが得られることになる こ れが

拡散モンテカルロ法の基本的発想である (5)の

時間発展は,虚 時間多体シュレーディンガ方程式

∂y(R,τ )

∂τ

=(÷
苧7ア+バR)Er)yは,→

= 〃 ・7 ( R , τ) (6)

で記述できるので, この時間発展シミュレーショ

ンを何らかの方法で実装できれば上記の発想を実

現できる (6)式 は /(2)=0(自 由粒子)の場合,

古典的拡散方程式と類似の形をしてお り,こ れが

拡散モンテカルロ法 (DMC法 ;Dih� On Montc

cano mcthod)の名称の由来である

なお,重 要な点として,拡 散モンテカルロ法の

原理自体は基底状態計算に限定されるものではな

いことを指摘 しておく:基底状態と直交する初期

関数 乳nれを採用すれば,(5)式において〈φOl z�〉
=0と な り,第 一励起状態 〈φll%ni〉の項が第 1

項に置き換わる。この場合には,E7の 調整によ

って,第 一励起状態のエネルギーが得られる.励

起状態計算の可能性を原理的には排除していない

点は密度汎関数法とは対照的である 原 子など,

状態の対称性を LS多 重項などで明確に区別でき

る場合には,基 底状態と直交することが明らかな

スniを構成することが現実的に可能であ り,励 起

状態計算の運用は比較的容易とされる.

・1 モンテカルF法では, この他に電荷密度や対分布関数1,
計算することができる

t"
\  

d R . l a ( R )  ,

=<E t  G) ' )
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23 拡 散モンテカルロ法の実装 (概観)

(6)式の実装には古典論との類推を利用する.

古典的拡散問題には互いに等価な2通 りの記述

法,すなわち,粒子位置に着目した記述(ランジュ

バン方程式)と,粒 子分布に着目した記述(フォッ

カー・プランク方程式)とがある :平均値μ,分 散

σ2のⅣ成分ガウス分布確率変数をχ鳳|sゝ[μ,σ2]

と書くとき,外 力■(χ),拡 散係数Dの ランジュ

バン方程式によって

4(τtt δτ)=竹(τ)+D■ (χ)δτ

+xiil,,,[0, zaar] (7)

と ドライブされる各粒子位置 {ぅ(`)}は,時 間

発展す る分布 ヒス トグラ′、ρ(χ,`)を構成する

が,そ の時間発展はフォッカー・プランク方程式

F 2絆
ブ 叫 鴫 叩 }メ ムの

'             ( 8 )

に従 う こ こで,3次 元空間上のρ(χ,7)を多次

元空間上の 7は ,τ)に形式的に拡張すれば,多 次

元ランジュバン方程式で ドライブされる形式的な

分布関数 颯 R,τ)に対 して,こ れをヒストグラム

として与えるような多次元 ウォーカー {ム(τ)}

の時間発展を,(7)と (8)との対応関係を辿って得

ることができる す なわち,N個 の自由粒子に対

する虚時間シュレーデ ィンカ方程式

_ ∂ 7 は , つ = _ ÷
, 7 ′

7 は , → ( "

の時間発展 颯 R,τ)を,

3(τ+δτ)==,(τ)十χとなヽ:、[0,δτ] (10)

に従 って時間発展する3 1Nr次元空間中のウォー

カーのヒス トグラムとして捉えようという発想で

ある.た だし,添 字プは,考 察する量子系の粒子

数をカウントするインデックス((9)式の添字 ′)

とは無関係で,ヒ ス トグラムの分解能を規定する

ウォーカー数に関するインデックスであ り,多 い

ほど精度が良い

有限のポテンシャルがある場合には,(6)式 は

フォッカー・プランク方程式の形から逸脱するの

で上記の類推を直接に用いることはできないが,

時間刻み δτを細か く刻むことで以下のように自

由粒子の実装を援用する。その前準備 として,

(10)の実装を遷移振幅という言葉で捉え直すこと

Vo1 39  No l1  2004

から始める :(6)式は,遷 移振幅の形式で

ズム→→局刊〆引"ψQ,①

封
凸 “ ・却 ψ はぃの

m

と表現できるが,(10)式は自由粒子(〃=『,7は

運動エネルギー)の遷移振幅

島(R′,τ;R)=〈R′′τ7R〉     (12)

をヒストグラムの変化として実装 していることに

対応する 有 限のポテンシャルがある場合には,

鈴木 トロッター公式により,十 分短い時間刻み

に対 して遷移振幅を

P(R′,δτ;R)

= 〈R′c  δτ‐7 - l lКI―f「
I R〉

～CXP[―                  ・δτ
]

×〈R′lc τ7 R〉=PI(R→ R′)・■)(13)

と評価することができる こ れに対応するウォー

カーの拡散は

1 ウ ォーカーを ,,′
=烏 十χ:蝋!s[0,δτ]と して拡

散させ(んに対応),

2 そ のような遷移 R→ R′に対 して重み PI・(R→

R′)を付与する

とい う手順で実装できる (6)式 による 7(R,τ)

の時間発展は, したがって, この手1買で時間発展

する多次元ウォーカー拡散の分布 ヒス トグラムと

して再現できそうである

2.4 拡 散モンテカル ロ法の実装 (詳細事項)

241 節 固定近似

分布関数をウォーカーのヒストグラムに見立て

るという着想は,古 典粒子など正定値の分布関数

に対 しては問題ないが,量 子系の波動関数は,値

の正負のみならず,一 般には実 ・虚部 までを持

ち, これをどうヒストグラムに表現するかという

問題に遭遇する 特 に実・虚部の処理はモンテカ

ルロ法を外場の絡む問題に適用する際の障害であ

って,そ の取 り扱いは近年,精 力的に模索されつ

つある話題の一つである3).時間反転対称性で波

動関数を実数化できる場合には,値 の正負の処理

( アθゴ) 77



(負符号問題)のみを考えればよい 素 朴な策とし

て正負 2成 分に対応する各々のヒス トグラムを

扱えば良さそ うであるが,素 朴な実装ではノイズ

が多 く実用に向かない1'。そこで多体波動関数の

節の位置を仮定 して空間を節線で分割 し,各 分割

領域での正定値分布をヒス トグラムで扱 うという

策(節固定近似)がオーソドックスな手段として用

いられる 特 にフェル ミオンの基底状態に対 して

は各領域がすべて等価 となるため(タイ リング定

理), ウォーカーが一つの領域内でのみ拡散する

ように実装できる 仮 定する節としては通常,量

子化学計算や密度汎関数計算による軌道関数でス

レータ行列式を構成 し,そ の節を用いる

242 ブ ランチング

(13)式に現れた重み P「(R→ r)を 個 々の ウ

ォーカーの遷移経路に付随させて蓄積する代わ り

に,遷 移先でのウォーカー個数を

ゴtr(R′)=Int[PI(R→ R′)+η]      (14)

(η(よ[0,1]区間の一
様確率変数)に従って生成・

消滅させるという方策(ブランチング)で置き換え

て計算 コス トを減 じることができる*2 この実装

では,ポ テンシャルの高い(低い)領域でウォーカ
ーが消滅(生成)キることにな り波動関数の振幅が

抑えられる(増大する)こ のように拡散モンテカ

ルロ法では,時 間発展に従って,波 動関数の振幅

が, より低いエネルギー領域に重みを持つよう自

己調整 される 仮 定 した節の位置が厳密解の節と
一致 していれば,振 幅は厳密解のそれに収束 し

(数値的厳密解),基 底状態に対 しては,節 の拙さ

に関 して変分原理が成 り立つ ウ ォーカーのヒス

トグラムが波動関数の振幅に対応するので,(5)

式に現れた波動関数の発散・減衰は, ウォーカー

の全人口としてモニターできる。すなわち,全 ウ

ォーカー数を一定に保つようにE7を 調整 しなが

ら計算を進めることで,E7は 厳密な基底エネル

ギーに向かって収東する

243 イ ンポータンス サンプリング

§23に 述べた実装は多体波動関数 7(R,τ)自身

の時間発展を追 う形式であるが,(13)式に現れた

重‐7.PIは→r)に は生のポテンシャルが含まれ,

これが激 しく空間変動するため計算の安定性が悪

い 重 みに現れるエネルギーとして空間変動の穏

やかなものを採用 したいが,変 分モンテカルロ法

に登場 した局所エネルギー凡 (R)=yr l(R)・

〃 77(R)は ,試 行関数 77(2)が厳密なものであ

れば空間一
様となる性質をもつため(零分散性),

この用途に好都合である そ こで,何 らかの方法

てこの試行関数を準備 した上で,7は ,τ)の代わ

りに,射 影ノ(R,τ)=y(R)・7(R,τ)の時間発展を

考え,そ の重みに

み(R→R′)

=はP[里立場(D~2E7づ』
( 1 5 )

が現れるように,yは )の形を模索 してやると,

/(R,τ)=y7(2)・ 7(R,τ) (16)

と選べばよいことがゎかる*3す
なわち,7(R,τ)

の代わ りにノ(R,τ)のヒス トグラムを考えること

にすれば,ウ ォーカーは(15)式の重みで遷移する

この射影によって,7(R)=oの 場合のノ(R,τ)の

ドライブ方程式は外力項

υの(R)=77 1(R)ア ツr(R)

(ただし,ア ≡(∂1, ,∂3 )ヽ)を伴ったフォッカー

プランク方程式の形に整理される(射影で 「空間J

が歪むことにより 「流れJが 生 じる)/(R,τ )の

ヒス トグラムは, したがって,

メデ
=弓 十χ:金:s[{0,δτ]+υD(3)・δτ (18)

で拡散 し,ル (R′)=Int[p「(R→R′)十η]で 生成

消滅するウォーカーの分布として得らオtることに

なる。77(R)7(R,τ )の時間発展などを唐突に

持ち出されると若干混乱するが,元 の問題意識に

戻れば,(5)式 の時間発展をウォーカー数の減衰

発散 として監視するのに,7(R,τ )の ヒストクラ

ムに投影するか,ノは ,τ)の ヒス トグラ′、に投影

するかだけの違いてある ノは ,τ)の分布を与え

るウォーカー数を一定に保つようにシミュレーシ

ョンを進めれば,E7は 同じく厳密な基底エネツし

*2 -方
,重 みPI(R→R′)を付随させて蓄積する方策 |,実装

されており, これは、dghtcd DMCと 称さllる
*; ただし,′ くヽルトニアンに擬ボテンシャルのような非局
所ボテンシャノしを含む場合に(ま,ツァ(R)が真の波動関数 ■

十分近い場合にのみ成立する近似(局所近似)を設|する必要
がある

( 1 7 )

(た 2) 固体物理



ギーに向かって収束する.77(R)に は通常,拡

散モンテカルロ計算の試行節を与える試行関数

がそのまま用いられ,ガ イ ド関数 と称 される

/(R,τ)の時間発展を追 う形式は,イ ンポータン

ス・サンプリングの方法と呼ばれる

なお,χ (R′)=Int[p「(R→π)+η]に よる生

成 ・7肖減でも, pCrsistcnt cOntturatiOnsと口乎ばれ

る深刻な計算不安定性を生 じるため, これを回避

するために,実 際の計算 コー ドでは更なる変形

′,→鳥′が用にヽられる2).

244 エ ステ ィメータ

原理的な実装 では,§22に 述べた よ うに調整

値 E7の 収東先をもってエネルギーを算定す るが

(これを grOwth csdmatorによる算定 と呼ぶ),イ

ンポータンス サ ンプ リングを用いると, ガイ ド

関数 77を 用いて一
見,変 分モ ンテカル ロ法 と同

じように

EPMC(τ )=〈 Fァ  1(R)J777(2)〉 F

τ)・771(R)″ 77(R)

∫置ψにτ)・■77(R)

( 2 0 )EPMC(τ)=υ ^ ――

I 
an.vtn, r) Yr(R)

となるが,十 分な収束の後に y(R ,τ)がハ ミル

トニアンの固有関数 となると期待 されれば,

7( R ,τ→∞)・″～7(R ,τ→∞)・ら とできるの

で*4,EPMC(τ)のステップ平均として基底エネル

ギー易をはじき出すことができる 一 般に,

〈∂〉nlked=〈77¬(R)∂77(2)〉′

lo^ r<^, t ) 'dv,G)
(21)

τ)y7(R)

を m i x c d  c s t i m a t O r と呼ぶが, 0 が ハ ミル トニア ン
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と交換するエル ミー ト演算子であれば上記と同じ

論法で,拡 散モンテカルロ法により物理量の精密

な算定値を与える Growth cstimatorは全エネル

ギー値の算定にしか使えないが,m� cd cstimator

は一般の演算子に拡張できる な お,エ ル ミー ト

でない演算子に対 しては,77(2)=7(R,7)十 ∠

を用いた変分モンテカルロ法による算定値 〈0〉v、Ic

と組み合わせることで,

2〈φ〉i�x.d―(∂〉、、lc

=    + ∝ 川 ②

となることが示されるので,c x t r a p o l a t c d  c s t i m a t O r

と呼ばれる

(∂〉extrapdated≡2〈∂〉lllixed~〈∂〉VNlc    (23)

を評価値として採用する.

拡散モンテカルロ法シミュレーションで直接計

算 している量は mixcd cs●matorである 時 間に

依存する 7(R,τ)を扱っているにもかかわらず,

その時間依存性はサンプリングに陽に顔を出さず

に済む点が巧妙である 計 算は, したがって,各

モンテカルロ・ステップにおいて

771(R)∂ y7(R)

=77 1(R)01。cJ 77(R)

+77 1(R)∂ 出付さrcnim 77(2)

+77 1(R)∂ non bca 77(R)

といった量を評価することとなる

まる局所演算子は,

y7 1(R)∂1。cJソフ(R)=ObcJ(2)

(24)

座標 のみで決

( 2 5 )

という′数評価に帰着する.運 動エネルギーのよ

うに微分演算子を含む項は,(3)の ようなスレー

タ ジャストロ型関数を仮定する限 りにおいて各

軌道関数への微分操作 {7″,(γ)}の 評価に帰着

する こ れらは基底関数系の解析的性質な り数値

微分な りで評価 して, これを再びスレータ行列式

様のものに組み上げて評価する.部 分波展開され

た擬ポテンシャルなど

∂non .。cJ ( R ) =Σ∂nonぉcJ(等)

=ΣΣ θl:1 .。c」(ぅ)・〈′|(2 6 )
, ′

と書けるような非局所演算子に対 しては,

* 1  ツ
( R ,τ)が実関数で構成できることを前提と

トニアンのエル ミート性を用いた
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y 1 ' 1 6  1 1 7 1 9 ( 1 )
第 1 図

水素分子の基底エネルギー

の評価(本郷研太氏の計算
による)Exactと 記 され
ている値は文献'

[6-3HG++(3d12pd)]

F7 1(R)∂non.。ca F7(R)

=年
平秘 漁‖)

×Lど嗚Gの需 1糾
( 2 7 )

の球面積分を数値的に評価す る(′は角運動量量

子数,P l (′)はルジャン ドル関数).

§3 運 用の実際

31 試 行節の生成

節固定近似拡散モンテカノし口法では試行節を与

えるガイド関数が必要であ り,こ れは通常,分 子

軌道法や密度汎関数法 といった従来法で生成す

る32, 節固定近似では, したがって,従 来法によ

る節の記述を超えることはできないが,振 幅自由

度については,所 与の節に対する最低エネノしギー

状態に自己修復することが保証 される た とえ

ば,水 素分子は多体波動関数に節がない問題とし

て知られているが, この場合には,拡 散モンテカ

ルロ法による振幅の自己修復で,基 底エネルギー

は厳密値に到達する(第1図)ハ ー トリーフォッ

ク法(HF)とハー トリー・フォック限界(HF■im■)

とのエネルギー差は基底関数系(6 31lG十十(3df,

2pd))の分解能精度の指標 となる 変 分モンテカ

ルロ法(VMC)の ジャス トロ因子で描き出せる相

関エネルギーが全体の935%,配 置間相互作用法

に基づいた量子化学的手法(CCSD,CISD)で 描き

出せるのが945%で ある 特 に, このケースでは

配置間相互作用法が関数空間を完全に展開するの

で,残 りの55%は 基底関数系の分解能で描 き切

れない振幅の誤差(カスプなど)に帰される と こ

ろが同じ基底関数系で生成したガイド関数に拡散

モンテカルロ法(DMC)の 時間発展を施 してやれ

ば振幅は自己修復 して全相関エネルギーを描き出

HF :6  31 lG++(3df .2pd) :

す 量 子化学的手法だけで高精度を達成するには

基底関数系のみならず一般には活性空間の選択や

収束計算の手順など相当の熟練を要する。また変

分モンテカルロ法の場合にも,周 期系,孤 立系各

々の特質に応 じたジャス トロ関数の設定に熟練が

必要で,か つ,そ こに含まれる多くのパラメタを

最適化するという煩雑さがある こ れに対 して拡

散モンテカルロ法では,ジ ャス トロ因子は計算の

安定化と収束の加速という補助的役割のみとなる

ため*5,ュ ニバ_サ ルな関数形を用いて適度に最

適化しておけばよく,計 算に要する熟練度はずっ

と少なくて済む(対象系にもあまり依存 しない)と

いう印象を受ける.

上記の例からわかるように,節 固定近似の第
一

原理拡散モンテカルロ法に限れば, これは独立 し

た計算手法というよりは,従 来法に接続 して振幅

自由度に磨 きを掛ける 「後段フィルタJと 捉える

方がわか り易い 従 来法の問題,特 に固体周期系

に対 して密度汎関数法が局所密度近似で破綻する

ような問題に対 しても, もし破綻の根元がカスプ

など振幅記述の拙さにあるのならば,DMC後 段

フィルタによって破綻が解消する可能性 もある

問題を振幅と節の自由度を切 り分けた上で,節 固

定近似で克服できない節自由度の拙さをいかに見

積もるかというのが残された問題といえる 量 子

化学計算が可能な孤立系であれば, シングル デ

ター ミナント,マ ルチ・ァターミナント各々の与

える試行節で拡散モンテカルロ計算の結果を比較

して, これを推 し量るといったことが考えられる

し, このようなことが困難な固体周期系に対 して

(ま, た とえば, LDA,GGA,B3LYP,… とにヽ った

異 なる交換相関ポテ ンシャルで試行節 を生成 し,

*| た だ し,ハ ミ′しトニアン

対 しては,m� cd c �ヽn.ttO

響する

と交換しない演算子の期待値|=

にジャストロ関数の質が陽に影

(刀 `) 固体物理



後段の計算結果を比較することで各試行節の一長
一短を見積もるということがなされる.も ろちん

節固定近似そのものを超えるような手法の模索も

世界中で進められている.

32 擬 ポテ ンシャル

試行節生成に関連 して擬ポテンシャルの生成に

関する問題にも触れておく 現 在普及 している拡

散モンテカルロ法コー ドは全電子計算,擬 ポテン

シャル計算共に扱 うことができるが32),後者では

モンテカルロ法に適 した擬ポテンシャルを独自に

生成する必要が指摘されている。第
一原理計算の

擬ポテンシャルとしては,密 度汎関数法用途の擬

ポテンシャルの他に,量 子化学計算用の擬ポテン

シャルが普及 していて,い ずれも拡散モンテカル

ロ計算に用いることができるが,経 験的に前者は

精度が悪 く,後 者では原点の発散が計算の不安定

性を引き起こすことが問題となる そ こで,原 点

に特異性を持たないような擬ポテンシャルをディ

ラック・フォック法などで独自生成する努力がな

されている6.7)

33 計 算結果の評価

結果の質には当然,種 々の要因が影響するが,

統計量としての数値を眺めていても, これらを切

り分けることはできない そ こで,種 々の注意深

い検証手順が確立されている :統計計算自体のレ

ベルでは疑似乱数による相関サンプリングの影響

がある こ れを除去するために,統 計誤差はブロ

ッキング処理1)を行って算出し,サ ンプリングの

相関時間を注意深 くモニタして計算される。拡散

モンテカルロ法の枠組み自体のレベルでは, タイ

ム・ステップ誤差(鈴木・トロッター公式の適用に

伴 う誤差)やポピュレーション・コントロール誤差

(ウォーカー数を一定に保つよう計算を実装する

と確率過程の基礎論的にバイアスが入 り込む2)と

いった要因がある*6 こ れらの影響は原子 分子

など規模の小さな系では特に顕著となるため,時

間刻みやウォーカー数を違えた計算から外挿曲線

を引 くなどして注意深 く精度を検証する2)試 行

関数/ガイ ド関数の質に起因するレベルでは多 く

の検証手段が存在する 基 底関数系 自体の質は

ハー トリー・フォック言十算とハー トリー・フォック

極限の文献値 との比較が一つの指標となる。ジャ

ス トロ関数の質は,拡 散モンテカルロ法で得られ

る相関エネルギーのうち変分モンテカルロ法がど

の程度の割合を記述するかで議論 される 試 行関

数の質が悪い場合には,1)局 所エネルギーのゆ

らぎが大きくなる,2)部 分積分の上で等価な,3

種の異なる運動エネルギー評価値の一致が悪 くな

る,3)全 エネルギー値や電荷密度に関して,各種

エスティメータ間の一致が悪 くなる,4)擬 ポテ

ンシャル計算の場合には,局 所近似が悪 くなるこ

とに起因して,計 算結果が局所・非局所分割の仕

方に大きく依存 してしまうなどといったといった

症状が現れるので,こ れらを注意深 く検証する。

周期系を扱 う場合には有限サイズ効果が問題と

なる" 現 在の計算機能力では価電子数1000個程

度が現実的限界となるため,密 度汎関数法などに

比べ周期境界条件のサイズを大きく取ることがで

きない.Jヽさすぎる周期境界条件下でとりl‐llナ評

価が悪 くなる電子間相互作用の有限サイズ誤差に

ついて触れておく:従来のエワル ド和による方法

では,あ る電子に着目したとき,そ の近傍にある

電子と,そ の鏡像(近傍にはない)は,同 格に扱わ

れてしまうため,本 来,近 接の電子 しか感 じない

はずの相関交換孔が,遠 く離れた電子にも影響を

与えてしまう こ のアーティファクトを除去する

ために,着 目電子と同じシミュレーションセル内

にある電子と,そ の外にあるものを区別 し,前 者

は 1/″の相互作用で評価 し,後 者をエワル ド和て

評価するような方法 (モデル周期ポテンシャルの

方法)が取られる10).エヮル ド和によるアーテ ィ

ファクトはセルが十分大きくなれば相対的に消え

るので,実 際にはエワル ド和とモデル周期ポテン

シャルの各々で評価 したエネルギー値の一致を見

て,シ ミュレーションセルの大きさに関する正当

性を議論する*7

*。 こ の問題は,量 子スビン系など離散模型に対して拡散モ

ンテカルロ法を適用する際に問題となる基礎論的問題81と

根を同じくしている
*テ
 究 極的には,密 度汎関数法のように,サ イズ(λ点数)に

対するエネルギー値の外挿によって有限サイズ効果除去を

検証したいが,エ ワル ド和とモデル周期ポテンシャルの評

価値が一致するような大きいサイズて異なるサイズ数点を

計算するのは現状の計算コストでは難しい
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§4 研 究の現状

41 全 般的な動向

拡散モンテカルロ法による精密計算自体は古 く

から電子ガスや金属水素,液 体ヘ リウムといった

計算規模の小さい基礎的問題 (断熱近似を超える

記述など)に適用されてきたが,計 算機能力の著

しい進歩と,電 子相関という時代の呼び声を追い

風に近年,大 きな分子や固体周期系といった応用

計算に期待が高まりつつある.汎 用的な第一原理

手法だけに計算対象は原子・分子からクラスタ,

表面系,固 体まで幅広い9).また,第 一
原理計算

でなくハバー ドモデルのような模型計算へも同等

の計算手法の適用が進んでいる 以 下,計 算技法

における最近の トビックスを多少駆け足になる

が,筆 者の知る範囲でのみ触れておく :§241に

触れた従来の節固定近似を超える試みでは,外 場

の取 り扱いを含める拡張3)ゃ,符 号を担いだウォ
ーカーを扱 うフェル ミオン・モンテカルロ法 と呼

ばれる方法論が議論されている11)実 数化 した多

体波動関数の構成については,金 属を含め開殻系

を扱 う際にも問題になる シ ミュレーション粒子

数(通常,ユ ニットセル内の価電子数 ×立方数)で

規定されてしまう所与の数だけ占有軌道を埋めて

いくと,本 来,同 時に占有されるべき時間反転対

た〉⇔ |―λ〉につき,一 般的には不対を生 じてし

まう可能性があ り, これをどう処理するかという

問題は一般的には未解決である12.13)シングル

デター ミナントの節を改良するという話題では量

子化学的なマルチデター ミナント手法の他に,バ

ックフロー補正を含める方法が長い歴史を持ち現

在でもその適用が議論されているり 相 対論効果

を考慮する事は,そ の影響が価電子に及ぶような

重い系への拡張上不可欠であるが,最 近の量子化

学では化学的性質への内殻電子の影響が議論され

始めていて10,比 較的軽原子から相対論補正を精

密に取 り扱 うような計算が要求され始めている.

これに対応 して相対論補正15)ゃ重い電子の擬ポテ

ンシャルを扱 うような計算 コー ドの開発も着手さ

れつつある.遷 移金属列や希土類元素への応用が

進めば磁性の問題が興味深いテーマとなるが,磁   |

気秩序の問題を扱 うのにノン・コリニアなスピン

82                     (ァ θθ)

配向を含めるような実装も試みられつつある 分

子科学における応用も盛んで, この方向では第一

原理モンテカルロ法による力の計算16)を実現 して

分子動力学法に融合する方向や,有 限温度,励 起

状態への拡張が試み られてい る § 244で は

m�cd csdmatOr〈7(τ)∂ 77)に よる算定誤差ヘ

の手っ取 り早い対処策 として cxtrapOlatcd csima

torが登場 したが, この問題に対する, より根本

的対処策として RMC法 (RcPtat10n Montc Carlo;
`Rcptation'と

は蛇腹が這 うような繰 り返 し動作

の意)と呼ばれる実装も進められている17)ス テ

ップ数を固定 した 1回 のwcthtCd DMC計 算を
一つの経路と捉え, この経路を何度も生成 してそ

の経路積分を行 う方法で,当 然,計 算ロストは必

要となるが,ハ ミル トニアンと交換 しない演算子

に対 してもpurc cstimatOr(7(τ)01y(τ )〉を計

算することが可能となる。また,温 度 グリーン関

数に相当する 〈И(τ)∠(0)〉を計算することも可

能 となるため応答や輸送を扱 う糸口も与えてい

る さ らに, この方法ではブランチンクを行わな

いため,ポ ピュレーション コン トロール誤差も

同時に除去できる 方 法論的な話題 として(よ、こ

の他,局 在軌道によるオーダⅣ法を実現する方

向性で,最 大局在化 ワニエ関数を用いた実装18や

スプライン基底19)を用いた実装 も進められてい

る3 2 )

42 筆 者 らに よる最近の成果

手前味噌で恐縮ではあるが筆者らによる近年の

成果について触れておく :計算の高速化で最も期

待される方向性として, これまで第
一

原理拡散モ

ンテカルロ法が進出できなかった固体周期系の適

用が挙げられる 第 一原理計算のベンチマーク的

物質といえるシリコン結晶については既に手掛け

られているが20',電子相関の精密評価法たる本手

法の特質は,強 磁性金属や高温超伝導関連物質と

いった,い わゆる強相関固体への適用に最も威力

を発揮すると期待 される こ うした将来を見据

え,ま ず金属周期系のベンチマークとしてナ トリ

ウム固体への適用を行い,凝 集エネルギーや対分

布関数計算などを高い精度で得ることに成功 し

た13)(第2図 ).

固体物理



第 2 図

ナ トリウム固体の凝集エネルギー13,
`ExP'は

実験値, `LDA',`PBE'●BLYP'

はそれぞれ異なる相関交換ポテンシャル

による密度汎関数法 (`D「T')による評価

値 `VMC',DMC'は 量子モンテカル

ロ法 (QvC')に よる評価値である 単

位は(ev/atom)量 子モンテカルロ計算
は,GGA法 である(PBE'の

試行節を使用しイオンあた り価電子 1の擬ボテンシャル計算
にて,8×3×3の シミュレーションセル(3×8×8の ん点分割に対応)で行った
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この研究で蓄積 した大規模周期系計

算の経験 と実績を基に,現 在,強 相関

固体のベンチマークとしての NiOヘ

の適用を進めている*8 こ の研究で

は,凝 集エネルギーや弾性定数におい

て十分な信頼性を確立 した後,磁 気結

合強度やバンドギャップといった諸量

を取 り扱 う予定である*9(第3図 ).

固体周期系の計算は今後,最 も注目

される分野ではあるが,計 算コス トが

非常に高 く(64 cpu並列 クラスでも数

週間から数 ヶ月),確 保できる大規模

並列計算機の能力で分野開拓のプライ

オ リティが決まってしまうという側面

は否めない.NiOに 関するわれわれ

の最新の結果では,弾 性定数などに信

頼できる結果を再現するには,価 電子

数に して1024電子程度の規模を要す

る わ が国の計算機設備は欧州に比べ

ると恵まれているという印象を持って

いるが,米 国で行われているような

128 cPu以上の並列計算 クラスを常時

実行できるような計算環境はまだまだ

乏 しく今後の拡充が期待される.

一方,周 期系の大規模計算を回避 し

て,小 規模な孤立系(といっても分子

系としては大規模)で興味深い計算対象を扱 うと

い う方策で,ナ ノ ク ラスタの精密計算を手掛け

ている*10(第4図 )ナ ノ ク ラスタ科学では,対

象が人工生成物であることや,実 験的構造同定が

難 しいなど,第 一
原理計算による理論予見の重要

性が相対的に大きいが,密 度汎関数法では, しば

墓il≡革‖X/10w
第 3 図

NiOに 対する基底エネルギー値 「QMC wih Ыatcr DctJはスレー

タ行列式のみによる変分モンテカルロ計算 「VMC with slatcr/

JaStrOWJはジャス トロ関数を付してパラメタ最適化した変分モン

テカルロ計算で電子相関はジャストロ関数によって部分的に取 り込
まれる 「DMC」 は拡散モンテカルロ法による計算で,多 体波動
関数の振幅自由度が緩和することで更に電子相関が取 り込まれる

基底エネルギー値は高精度化に伴って変分原理に従い低下する 計
算は2×2×2の シミュレーションセル(2×2×2の ん点分割に対応)
で行ったブレリミナリーなもので,現 在 4×4×4にて精密計算が進
行中である 計 算は同期系第一原理非制限ハートリー フォック法
による試行節を使用 し,NiOあ た り価電子16の擬ポテンシャル計
算にて行った

Cr@Si12(ha'Claster)

《拝.P二革‖X10w
第4図
クロムイオンを内包するシリコンクラスタCr@Si12の基底エネル

ギー値(本郷研太氏の計算による)「 の IC wih Slatcr Dct Jなどの

記法は第 3図に同じ 計 算はB3PW91を 交換相関ポテンシャルと
したGGA計 算による試行節を使用し全電子計算にて行った

*8 ケンブリッジ大学キャベンディッシュ研究所, リチャー

ド ニーズ教授,マ イク タウラー博十との共同研究
*' NiOへ の取 り組みについて|ま,変 分モンテカルF法 では

あるが第一原理量子モンテカルロ法による田中の先駆的な

計算21'に注目されたい
*1。

 東 北大金属材料研究所,川 添良幸教授, ビジェイ ク
マール教授,本 郷研太氏,川 村博昭博士との共同研究
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第 1 表

拡散モンテカルロ法による炭素原子のエ

ネルギー 単 位はhartrcc(本郷研太氏の

計算による2■)三 重項基底状態におけ

る電子間斥カエネルギーはよく知られた

解釈とは反 して却って高い ビ リアル比

は厳密な波動関数に対 して20と なるこ

とが要請される

全エネルギー

運動エネルギー

電子間斥カエネルギー

電子 核引カエネルギー

ビリアル上ヒ

三重項基底状態
(S = 1 )

しば使用する相関交換ポテンシャルによって予見

に食い違いを生 じることがある そ こで,異 なる

相関交換ポテンシャルによる試行節を用いて計算

を行い, こうした食い違いが拡散モンテカルロ法

による多体波動関数の振幅緩和によってどの程度

解消するかなどに興味を持って研究を進めている。

また電子相関の精密評価を活かして, よく知ら

れた事実の再検証も行っている :フ ントの第一法

則は,原 子などにおいて 「基底状態の電子配置は

スピン量子数 Sを なるべ く大きく取るように実現

しているJと いう経験事実を説明する法則である

が,そ の解釈を炭素原子の精密計算から再検討し

た,2).物性物理分野で広 く浸透 している解釈は

「スピンを揃えることでなるべ く避け合いを大き

くして電子間相互作用を安定化するようフント第
一法則が実現する」とするもので,そ の起源はス

レータによる,軌 道関数を固定 した HF計 算結果

の解釈に端を発 している23)こ の解釈はランダウ

の有名な教科書2●をは じめ,数 ある権威ある書

物で採用されているためか,恐 らく今日でもほと

んど常識的真実のごとく認識されているが,一 方

で, より精密な量子化学計算を行えば行 うほどス

レータの解釈に反 して,Sの 大きな基底状態で電

子間相互作用はむ しろ損をしているとい う事実

も,70年 代より量子化学者達の間では知られてい

た25 2ヽつ, そ こでは,Sの 大きな基底状態は電子間

相互作用ではなく電子・核の引力をより安定化 し

て実現する。スレータの解釈が覆る理由は,ス ピ

ン状態に応 じて軌道関数が緩和できるよう取 り扱

ったことによる こ のような自由度を固定するス

レータの取 り扱いでは,運 動エネルギーがスピン

状態によらず固定されてしまうためビリアル定理

の要請に反 してしまい,相 互作用エネルギーの安

定化を起源とするような物性機構解釈の判断材料

84                                            (

- 37 .8267 (+)

3 7 . 8 1  1  ( 2 6 )

1  2 .  s38  (6 )
-  88 .231 (29)

2 .002 (2 )

- 37 .7 623 (.6)

37 .763(41)

12.461(9)
-  88 .062 (4s)

2 .002 (2 )

としては危険をはらむ。こうした量子化学的な認

識は,し か しながら,LCAO的 な取 り扱いで定性

的理解に成功を収めてきた固体物理学分野には,

風土的に浸透 しづらかったという事情もあるのだ

ろ う。また,「電子・核引力の安定化による解釈

(ボイ ドによる解釈30,31,で, レス・スクリーニング

機構 と称 される)」は,ス レータ解釈 よリー段話

が込み入るため,そ のような解釈は,第 一原理計

算手法における電子相関の近似 レベルにも依存す

るのではないかとい う懐疑 もあ り*11, 量
子化学

分野でも,そ の後あまり顧みられることもなかっ

た 電 子相関の高精度評価を配置間相互作用法な

どで行おうとすれば,計 算 コストもさることなが

ら,LS多 重項の高度な対称性を保ちつつ項展開

を実行することが非常に煩雑となる そ こで, こ

の問題に第
一原理拡散モンテカルロ法を適用し検

証 した結果, レス・スクリーニング機構は電子相

関をより正確に扱った結果においても成立するこ

とが示された(第 l表).

43 計 算規模 の現状

計算コー ドやコス トの現状は, よく質問を受け

る事項であるので, ここに述べておく 計 算コー

ドに関しては昨今の標準化,パ ッケージ化の時流

もあ り,欧 米のいくつかのグループが各々の数値

的取 り扱いのノウハウを基盤として大規模汎用コ

ー ドの構築に取 り組んでいる(これらのコー ドは

開発者に申し出れば恐しく無償で配布 される)

以下,筆者が扱っている「CASINOJ32)とぃぅコ_

*口
 実 際,原 子に関して運動エネルギーやボテンシャルエネ
ルギー各項を信頼できる精度で報告している論文li′ヽ―ト

リー フォック近似のレベルまでしか見当たらない 配 置

間相互作用法による報告例もあるが結果はビリアル定理の

要請に抵触している

/~θθ) 固体物理



ドに関 しての記述 となるが, コー ドは 「GAUS

SIAN03J程度の完成度を目標に開発されてお り,

コンパイルや実行の機種依存性をユーザが意識せ

ずに使えるよう外回 りのスクリプトを含めてパッ

ケージ化され保守されている 計 算対象や手法も

汎用的で,周 期系/孤立系/電子ガス系,平 面波基

底/カウシアン基底,擬 ポテンシャル計算/全電子

計算といったものを唯一つの実行モジュールにて

取 り扱 うことができる よ く 「何行 くらいのコー

ドか ?」と訊かれることがあるが,50～ 60のソー

スコー ド群が高度にモジュール化されてお り何と

も答えようがない ま た特に版管理において管理

者の強力な リーダーシップの下,非 常に厳格な保

守がなされてお り, コー ド拡張に際 しては当該拡

張部分が対象系や機種に依存 した り,他 のいかな

る計算の速度を落とした りするような要因がない

か徹底的に検証 した上で版更新がなされる こ う

したシステム開発 保守の様相には筆者 も大変学

ぶ所が多かった。使い勝手は(少なくとも筆者の

目から見れば),相 当汎用的で便利ではあるが,

まだまだ発展途上ではあ り, コー ドを読み下す専

門的な知識がないと新規の試み(新機種へのイン

ス トールや例題 ファイル以外の計算 ctc)には支

障をきたす点は否めない

次に計算規模であるが,2001年 に筆者が行った

ナ トリウム固体(価電子512)の周期系計算13)では,

SGI Orun2000,64 cPu並列 (並列化効率は100%

近い)にて cPu時間で29日程度を要 した た だ し

コー ドは日々高速化されてお り,か つ計算機自体

の高速化も著 しいので,2004年 現在この程度の計

算は 64 cPu並列であれば 1週 間以内に終わる

分子や クラスタといった孤立系であれば,l cpu

のワークステーション程度でも数秒～数 日で計算

可能である 現 在,CRAY― T3E,SGI origin2000,

SGI―origin3000,SGI―altix,HP―alpha,FUJITSU―

primcPowcr, IB� I―sP3, IBM― p690, HITACHI―

SR2201,HITACHI― SRl1000,SUN―starircの他,

各種 リナックス・クラスタなどで運用実績がある

§5 おわ りに

第
一原理モンテカルロ法による研究は何か全 く
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新 しい 「異民族的勢力」で,特 に密度汎関数法に

対 して, ともすれば, これを塗 り替え駆逐 してし

まうような印象を与えるのであろうか,「どうせ

か計算 コス トがかかってまだまだ実用にならない

じゃないかJと 否定的な反応を受けることがしば

しばあるが,少 なくとも節固定近似に基づ く応用

計算では,擬 ポテンシャルの生成や試行節を作る

ための一電子軌道計算など,密 度汎関数法や量子

化学的手法といった既存のインフラス トラクチャ

の延長上に連結 される後段計算であるという印象

を筆者自身は持っている す なわち,敵 対するよ

うな独立性はなく,む しろ,質 の良い既存インフ

ラがあってこそ威力を発揮する計算手法なのであ

る 最 近の欧米の研究動向では,遷 移金属酸化物

やホウ素化合物,炭 素系物質のファン・デル・ワー

ルスカの話題といった,密 度汎関数法や模型計算

の研究者にとっても興味ある話題が,巨 大な計算

機資源を駆使 した第
一原理モンテカルロ計算の対

象として既に俎上に乗 りつつあるが,そ の遂行の

鍵を握るのは,良 質の既存インフラを包含 した研

究コミュニティの形成である 筆 者の在籍 したグ

ループでも擬ポテンシャル生成,基 底最適化,密

度汎関数計算,量 子化学計算といった各手法のエ

キスパー トが連携 分業する体制があ り,実 際,

擬ポテンシャル計算やマルチ デター ミナント計

算を担当していた人材が抜けてしまうと後任の確

保に頭を痛めるというような場面にも遭遇 した

研究 コミュニテ ィの形成は急務であ り,今 後の命

運を握っている

拡散モンテカルロ法は確かに精度の高い手法で

あるが,当 事者から見れば,実 際には試行節を生

成する前段計算の質に依存する面が大きい 急 持

えの試行節による拡散モンテカルロ計算なら,そ

の道の達人が注意深 く行った密度汎関数法計算や

量子化学計算の方が精度が高いこともあろう 話

題性に富む分野ほど, しか しながら,研 究ペース

が速 く,実 験や模型計算の研究者が, こうした事

情を注意深 く検討する暇がない 結 果として学会

などで 「拡散モンテカルロ法=従 来法よりも高精

度Jと いうレッテルに流されて,せ っか くの注意

深い従来手法計算が正当に評価されないという危

惧もある 第 一原理量子モンテカルロ法は実際に

(刀 9)



は甚だ牛刀的であって,近 似の正当性 さえ検証で

きれば,計 算 コス トに優れた密度汎関数法ベース

の計算を使えるに越 したことはない 密 度汎関数

法における局所密度近似を超えた改良は本特集号

の主題の一つであるが,第 一原理量子モンテカル

ロ法を何 らかの参照系 ・典型系に適用すること

で,密 度汎関数法の改良に有用な情報を与えるよ

うな枠組みと位置づける方が収まりが良いかも知

れない.tヽずれに しても,必 要 とあらばいつで

も,従 来手法に後段計算を接続 して,種 々の検証

を可能とするような体制が整備されれば心丈夫で

あると願 うものである

拡散モンテカルロ法自体は古 くから発展した方

法論であ り優れた解説が数多 く存在 しますが19,

本稿では筆者が日頃からよく質問を受ける事項を

念頭に和文解説を試みました.第 一原理モンテカ

ルロ法に関する素養はすべて,ケ ンブリッジ大学

キャベンディッシュ研究所滞在中に リチャー ド・

ニーズ教授,マ イク・タウラー博士との共同研究

を通 じて得たものであ り,両 氏の懇切丁寧な指導

には深 く感謝いたします ま た共同研究者の本郷

研太氏(東北大金研)からは日頃のディスカッショ

ンを通 じて多くを学んでいます 最 後に,筆 者を

この分野に導いていただいた永長直人先生,寺 倉

清之先生,ま た帰国後の研究を支援いただいてい

る佐々木泰造先生,安 原洋先生,川 添良幸先生に

感謝いたします。
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