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概要

本稿では、 線形論理における古典的証明と直観主義的証明にどれく らいの差があ
るのかを調査する。 特に、 結合子がならばに関する ⊸だけからなる論理と直観主
義と 、 その論理に定数 0を加えた論理に対する、 古典的証明と直観主義的証明の
関係を調査する。 形式体系には帰納的証明構造を用いて、 グラフ的なつながり を
論理式間に与え、 そのつながり に関して特徴付けを行う 。
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第1章 はじめに

1.1 古典論理と直観主義論理
古典論理とは、 最もよく 使われる論理である。 これは研究に関してだけでなく 、

日常生活に関してにも言う ことができる。 例えば、 高校生で習う論理、 ディ ジタ
ル回路やブール値などに用いられるのも古典論理である。 古典論理の特徴として、
排中律 (A ∨¬A)や二重否定の除去律 (¬¬A→ A)が成り立つこと 、 ド ・ モルガンの
法則 (A∧ B↔ ¬(¬A∨¬B)など )が成り立つことが挙げられる。 また、 真理値表の
よう に二値で表現できるのも特徴である。 このよう に、 我々の最も身近な論理が
古典論理である。
しかし 、 論理は古典論理だけではない。 直観主義論理という古典論理より 弱い

論理がある。 論理が弱いとは、 成り 立つ論理式が少ないことを意味する。 例えば、
先ほどの排中律や二重否定の除去律は直観主義論理では成り 立たない。
直観主義論理とは、 ブラウワーによる直観主義的な考え方を弟子のハイティ ン

グが形式化したことで生まれた論理である。 ブラウワーは、 数学的対象は数学者
の精神の産物であり 、 ある性質をもつ数学的対象が存在するという ことを示すに
も、 構成的な手続きに従ってそのよう な対象が存在することを示さなければなら
ないと考えた。 これがブラウワーの直観主義的な考え方であり 、 この考え方を形
式化したものが直観主義論理である。 直観主義に基づく 数学などは構成的数学と
呼ばれ、 様々な研究がなされている。 また、 直観主義論理に関する有名な定理と
して、 カリ ー・ ハワード 同型対応が知られている。 これは、 直観主義論理の証明
とプログラムの間には対応関係があるという定理である。 この定理からも分かる
よう に、 直観主義論理の研究は情報科学の観点からも見ても重要である。

1.2 先行研究
直観主義論理は古典論理より 弱い論理であると述べた。 つまり 、 それらの論理

の間には差がある。 では、 どれく らいの差があるのだろうか、 直観主義論理にどの
よう な仮定を加えることで古典論理と証明能力が同じになるのだろうか。 よく 知
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られた結果として、 論理式に存在する全ての変数に対する排中律または、 二重否
定の除去律を追加すれば古典論理と証明能力が同じになるという結果 [3]がある。
しかし 、 公理のよう に何も加えなく ても直観主義論理で成り 立つ論理式も存在す
る。 よって、 次に浮かび上がる疑問は、 どのよう な変数に対する排中律や二重否
定の除去律を追加すれば十分なのかという ことである。 これに対して、 論理式だ
けを見て必要な集合を定める結果が石原 [5, 6]によって与えられた。

1.3 研究目的
本研究では線形論理に対して、 この問題に取り 組む。 線形論理とは、 構造規則

を制限した部分構造論理の１ つである。 全ての資源 (仮定)は証明の中で必ず１ 度
だけ使われるという考え方を持つ論理である。 線形論理にも先ほどの論理と同様
に、 古典線形論理と直観主義線形論理がある。 本研究の目的としては、 古典線形
論理と直観主義論理の差はどれく らいあるのかを解析することである。 また、 先
行研究のよう に論理式だけで定めるのではなく 、 証明図を解析して必要な集合を
定めている。
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第2章 線形論理

2.1 線形論理とは
線形論理は 1987年にジャン＝イヴ・ ジラールによって提唱された部分構造論理

である [4]。 部分構造論理とは、 構造規則を制限した論理のことである。 線形論理
では、 弱化 (weakening)規則と縮約 (contraction)規則を認めていない。 それによっ
て、 線形論理では仮定が資源のよう に扱われ、 証明の中で必ず一度だけ使用され
なければならない。 そのため、 仮定について何をいく つ使う のかという ことを明
確に表現することに適した論理である。 先ほどの論理と線形論理の違いを直観的
に理解するために、 買い物を題材にした有名な例がある。
　論理式A, B,Cをそれぞれ「 １ ０ ０ 円を支払う 」、「 コーヒーが１ 本買える」、「 お茶
が１ 本買える」 ことを意味するものとする。 さらに、「 １ ０ ０ 円でコーヒーが１ 本
買える」 ことと「 １ ０ ０ 円でお茶を１ 本買える」 ことを仮定する。 つまり 、 A⇒ B

と A⇒ Cを仮定する。 線形論理のかつを ⋆を用いて表現するとすれば、 以下のよ
う な証明図が得られる。

A⇒ B A⇒ C
A, A⇒ B ⋆ C

R⋆

A, A ⇒ B ⋆ Cは、 ２ つの１ ０ ０ 円を支払う ことでコーヒーとお茶が買えることを
意味している。 同様に、 通常の論理で考えると 、 A, A ⇒ B ∧ Cの証明図だけでな
く 、 次のよう な証明図も得ることができる。

A⇒ B A⇒ C
A⇒ B ∧C

R∧

これは１ ０ ０ 円でコーヒーとお茶が買えることを意味している。 この例のように、
仮定を自由に用いることを許す論理について考えると 、 日常生活の考え方と違い
が生まれてしまう 。 逆に、 数学のよう に仮定を自由に用いた方が都合がよい場合
は、 線形論理の考え方は不便に感じられる。
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2.2 線形論理におけるシークエント 計算
ここでは、 線形論理に対する形式体系を与える。 有名な形式体系として、 自然

演繹やヒルベルト 流、 シークエント 計算がある。 最初の２ つは公理と規則の紹介
に留め、 本稿では主にシークエント 計算を用いて議論する。
シークエント 計算は、 式 (sequent) Γ⇒ ∆を用いて計算する形式体系である。 こ

こで、 Γ,∆は論理式の列を表す。 この式の直感的な意味は、 Γの中の全ての論理式
を仮定すれば、 ∆の中に証明可能な論理式が存在するという ものである。 つまり 、
∧

Γ→
∨

∆と表すこともできる。

2.2.1 論理式

初めに、 線形論理で使用する言語から定義する。 先ほどから使用している論理
式などの言葉もここで正確に定義する。 さらに、 シークエント 計算の定義に必要
な基本的な概念も定義する。
線形論理の言語は以下のものからなる。

1. 論理結合子 ∧,∨, ⋆,+,⊸, !, ?

2. 量化記号 ∀,∃

3. 対象変数 x, y, z, · · ·

4. 対象定数 c, d, · · ·

5. 関数記号 f , g, · · ·

6. 述語記号 P,Q, · · ·

7. 補助記号 (, ), , (コンマ )

項と論理式は以下のよう に定義される。

定義 (項). t, s, · · · を項とする。

1. 対象変数と対象定数は項である。

2. f が m変数の関数記号で、 t1, · · · , tmが項ならば、 f (t1, · · · , tm)も項である。

定義 (論理式). A, B,C, · · · を論理式とする。
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1. Pが n変数の述語記号で、 t1, · · · , tmが項ならば、 P(t1, · · · , tm)は論理式であ
る。 この形の論理式を原子論理式 (atomic formula)と呼ぶ。

2. A, Bが論理式ならば、 (A ◦ B)も論理式である。 ただし 、 ◦ ∈ {∧,∨, ⋆,+,⊸}

3. Aが論理式で、 xが対象変数ならば、 (∀x.A)と (∃x.A)も論理式である。

4. Aが論理式ならば、 (!A)と (?A)も論理式である。

以下の条件の元で混乱が生じないならば括弧を省略してもよい。

• ∀,∃, !, ?は ∧,∨, ⋆,+,⊸より 結合が強い。

• ∧,∨, ⋆,+は⊸より 結合が強い。

• ∧,∨, ⋆,+は左結合で、 ⊸は右結合である。

例.

((A ⋆ B)⊸ C)) = A ⋆ B⊸ C

((A + B) ∧C) = A + B ∧C

(A ∨ (B ⋆ C)) = A ∨ (B ⋆ C)

(A⊸ (B⊸ C)) = A⊸ B⊸ C

定義 (自由変数). Aに出現する変数の集合を V(A)とする。 このとき、 論理式 Aの
自由変数 FV(A)は以下のよう に定義される。

1. Aが原子論理式ならば、 FV(A) = V(A)である。

2. ◦ ∈ {∧,∨, ⋆,+,⊸}とすると 、 FV(A ◦ B) = FV(A) ∪ FV(B)である。

3. FV(∀x.A) = FV(∃x.A) = FV(A) \ {x}である。

4. FV(!A) = FV(?A) = FV(A)である。

定義 (束縛変数). また、 論理式 Aの束縛変数 BV(A)は以下のよう に定義される。

1. Aが原子論理式ならば、 BV(A) = ∅である。

2. ◦ ∈ {∧,∨, ⋆,+,⊸}とすると 、 BV(A ◦ B) = BV(A) ∪ BV(B)である。

3. BV(∀x.A) = BV(∃x.A) = BV(A) ∪ {x}である。

4. BV(!A) = BV(?A) = BV(A)である。
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これらを用いて項の代入を定義をする。

定義 (項の代入). xを変数、 tを項とする。

1. sを項とするとき、 sに出現する xを tで置き換えることを s[x/t]と表す。

2. Aが原子論理式 P(s1, · · · , sm)ならば、 A[x/t] = P(s1[x/t], · · · , sm[x/t])である。

3. ◦ ∈ {∧,∨, ⋆,+,⊸}とすると 、 (A ◦ B)[x/t] = A[x/t] ◦ B[x/t]である。

4. ◦ ∈ {∀,∃}とすると 、 ◦y.Aに関する代入は以下である。

(◦y.A)[x/t] =































◦y.A x < FV(◦y.A)のとき

◦y.A[x/t] x ∈ FV(◦y.A)かつ y < tのとき

◦z.(A[y/z])[x/t] x ∈ FV(◦y.A)かつ y ∈ tのとき (z < V(A) ∪ V(t))

5. ◦ ∈ {!, ?}とすると 、 (◦A)[x/t] = ◦(A[x/t])である。

2.2.2 古典線形論理

初めに、 古典線形論理におけるシークエント 計算を定義する。 シークエント 計
算は、 １ つの公理とそれぞれの結合子に関する推論規則からなる。 さらに、 推論
規則は L規則と R規則からなる。 名前の通り 、 L規則は⇒の左側に関する規則で、
R規則は右側に関する規則である。 また、 式 Γ ⇒ ∆から規則によって式 Γ′ ⇒ ∆′

が導出されることを 、 以下のよう に表す。

Γ⇒ ∆
Γ
′ ⇒ ∆′

規則

また、 規則が適用されたときに新たに出現した論理式を主論理式 (principal formula)

と呼ぶ。 古典線形論理のシークエント 計算は表 2.1で定義される。 ここで、 ⊥,⊤, 0, 1
は定数である。 ここからは Γ,∆, · · · を論理式の多重集合とする。 例えば、 古典線形
論理のシークエント 計算を用いて以下のものが得られる。

p⇒ p Ax

p⇒ 0, p
R0

⇒ p⊸ 0, p
R⊸

0⇒
L0

(p⊸ 0)⊸ 0⇒ p
L⊸

p⇒ p Ax p⇒ p Ax

p, p⇒ p ⋆ p R⋆
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表 2.1: 古典線形論理に対するシークエント 計算
公理とカッ ト 規則

p⇒ p Ax
Γ⇒ A,∆ Γ

′, A⇒ ∆′

Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′
Cut

乗法と加法結合子に関する規則
Γ, A⇒ ∆

Γ, A ∧ B⇒ ∆
L∧

Γ, B⇒ ∆

Γ, A ∧ B⇒ ∆
L∧

Γ⇒ A,∆ Γ⇒ B,∆

Γ⇒ A ∧ B,∆
R∧

Γ, A, B⇒ ∆

Γ, A ⋆ B⇒ ∆
L⋆

Γ⇒ A,∆ Γ
′ ⇒ B,∆′

Γ, Γ′ ⇒ A ⋆ B,∆,∆′
R⋆

Γ, A⇒ ∆ Γ, B⇒ ∆

Γ, A ∨ B⇒ ∆
L∨

Γ⇒ A,∆

Γ⇒ A ∨ B,∆
R∨

Γ⇒ B,∆

Γ⇒ A ∨ B,∆
R∨

Γ, A⇒ ∆ Γ
′, B⇒ ∆′

Γ, Γ′, A + B⇒ ∆,∆′
L+

Γ⇒ A, B,∆

Γ⇒ A + B,∆
R+

Γ, A⇒ ∆ Γ
′, B⇒ ∆′

Γ, Γ′, A⊸ B⇒ ∆,∆′
L⊸

Γ, A⇒ B,∆

Γ⇒ A⊸ B,∆
R⊸

L⊤規則は無し Γ⇒ ⊤,∆
R⊤

Γ⇒ ∆
Γ, 1⇒ ∆

L1
⇒ 1

R1

Γ,⊥ ⇒ ∆
L⊥

R⊥規則は無し

0⇒
L0

Γ⇒ ∆
Γ⇒ ∆, 0

R0

量化結合子に関する規則 (y < FV(Γ) ∪ FV(∆))

Γ, A[x/t]⇒ ∆

Γ,∀x.A ⇒ ∆
L∀

Γ⇒ A[x/y],∆

Γ⇒ ∀x.A,∆
R∀

Γ, A[x/y] ⇒ ∆

Γ,∃x.A ⇒ ∆
L∃

Γ⇒ A[x/t],∆

Γ⇒ ∃x.A,∆
R∃

指数結合子に関する規則
Γ⇒ ∆
Γ, !A⇒ ∆

W!
Γ, A⇒ ∆

Γ, !A⇒ ∆
L!

!Γ⇒ A, ?∆

!Γ⇒ !A, ?∆
R!

Γ, !A, !A⇒ ∆

Γ, !A⇒ ∆
C!

Γ⇒ ∆
Γ⇒ ?A,∆

W?
!Γ, A⇒ ?∆

!Γ, ?A ⇒ ?∆
L?

Γ⇒ A,∆

Γ⇒ ?A,∆
R?

Γ⇒ ?A, ?A,∆

Γ⇒ ?A,∆
C?

∼ A ≔ A⊸ 0

7



これらのよう な公理と規則によって式を導出する図を証明図と呼ぶ。 また、 一番
下に出現した式を終式と呼ぶ。 正式な定義は以下で与えれる。

定義 (証明図と終式).

1. 公理は証明図である。 その証明図の終式は公理自身である。

2. P1は S 1 を終式とする証明図とする。

このとき、
S 1

S が規則の１ つであれば、
P1

S も証明図である。 その終式は S

である。

3. P1, P2はそれぞれ S 1, S 2 を終式とする証明図とする。

このとき、
S 1 S 2

S が規則の１ つであれば、
P1 P2

S も証明図である。 その
終式は S である。

式 S を終式とする証明図が存在するとき S はで証明可能であるという 。 また、
古典線形論理において式 S が証明可能であるとき、 CLL ⊢ S と書く 。 先ほどの例
より 、 CLL ⊢ (p⊸ 0)⊸ 0⇒ pである。

2.2.3 直観主義線形論理

次に、 直観主義線形論理におけるシークエント 計算を定義する。 線形論理に限
らず、 直観主義論理のシークエント 計算は古典論理のシークエント 計算から得る
ことができる。 直観主義論理においては、 式が⇒の右側が高々１ つの論理式に制
限される。 したがって、 シークエント 計算の公理と規則も ⇒の右側が高々１ つの
論理式に制限された形になる。 つまり 、 表 2.1の⇒の右側を高々１ つの論理式に
制限したものが、 直観主義線形論理のシークエント 計算である。 例えば、 ⊸結合
子に関する規則は以下のよう になる。 ∆は高々１ つの論理式である。

Γ⇒ A Γ
′, B⇒ ∆

Γ, Γ′, A⊸ B⇒ ∆
L⊸

Γ, A⇒ B

Γ⇒ A⊸ B
L⊸

式の制限により 、 直観主義線形論理では結合子+と ?に関する規則を除外する。 そ
して、 S が直観主義線形論理で証明可能であるとき、 ILL ⊢ S と書く 。

2.2.4 様々な線形論理

線形論理には多く の論理結合子があった。 それらは以下のよう に４ つのグルー
プに分けられる。
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乗法結合子 (multiplicative operators) ⋆,+,⊸, 0, 1

加法結合子 (additvie operators) ∧,∨,⊤,⊥

量化結合子 (quantifiers) ∀,∃

指数結合子 (exponentials) !, ?

これらのグループ分けを元に、 線形論理には以下のよう な部分論理がある。

MLL 乗法結合子についての規則からなる論理
MELL 乗法結合子と指数結合子についての規則からなる論理
LL0 乗法結合子と加法結合子についての規則からなる論理
LLq 指数結合子を除いた規則からなる論理
LLe 量化結合子を除いた規則からなる論理

例えば、 古典線形論理を乗法結合子だけに制限した論理を MCLLと表記する。 し
たがって、 MCLL ⊢ Γ ⇒ ∆と表記した場合、 古典線形論理を乗法結合子だけに制
限した論理で Γ⇒ ∆が証明可能であることを意味する。

2.3 構文論に関する結果
ここでは 2.2で定義したシークエント 計算を用いて、 線形論理の構文論に関する

よく 知られた結果を紹介する。

2.3.1 証明可能なシークエント

定理. CLL ⊢ A⇒ Aかつ ILL ⊢ A⇒ A。

証明. Aの複雑さに関する帰納法で示すことができる。

定理. CLL ⊢ A⇔∼∼ A。
(CLL ⊢ A⇒∼∼ Aかつ CLL ⊢∼∼ A⇒ Aの略記である。 )

証明. 以下のよう な２ つの証明図が得られるため、 CLL ⊢ A⇔∼∼ Aが成り 立つ。

A⇒ A 0⇒ 0
A,∼ A⇒ 0

L⊸

A⇒∼∼ A
R⊸

A⇒ A
A⇒ A, 0

R0

⇒∼ A, A
R⊸

0⇒
L0

∼∼ A⇒ A
L⊸

�
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定理 (ド ・ モルガンの法則). 線形論理におけるド ・ モルガンの法則は以下の同値関
係である。

1. CLL ⊢ A ⋆ B⇔∼ (∼ A+ ∼ B)

2. CLL ⊢ 1⇔∼ 0

3. CLL ⊢ A ∧ B⇔∼ (∼ A∨ ∼ B)

4. CLL ⊢ ⊤ ⇔∼ ⊥

5. CLL ⊢ ∀x.A ⇔∼ (∃x. ∼ A)

6. CLL ⊢ !A⇔∼ ? ∼ A

証明. 以下のような２ つの証明図が得られるため、 CLL ⊢ A⋆ B⇔∼ (∼ A+ ∼ B)が
成り 立つ。

A⇒ A 0⇒
L0

A,∼ A⇒
L⊸

B⇒ B 0⇒
L0

B,∼ B⇒
L⊸

A, B,∼ A+ ∼ B⇒
L+

A ⋆ B,∼ A+ ∼ B⇒
L⋆

A ⋆ B,∼ A+ ∼ B⇒ 0
R0

A ⋆ B⇒∼ (∼ A+ ∼ B)
R⊸

A⇒ A
A ⇒ A, 0

R0

⇒∼ A, A
R⊸

B⇒ B
B⇒ B, 0

R0

⇒∼ B, B
R⊸

⇒∼ A,∼ B, A ⋆ B
R⋆

⇒∼ A+ ∼ B, A ⋆ B
R+

0⇒
L0

∼ (∼ A+ ∼ B)⇒ A ⋆ B
L⊸

�

他の同値関係に関しても同様に証明図を得ることができる。

2.3.2 可逆性

定義 (サイズ (measure)). 証明図Dに対して、 証明図のサイズ d(D)を以下のように
定義する。

• Dが R1,L0規則または公理のみならば、 d(D) = 0である。
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• Dが D′から L∧,R∨,L∀,R∃または指数結合子に関する規則のどれかによっ
て導出されたとき、 d(D) = d(D′) + 1である。

• Dが D′ と D′′から R⋆,L+,L⊸,Cutのどれかによって導出されたとき、
d(D) = max(d(D′), d(D′′)) + 1である。

• Dが D′から R+,R ⊸,R0,R∀,L⋆,L1,L∃のどれかによって導出されたとき、
d(D) = d(D′)である。

• DがD′と D′′から R∧またはL∨によって導出されたとき、 d(D) = max(d(D′), d(D′′))

である。

Γ⇒ ∆が d(D) ≤ nである Dによって導出可能ならば、 ⊢n Γ⇒ ∆と書く 。

定理 (可逆性 (inversion lemma)). 古典線形論理で以下の同値関係が成り 立つ。
1. ⊢n Γ⇒ A⊸ B,∆ iff ⊢n Γ, A⇒ B,∆

2. ⊢n Γ, A ⋆ B⇒ ∆ iff ⊢n Γ, A, B⇒ ∆

3. ⊢n Γ⇒ A + B,∆ iff ⊢n Γ⇒ A, B,∆

4. ⊢n Γ⇒ 0,∆ iff ⊢n Γ⇒ ∆

5. ⊢n Γ, 1⇒ ∆ iff ⊢n Γ⇒ ∆

6. ⊢n Γ⇒ A ∧ B,∆ iff ⊢n Γ⇒ A,∆ かつ ⊢n Γ⇒ B,∆

7. ⊢n Γ, A ∨ B⇒ ∆ iff ⊢n Γ, A⇒ ∆ かつ ⊢n Γ, B⇒ ∆

8. ⊢n Γ⇒ ∀x.A,∆ iff ⊢n Γ⇒ A[x/y],∆ (y < FV(Γ ∪ ∆ ∪ {∀x.A}))

9. ⊢n Γ,∃x.A ⇒ ∆ iff ⊢n Γ⇒ A[x/y],∆ (y < FV(Γ ∪ ∆ ∪ {∃x.A}))

⇒の右側を高々１ つの論理式に制限すれば、 直観主義線形論理においても同様の
ことが成り 立つ。

証明 (CLL ⊢n Γ, A ⋆ B⇒ ∆ iff CLL ⊢n Γ, A, B⇒ ∆). ここで用いるシークエント
計算は、 分かり やすく するためにサイズを明記した形で書く 。
(←)

シークエント 計算の規則とサイズの定義から自明である。
(→)

証明図の高さに関する帰納法で示す。
基底段階 (base case)

• 公理または R1または L0のとき
Γ, A ⋆ B⇒ ∆の形にならないので、 何も証明すべきことはない。

帰納段階 (induction step)
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• 最後に L∧が適用されたとき

⊢n−1 Γ,Ci, A ⋆ B⇒ ∆

⊢n Γ,C0 ∧C1, A ⋆ B⇒ ∆
L ∧ (i ∈ {0, 1})

このよう に導出されたとすると 、 以下よう に得ることができる。

⊢n−1 Γ,Ci, A ⋆ B⇒ ∆

⊢n−1 Γ,Ci, A, B⇒ ∆
I.H.

⊢n Γ,C0 ∧C1, A, B⇒ ∆
L ∧ (i ∈ {0, 1})

• 最後に R∧が適用されたとき

⊢n Γ, A ⋆ B⇒ C0,∆ ⊢n Γ
′ ⇒ C1,∆

′

⊢max(n,m) Γ, Γ
′, A ⋆ B∆⇒ C0 ∨C1,∆

′ R∧

このよう に導出されたとすると 、 以下よう に得ることができる。

⊢n Γ, A ⋆ B⇒ C0,∆

⊢n Γ, A, B⇒ C0,∆
I.H.

⊢n Γ
′ ⇒ C1,∆

′

⊢max(n,m) Γ, Γ
′, A, B⇒ C0 ∨C1,∆,∆

′ R∧

同様の方法で他の論理式についても示すことができる。
�

他の同値関係に対しても同様に証明できる。

2.3.3 カッ ト 除去

カッ ト 規則に関する重要な定理を示す。

Γ⇒ A,∆ Γ
′, A⇒ ∆′

Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′
Cut

上記の A と ∼ A をカッ ト 論理式 (cut formula) と呼ぶ。 カッ ト の階数 (cut of rank)

とは、 カット 論理式の複雑さである。 証明図のカット 階級 (cutrank of deduction)と
は、 証明図の中に現れる最大のカット の階数である。 カット の階層 (level of cut)と
は、 そのカッ ト 規則までの証明図の高さである。

定理 (カット 除去 (cut elimination)). CLL ⊢ Γ⇒ ∆または ILL ⊢ Γ⇒ ∆ならば、 カッ
ト 規則を使わない証明図が得られる。

12



証明 (古典線形論理に関するカット 除去). 証明図のカット 階級またはカット の階層
を下げることで帰納的に示す。
基底段階

• ２ つのカッ ト 論理式が主論理式のとき

– カッ ト 論理式が原子論式のとき

p⇒ p Ax p⇒ p Ax

p⇒ p Cut

このとき、 以下のよう なカッ ト 規則がない証明図に置き換えられる。

p⇒ p Ax

– カッ ト 論理式が 1のとき

⇒ 1
R1

Γ⇒ ∆
1, Γ⇒ ∆

L1

Γ⇒ ∆
Cut

このとき、 以下のよう なカッ ト 規則がない証明図に置き換えられる。

Γ⇒ ∆

– カッ ト 論理式が 0のとき

Γ⇒ ∆
Γ⇒ ∆, 0

R0
0⇒

L0

Γ⇒ ∆
Cut

このとき、 以下のよう なカッ ト 規則がない証明図に置き換えられる。

Γ⇒ ∆

帰納段階

• 少なく ともどちらかのカッ ト 論理式が主論理式ではないとき
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– ２ つの式から導出されたとき

Γ1 ⇒ ∆1, A Γ2 ⇒ ∆2

Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′, A
規則

A, Γ′′ ⇒ ∆′′

Γ, Γ′, Γ′′ ⇒ ∆,∆′,∆′′
Cut

このとき、 以下のよう にカッ ト の階層を下げることができる。

Γ1 ⇒ ∆1, A A, Γ′′ ⇒ ∆′′

Γ1, Γ
′′ ⇒ ∆1,∆

′′ Cut
Γ2 ⇒ ∆2

Γ, Γ′, Γ′′ ⇒ ∆,∆′,∆′′
規則

– １ つの式から導出されたとき

Γ⇒ ∆, A

Γ
′ ⇒ ∆′, A

規則
A, Γ′′ ⇒ ∆′′

Γ
′, Γ′′ ⇒ ∆′,∆′′

Cut

このとき、 以下のよう にカッ ト の階層を下げることができる。

Γ⇒ ∆, A A, Γ′′ ⇒ ∆′′

Γ, Γ′′ ⇒ ∆,∆′′
Cut

Γ
′, Γ′′ ⇒ ∆′,∆′′

規則

• ２ つのカッ ト 論理式が主論理式のとき

– カッ ト 論理式が A ∧ Bのとき

Γ
′ ⇒ ∆′, A Γ

′ ⇒ ∆′, B

Γ
′ ⇒ ∆′, A ∧ B

R∧
A, Γ⇒ ∆

A ∧ B, Γ⇒ ∆
L∧

Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′
Cut

このとき、 以下のよう に証明図のカッ ト 階級を下げることができる。

Γ
′ ⇒ ∆′, A A, Γ⇒ ∆

Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′
Cut

– カッ ト 論理式が A ⋆ Bのとき

Γ⇒ ∆, A Γ
′ ⇒ ∆′, B

Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′, A ⋆ B
R⋆

A, B, Γ′′ ⇒ ∆′′

A ⋆ B, Γ′′ ⇒ ∆′′
L⋆

Γ, Γ′, Γ′′ ⇒ ∆,∆′,∆′′
Cut

このとき、 以下のよう に証明図のカッ ト 階級を下げることができる。

Γ
′ ⇒ ∆′, B

Γ⇒ ∆, A A, B, Γ′′ ⇒ ∆′′

B, Γ, Γ′′ ⇒ ∆,∆′′
Cut

Γ, Γ′, Γ′′ ⇒ ∆,∆′,∆′′
Cut
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– カッ ト 論理式が A ∨ Bのとき

Γ⇒ ∆, A

Γ⇒ ∆, A ∨ B
R∨

A, Γ′ ⇒ ∆′ B, Γ′ ⇒ ∆′

A ∨ B, Γ′ ⇒ ∆′
L∨

Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′
Cut

このとき、 以下のよう に証明図のカッ ト 階級を下げることができる。

Γ⇒ ∆, A A, Γ′ ⇒ ∆′

Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′
Cut

– カッ ト 論理式が A + Bのとき

Γ
′′ ⇒ ∆′′, A, B

Γ
′′ ⇒ ∆′′, A + B

R+
A, Γ⇒ ∆ B, Γ′ ⇒ ∆′

A + B, Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′
L+

Γ, Γ′, Γ′′ ⇒ ∆,∆′,∆′′
Cut

このとき、 以下のよう に証明図のカッ ト 階級を下げることができる。

Γ
′′ ⇒ ∆′′, A, B A, Γ⇒ ∆

Γ, Γ′′ ⇒ ∆,∆′′, B
Cut

B, Γ′ ⇒ ∆′

Γ, Γ′, Γ′′ ⇒ ∆,∆′,∆′′
Cut

– カッ ト 論理式が A⊸ Bのとき

A, Γ′′ ⇒ ∆′′, B

Γ
′′ ⇒ ∆′′, A⊸ B

R⊸
Γ⇒ ∆, A B, Γ′ ⇒ ∆′

A⊸ B, Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′
L⊸

Γ, Γ′, Γ′′ ⇒ ∆,∆′,∆′′
Cut

このとき、 以下のよう に証明図のカッ ト 階級を下げることができる。

Γ⇒ ∆, A A, Γ′′ ⇒ ∆′′, B

Γ, Γ′′ ⇒ ∆,∆′′, B
Cut

B, Γ′ ⇒ ∆′

Γ, Γ′, Γ′′ ⇒ ∆,∆′,∆′′
Cut

– カッ ト 論理式が ∀x.Aのとき

Γ⇒ ∆, A[x/y]

Γ⇒ ∆,∀x.A
R∀

A[x/y], Γ′ ⇒ ∆′

∀x.A, Γ′ ⇒ ∆′
L∀

Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′
Cut

このとき、 以下のよう に証明図のカッ ト 階級を下げることができる。

Γ⇒ ∆, A[x/y] A[x/y], Γ′ ⇒ ∆′

Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′
Cut
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– カッ ト 論理式が ∃x.Aのとき

Γ⇒ ∆, A[x/y]

Γ⇒ ∆,∃x.A
R∃

A[x/y], Γ′ ⇒ ∆′

∃x.A, Γ′ ⇒ ∆′
L∃

Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′
Cut

このとき、 以下のよう に証明図のカッ ト 階級を下げることができる。

Γ⇒ ∆, A[x/y] A[x/y], Γ′ ⇒ ∆′

Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′
Cut

– カッ ト 論理式が !Aのとき
⇒の左側の !Aの導出によって以下のよう に分けられる。

* W!規則によって導出されたとき

!Γ⇒ ?∆, A

!Γ⇒ ?∆, !A
R!

Γ
′ ⇒ ∆′

!A, Γ′ ⇒ ∆′
W!

!Γ, Γ′ ⇒ ?∆,∆′
Cut

このとき、 L!と R?の規則を複数回適用して、 以下のように証明図
を得ることができる。

Γ
′ ⇒ ∆′

...
!Γ, Γ′ ⇒ ?∆,∆′

* L!規則によって導出されたとき

!Γ⇒ ?∆, A

!Γ⇒ ?∆, !A
R!

A, Γ′ ⇒ ∆′

!A, Γ′ ⇒ ∆′
L!

!Γ, Γ′ ⇒ ?∆,∆′
Cut

このとき、 以下のように証明図のカット 階級を下げることができる。

!Γ⇒ ?∆, A A, Γ′ ⇒ ∆′

Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′
Cut

* C!規則によって導出されたとき

!Γ⇒ ?∆, A

!Γ⇒ ?∆, !A
R!

!A, !A, Γ′ ⇒ ∆′

!A, Γ′ ⇒ ∆′
C!

!Γ, Γ′ ⇒ ?∆,∆′
Cut
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このとき、 以下のよう にカッ ト の階層を下げることができる。

!Γ⇒ ?∆, !A

!Γ⇒ ?∆, !A !A, !A, Γ′ ⇒ ∆′

!A, !Γ, Γ′ ⇒ ?∆,∆′
Cut

!Γ, !Γ, Γ′ ⇒ ?∆, ?∆,∆′
Cut

...
!Γ, Γ′ ⇒ ?∆,∆′

– カッ ト 論理式が ?Aのとき
⇒の右側の ?Aの導出によって以下のよう に分けられる。

* W?規則によって導出されたとき

Γ⇒ ∆
Γ⇒ ∆, ?A

W?
A, !Γ′ ⇒ ?∆′

?A, !Γ′ ⇒ ?∆′
L?

Γ, !Γ′ ⇒ ∆, ?∆′
Cut

このとき、 L!と R?の規則を複数回適用して、 以下のように証明図
を得ることができる。

Γ⇒ ∆
...

Γ, !Γ′ ⇒ ∆, ?∆′

* R?規則によって導出されたとき

Γ⇒ ∆, A

Γ⇒ ∆, ?A
R?

A, !Γ′ ⇒ ?∆′

?A, !Γ′ ⇒ ?∆′
L?

Γ, !Γ′ ⇒ ∆, ?∆′
Cut

このとき、 以下のように証明図のカット 階級を下げることができる。

Γ⇒ ∆, A A, !Γ′ ⇒ ?∆′

Γ, !Γ′ ⇒ ∆, ?∆′
Cut

* C?規則によって導出されたとき

Γ⇒ ∆, ?A, ?A

Γ⇒ ∆, ?A
C?

A, !Γ′ ⇒ ?∆′

?A, !Γ′ ⇒ ?∆′
L?

Γ, !Γ′ ⇒ ∆, ?∆′
Cut

このとき、 以下のよう にカッ ト の階層を下げることができる。

Γ⇒ ∆, ?A, ?A ?A, !Γ′ ⇒ ?∆′

Γ, !Γ′ ⇒ ∆, ?∆′, ?A
Cut

?A, !Γ′ ⇒ ?∆′

Γ, !Γ′, !Γ′ ⇒ ∆, ?∆′, ?∆′
Cut

...
Γ, !Γ′ ⇒ ∆, ?∆′
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このカット 除去定理より 、 カット 規則の無い線形論理においても、 カット 規則を
よう な考え方を用いてよい。 つまり 、 Γ ⇒ ∆, Aと A, Γ′ ⇒ ∆′がカッ ト 規則のない
線形論理で得られたとする。 このとき、 その論理では、 Γ, Γ′ ⇒ ∆,∆′ も得られる。

2.4 様々な形式体系
これまでに、 シークエント 計算を定義して様々な結果を示してきた。 ここでは、

シークエント 計算以外のよく 知られた形式体系を紹介する。

2.4.1 片側シークエント 計算

片側シークエント 計算とは、 その名の通り シークエント 計算を片側だけにした
形式体系である。 公理を ⇒ p,∼ pとすることで片側だけの形式体系を実現してい
る。 そのため、 古典線形論理に関する形式体系だけを考える。 また、 片側しか使
用しないので、 ⇒も落としている。 定義は表 2.2である。

表 2.2: 古典線形論理に対するシークエント 計算
公理とカッ ト 規則

p,∼ p Ax
Γ, A ∆,∼ A

Γ,∆
Cut

結合子の規則
Γ, A Γ, B

Γ, A ∧ B
∧
Γ, A ∆, B

Γ,∆, A ⋆ B
⋆

Γ, A

Γ, A ∨ B
∨

Γ, B

Γ, A ∨ B
∨

Γ, A, B

Γ, A + B
+

Γ,⊤
⊤

1
1

Γ

Γ, 0
0

量化結合子に関する規則
Γ, A[x/y]

Γ,∀x.A
∀

Γ, A[x/t]

Γ,∃x.A
∃

指数結合子に関する規則
?Γ, A

?Γ, !A
!

Γ

Γ, ?A
W

Γ, A

Γ, ?A
?

Γ, ?A, ?A

Γ, ?A
C
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2.4.2 線形論理における自然演繹

次に、 自然演繹を紹介する。 自然演繹は、 数学で行う推論により 近い形式体系
であるとも言われる。 この体系の規則は、 大きく 分けて導入規則 Iと除去規則Eに
分けられる。 また、 シークエント 計算のよう に式を制限するのではなく 、 古典論
理のみ認める規則によって違いが生まれる。
先に定義に必要な概念を定義する。

定義. 論理式 Aに出現する変数 xに対して、 tが自由であるとは以下のよう に定義
される。

• Aが原子論理式であるとき
論理式 Aに出現する変数 xに対して、 tは自由である。

• A ≡ B ◦C (◦ ∈ {∧,∨, ⋆,+,⊸})であるとき
Bに出現する xに対して tが自由で、 Cに出現する xに対して tが自由でなら
ば、 Aに出現する xに対して tは自由である。

• A ≡ ∀y.Bであるとき
x = yまたは、 y < FV(t)かつ Bに出現する xに対して tが自由ならば、 Aに
出現する xに対して tは自由である。 ただし 、 x , yである。

• A ≡ ◦B (◦ ∈ {!, ?})であるとき
Bに出現する xに対して tが自由ならば、 Aに出現する xに対して tは自由で
ある。

自然演繹の定義は表 2.3である。

2.4.3 線形論理におけるヒルベルト 流

最後に、 ヒルベルト 流と呼ばれる形式体系を紹介する。 先ほどまでの形式体系
は、 １ つの公理と多く の規則から構成されていた。 それに対して、 ヒルベルト 流
は多く の公理と少しの規則から構成される。 ヒルベルト 流の定義は表 2.4である。

19



表 2.3: 線形論理における自然演繹

p ⊢ p Ax Γ ⊢ ⊤
⊤I

Γ,⊥ ⊢ A
⊥E

Γ ⊢ A Γ ⊢ B
Γ,∆ ⊢ A ∧ B

∧I
Γ ⊢ A0 ∧ A1

Γ ⊢ Ai
∧Ei (i ∈ {0, 1})

Γ ⊢ A ∆ ⊢ B
Γ,∆ ⊢ A ⋆ B

⋆I
Γ ⊢ A ⋆ B ∆, A, B ⊢ C

Γ,∆ ⊢ C
⋆E

Γ ⊢ Ai

Γ ⊢ A0 ∨ A1
∨Ii (i ∈ {0, 1})

∆ ⊢ A ∨ B A, Γ ⊢ C B, Γ ⊢ C

Γ,∆ ⊢ C
∨E

Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A⊸ B
⊸ I

Γ, A⇒ ∆ ∆ ⊢ A

Γ,∆ ⊢ A ⊸ B
⊸ E

⊢ 1
1I

Γ ⊢ 1 ∆ ⊢ A
Γ,∆ ⊢ A

1E

Γ, A⊸ 0 ⊢ 0

Γ ⊢ A
0E (古典線形論理のみ )

Γ ⊢ A[x/y]

Γ ⊢ ∀x.A
∀I

Γ ⊢ ∀x.A
Γ ⊢ A[x/t]

∀E

Γ ⊢ A[x/t]

Γ ⊢ ∃x.A
∃I

Γ ⊢ ∃x.A ∆, A[x/y] ⊢ C

Γ,∆ ⊢ C
∃E

!Γ ⊢ A
!Γ ⊢ !A

!I
Γ ⊢ !A ∆ ⊢ C
Γ,∆ ⊢ C

!EW

Γ ⊢ !A ∆, A ⊢ C

Γ,∆ ⊢ C
!E

Γ ⊢ !A ∆, !A, !A ⊢ C

Γ,∆ ⊢ C
!EC

t, yは xに対して自由で、 y < FV(A)である。
古典線形論理での +と ?は、 ド ・ モルガンの法則によって定義される。 (∼ A ≔ A⊸ 0)
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表 2.4: 古典線形論理に対するヒルベルト 流
公理とカッ ト 規則

(1) A⊸ A

(2) (A⊸ B)⊸ ((B⊸ C)⊸ (A⊸ C))

(3) (A⊸ (B⊸ C))⊸ (B⊸ (A⊸ C))

(4) ((A ⊸ 0)⊸ 0)⊸ A (古典線形論理のみ )

(5) A⊸ (B⊸ A ⋆ B)

(6) (A⊸ (B⊸ C))⊸ (A ⋆ B⊸ C)

(7) 1

(8) 1⊸ (A⊸ A)

(9) A ∧ B⊸ A, A ∧ B⊸ B

(10) (A⊸ B) ∧ (A⊸ C)⊸ (A⊸ B ∧ C)

(11) A⊸ A ∨ B, B⊸ A ∨ B

(12) (A⊸ C) ∨ (B⊸ C)⊸ (A ∨ B⊸ C)

(13) A⊸ ⊤

(14) ⊥⊸ A

(15) ∀x.A ⊸ A[x/t]

(16) A[x/y]⊸ ∃x.A

規則
⊸ -Rule A, A⊸ B⇒ B

∧-Rule A, B⇒ A ∧ B

∀-Rule B⊸ A⇒ B⊸ ∀x.A (x < FV(B))

∃-Rule A⊸ B⇒ ∃x.A ⊸ B (x < FV(B))

指数結合子に関する公理
(17) B⊸ (!A ⊸ B)

(18) (!A ⊸ (!A ⊸ B))⊸ (!A⊸ !B)

(19) !(A ⊸ B)⊸ (!A⊸ !B)

(20) !A⊸ A

(21) !A⊸ !!A

指数結合子に関する規則
!-Rule A⇒ !A
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第3章 証明構造

第 2章では、 3つの証明体系を定義した。 ここでは、 帰納的証明構造やプルーフ
ネッ ト と呼ばれる、 グラフの形をした形式体系を定義する。 これは線形論理で使
われる形式体系である。 特に断り がない限り 、 この章では古典線形論理について
言及する。

3.1 乗法線形論理に関する証明構造
ここでは乗法結合子に限定した片側シークエント 計算について考える。 したがっ

て、 ルールは以下のものだけからなる。

p,∼ p Ax　 1
1

Γ

Γ, 0
0

Γ, A ∆, B

Γ,∆, A ⋆ B
⋆

Γ, A, B

Γ, A + B
+
Γ, A ∆,∼ A

Γ,∆
Cut

ここで以下の２ つの証明図を見る。

p,∼ p Ax q,∼ q Ax

p ⋆ q,∼ p,∼ q
⋆

r,∼ r Ax

(p ⋆ q) ⋆ r,∼ p,∼ q,∼ r
⋆

(p ⋆ q) ⋆ r,∼ p+ ∼ q,∼ r
+

p,∼ p Ax q,∼ q Ax

p ⋆ q,∼ p,∼ q
⋆

p ⋆ q,∼ p+ ∼ q
+

r,∼ r Ax

(p ⋆ q) ⋆ r,∼ p+ ∼ q,∼ r
⋆

これらの違いは規則の適用順序にしか無い。 このよう な違いしか無い証明図に関
して、 プルーフネッ ト では同じグラフを得ることができる。 また、 証明図を見て
わかるよう にシークエント 計算では何度も同じ論理式を記述しているが、 プルー
フネッ ト ではこのよう な冗長な記述を避けることもできる。

3.1.1 証明構造

初めに、 証明構造を定義する。 証明構造は論理式によってラベル付けされたラ
ベル付き無向グラフである。 証明構造は以下の６ つの構成要素からなる。
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p ∼ p

ax

1 0

A B

cut

A B

⋆

A ⋆ B

A B

+

A + B

正確な定義は以下で与えられる。

定義 (証明構造 (proof structure)).

f ormulaを論理式の集合とする。 証明構造 αは、 ３ つ組 (Vα, Eα, Lα)からなる無向
グラフである。 Vαは節点の集合、 Eαは辺の集合、 Lα : Vα −→ f ormulaはラベルに
対する関数の集合である。 また、 証明構造の定義と同時に、 終節点 (terminal node)

T Nの定義も行う 。 ここで、 α, β, · · · は証明構造を表し 、 xAは節点 xが Aでラベル
付けされていることを表す。

公理 α = ({x1, x2}, {{x1, x2}}, {(x1, p), (x2,∼ p)})は証明構造である。 このとき、 T N(α) =

{x1, x2}である。

1規則 α = ({x}, ∅, {(x, 1)})は証明構造である。 このとき、 T N(α) = {x}である。

0規則 α = ({x}, ∅, {(x, 0)})は証明構造である。 このとき、 T N(α) = {x}である。

結合規則 α, βが証明構造で、 Vα ∩ Vβ = ∅ならば、 (Vα ∪ Vβ, Eα ∪ Eβ, Lα ∪ Lβ)も証
明構造である。 このときの終節点は、 T N(α) ∪ T N(β)である。

カッ ト 規則 αが証明構造で、 x1
A, x2

∼A ∈ T N(α)ならば、 (Vα, Eα ∪ {{x1, x2}}, Lα})も
証明構造である。 このときの終節点は、 T N(α) \ {x1, x2}である。

⋆規則 αが証明構造で、 xA, yB ∈ T N(α)かつ z < Vαならば、 (Vα∪{z}, Eα∪{{x, z}, {y, z}}, Lα∪

{(z, A⋆ B)})も証明構造である。 このときの終節点は、 (T N(α) ∪ {z}) \ {x, y}で
ある。

+規則 αが証明構造で、 xA, yB ∈ T N(α)かつ z < Vαならば、 (Vα∪{z}, Eα∪{{x, z}, {y, z}}, Lα∪

{(z, A+ B)})も証明構造である。 このときの終節点は、 (T N(α) ∪ {z}) \ {x, y}で
ある。

以下のグラフが証明構造の例でである。
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p ∼ p q ∼ q r ∼ r

ax ax ax

⋆

∼ p ⋆ q

⋆

∼ q ⋆ r

+

(∼ p ⋆ q)+ ∼ r

3.1.2 帰納的証明構造

先ほど定義した証明構造の一部である帰納的証明構造を定義する。 帰納的証明
構造はシークエント 計算に対応している。 帰納的証明構造は以下の要素から構成
される。 ここからは α, β, · · · は証明構造または帰納的証明構造を表し、 文脈によっ
て使い分ける。

p ∼ p

ax

1 α 0

α β

A B

cut

α β

A B

⋆

A ⋆ B

α β

A B

+

A ⋆ B

正確な定義は以下で与えられる。

定義 (帰納的証明構造 (inductive proof structure)).

帰納的証明構造 αは、 ３ つ組 (Vα, Eα, Lα)からなる無向グラフである。 ここでも同
時に終節点 T N を定義する。

公理 α = ({x1, x2}, {{x1, x2}}, {(x1, p), (x2,∼ p)})は帰納的証明構造である。 このとき、
T N(α) = {x1, x2}である。

1規則 α = ({x}, ∅, {(x, 1)})は帰納的証明構造である。 このとき、 T N(α) = {x}で
ある。
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0規則 z < Vαである αが帰納的証明構造でならば、 α′ = (Vα ∪ {z}, Eα, Lα ∪ {(z, 0)})

も帰納的証明構造である。 このとき、 T N(α′) = T N(α) ∪ {z}である。

カッ ト 規則 α, βが帰納的証明構造で、 xA ∈ Vαかつ y∼A ∈ Vβ、 Vα ∩ Vβ = ∅ならば、
(Vα ∪ Vβ, (Eα ∪ Eβ) ∪ {{x, y}}, Lα ∪ Lβ})も帰納的証明構造である。 このときの
終節点は、 (T N(α) ∪ T N(β)) \ {x, y}である。

⋆規則 α, βが帰納的証明構造で、 xA ∈ Vα かつ yB ∈ Vβ、 Vα ∩ Vβ = ∅ ならば、
(Vα∪Vβ∪{z}, Eα∪Eβ∪{{x, z}, {y, z}}, Lα∪Lβ∪{(z, A⋆B)})も帰納的証明構造である。
ただし、 z < Vα∪Vβである。 このときの終節点は、 (T N(α)∪T N(β)∪{z})\{x, y}

である。

+規則 αが帰納的証明構造で、 xA, yB ∈ Vα かつ z < Vα ならば、 (Vα ∪ {z}, Eα ∪

{{x, z}, {y, z}}, Lα∪{(z, A+B)})も帰納的証明構造である。 このときの終節点は、
(T N(α) ∪ {z}) \ {x, y}である。

この帰納的証明構造はシークエント 計算と対応が取れる。

定理. 以下は同値である。

1. MCLL ⊢ Γ⇒ ∆

2. T N(α) = {xA ∈ Vα | A ∈ Γ ∪ ∆}である帰納的証明構造 αが存在する。

証明.

1→ 2 シークエント 計算の構成に関する帰納法で簡単に示すことができる。

2→ 1 帰納的証明構造の構成に関する帰納法で簡単に示すことができる。

�

3.2 プルーフネッ ト と帰納的証明構造
今度はグラフ的な特徴に着目して、 どのよう な証明構造が帰納的証明構造であ

るかを見る。 ここらかは 0と 1、 カッ ト 規則を落として、 ⋆と +の結合子だけに制
限した論理について考える。
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定義 (道標 (travel instructions for trip)).

証明構造 αに対して、 道標 αt = (Vαt
, Aαt

)を定義する。 Vαt
は節点の集合、 Aαt

は弧
の集合である。 証明構造の節点 xは x ↑と x ↓に分けられ、 辺も 2本の有向辺に分
けられる。

公理 α = ({x1, x2}, {{x1x2}}, {(x1, p), (x2,∼ p)})のとき、
αt = ({x1 ↑, x1 ↓, x2 ↑, x2 ↓}, {(x1 ↑, x2 ↓), (x2 ↓, x2 ↑), (x2 ↑, x1 ↓), (x1 ↓, x1 ↑)})で
ある。 グラフは以下のよう になる。

↑ p ↓ ↑ ∼ p ↓

1規則 α = ({x}, ∅, {(x, 1)})のとき、
αt = ({x ↑, x ↓}, {(x ↑, x ↓), (x ↓, x ↑)})である。 グラフは以下のよう になる。

↑ 1 ↓

0規則 α = ({x}, ∅, {(x, 0)})のとき、
αt = ({x ↑, x ↓}, {(x ↑, x ↓), (x ↓, x ↑)})である。 グラフは以下のよう になる。

↑ 0 ↓

結合規則 β, γから結合規則によって、 αが導出されたとする。
このとき、 αの道標 αtは (Vβt

∪ Vγt
, Aβt
∪ Aγt

)である。

⋆規則 T N(α′) = ΓL ∪ ∆R ∪ {x
A, yB}である α′に ⋆規則を適用して、 T N(α′) = ΓL ∪

∆R ∪ {z
A⋆B}である αが導出されたとする。 このとき、 αの道標 αtは以下のど

ちらかである。

• 左

αt = (Vα′ t∪{z ↑, z ↓}, (Aα′t∪{(x ↓, z ↓), (z ↑, y ↑), (y ↓, x ↑), (z ↓, z ↑)})\{(x ↓, x ↑), (y ↓, y ↑)})

グラフは以下のよう になる。
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α′t

↑ A ↓ ↑ B ↓

↑ A ⋆ B ↓

• 右

αt = (Vα′ t∪{z ↑, z ↓}, (Aα′t∪{(x ↓, y ↑), (y ↓, z ↓), (z ↑, x ↑), (z ↓, z ↑)})\{(x ↓, x ↑), (y ↓, y ↑)})

グラフは以下のよう になる。

α′t

↑ A ↓ ↑ B ↓

↑ A ⋆ B ↓

+規則 T N(α′) = ΓL ∪ ∆R ∪ {x
A, yB}である α′に +規則を適用して、 T N(α) = ΓL ∪

∆R ∪ {z
A+B}である αが導出されたとする。 このとき、 αの道標 αtは以下のど

ちらかである。

• 左

αt = (Vα′ t ∪ {z ↑, z ↓}, (Aα′t ∪ {(z ↑, x ↑), (x ↓, z ↓), (z ↓, z ↑)}) \ {(x ↓, x ↑)})

グラフは以下のよう になる。

α′t

↑ A ↓ ↑ B ↓

↑ A + B ↓
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• 右

αt = (Vα′ t ∪ {z ↑, z ↓}, (Aα′t ∪ {(z ↑, y ↑), (y ↓, z ↓), (z ↓, z ↑)}) \ {(y ↓, y ↑)})

グラフは以下のよう になる。

α′t

↑ A ↓ ↑ B ↓

↑ A + B ↓

以下のグラフは、 先ほどの証明構造の例に対する道標の１ つである。

↓ p ↑ ↓ ∼ p ↑ ↓ q ↑ ↓ ∼ q ↑ ↓ r ↑ ↓ ∼ r ↑

↓∼ p ⋆ q↑ ↓∼ q ⋆ r↑

↓ (∼ p ⋆ q)+ ∼ r ↑

定義. Ii, I j ∈ {↑, ↓}とする。 このとき、 AIiから BI jへの旅路 (trip)とは、 AIiから BI j

への道である。 また、 AIiから BI jへの旅路の長さとは、 旅路の途中で通った辺の
数である。 n個の節点を持つ証明構造に対して、 ある道標の旅路の長さが 2nであ
るとき、 この旅路は長旅 (longtrip)であるという 。 そして、 プルーフネッ ト とは、
証明構造の任意の道標における旅路が長旅である証明構造のことである。

定理. 以下の２ つの条件は等しい。

1. 証明構造が帰納的証明構造である。

2. 証明構造の全ての旅路が長旅である。

証明. 1→ 2は帰納的証明構造に関する帰納法で簡単に示すことができる。 �
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これから 2→ 1を示す。 初めに、 長旅の条件を変える。
+に関する辺のスイッチングとは、 以下のどちらかのよう に置き換えたもので

ある。

A B

+

A + B

A B

+

A + B

正確な定義は次の通り である。

定義 (スイッチング).

証明構造 αに対して、 スイッチング σ = (Vσ, Eσ, Lσ)を定義する。 Vσは節点の集
合、 Eσは辺の集合、 Lσ : Vσ −→ f ormulaはラベルに対する関数の集合である。

公理 α = ({x1, x2}, {{x1x2}}, {(x1, p), (x2,∼ p)})のとき、 σ = αである。

1規則 α = ({x}, ∅, {(x, 1)})のとき、 σ = αである。

0規則 α = ({x}, ∅, {(x, 0)})のとき、 σ = αである。

結合規則 β, γから結合規則によって、 αが導出されたとする。
このとき、 β, γそれぞれのスイッチングを σβ, σγとすると 、 σは以下である。

σ = (Vα, Eσβ ∪ Eσγ , Lα)

⋆規則 T N(α′) = ΓL ∪ ∆R ∪ {x
A, yB}である α′に ⋆規則を適用して、 T N(α′) = ΓL ∪

∆R ∪ {z
A⋆B}である αが導出されたとする。 このとき、 α′のスイッチングを σ′

とすると 、 σは以下である。

σ = (Vα, Eσ′ ∪ {(x, z), (y, z)}, Lα)

+規則 T N(α′) = ΓL ∪ ∆R ∪ {x
A, yB}である α′に ⋆規則を適用して、 T N(α) = ΓL ∪

∆R ∪ {z
A+B}である αが導出されたとする。 このとき、 α′のスイッチングを σ′

とすると 、 σは以下のどちらかである。

• 左

σ = (Vα, Eσ′ ∪ {(x, z)}, Lα)
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• 右

σ = (Vα, Eσ′ ∪ {(y, z)}, Lα)

αを証明構造とする。 このとき、 ２ 節点 x, y ∈ Vα に対して道があるスイッチン
グが存在するとき、 x⌣ yと書く 。 逆に全てのスイッチングで２ 点間に道が存在し
ないとき、 x 6⌣ yと書く 。 以下が証明構造のスイッチングの例である。

p ∼ p q ∼ q r ∼ r

ax ax ax

⋆

∼ p ⋆ q

⋆

∼ q ⋆ r

+

(∼ p ⋆ q)+ ∼ r

次に、 スイッチングに対する道標を定義する。 証明構造に対する定義とは +規
則に関して違いがある。

定義 (道標).

スイッチング σに対して、 道標σt = (Vσt
, Aσt

)を定義する。 Vσt
は節点の集合、 Aσt

は弧の集合である。

公理 σ = ({x1, x2}, {{x1x2}}, {(x1, p), (x2,∼ p)})のとき、
σt = ({x1 ↑, x1 ↓, x2 ↑, x2 ↓}, {(x1 ↑, x2 ↓), (x2 ↓, x2 ↑), (x2 ↑, x1 ↓), (x1 ↓, x1 ↑)})で
ある。

1規則 σ = ({x}, ∅, {(x, 1)})のとき、
σt = ({x ↑, x ↓}, {(x ↑, x ↓), (x ↓, x ↑)})である。

0規則 σ = ({x}, ∅, {(x, 0)})のとき、
σt = ({x ↑, x ↓}, {(x ↑, x ↓), (x ↓, x ↑)})である。

結合規則 ̺, ρから結合規則によって、 σが導出されたとする。
このとき、 σの道標σtは以下である。

(V̺t
∪ Vρt

, A̺t
∪ Aρt

)
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⋆規則 T N(σ′) = ΓL ∪ ∆R ∪ {x
A, yB} である σ′ に ⋆規則を適用して、 T N(σ′) =

ΓL ∪ ∆R ∪ {z
A⋆B}である σが導出されたとする。 このとき、 σの道標 σtは以

下のどちらかである。

• 左

σt = (Vσ′t∪{z ↑, z ↓}, (Aσ′t∪{(x ↓, z ↓), (z ↑, y ↑), (y ↓, x ↑), (z ↓, z ↑)})\{(x ↓, x ↑), (y ↓, y ↑)})

• 右

σt = (Vσ′t∪{z ↑, z ↓}, (Aσ′t∪{(x ↓, y ↑), (y ↓, z ↓), (z ↑, x ↑), (z ↓, z ↑)})\{(x ↓, x ↑), (y ↓, y ↑)})

左+規則 T N(σ′) = ΓL ∪ ∆R ∪ {x
A, yB}である σ′に左 +規則を適用して、 T N(σ) =

ΓL ∪ ∆R ∪ {z
A+B}である σが導出されたとする。 このとき、 σの道標 σtは以

下である。

σt = (Vσ′t ∪ {z ↑, z ↓}, (Aσ′t ∪ {(z ↑, x ↑), (x ↓, z ↓), (z ↓, z ↑)}) \ {(x ↓, x ↑)})

右 +規則 T N(σ′) = ΓL ∪ ∆R ∪ {x
A, yB}である σ′に右 +規則を適用して、 T N(σ) =

ΓL ∪ ∆R ∪ {z
A+B}である σが導出されたとする。 このとき、 σの道標 σtは以

下である。

σt = (Vσ′ t ∪ {z ↑, z ↓}, (Aσ′t ∪ {(z ↑, y ↑), (y ↓, z ↓), (z ↓, z ↑)}) \ {(y ↓, y ↑)})

スイッチングを用いて証明構造の全ての旅路が長旅であるという条件と同値な条
件を示す。

定義. 道が v, · · · , vi, · · · , v j (v1 = v j , vi)であるとき、 閉路という 。 グラフが循環的
(cyclic)であるとは、 閉路が存在するときである。 逆に閉路が存在しないとき、 グ
ラフは非循環的 (acyclic)であるという 。 さらに、 任意の２ つの節点の間に道があ
るグラフを連結グラフと呼ぶ。

補題. 以下の２ つの条件は等しい。

1. 証明構造の全ての旅路が長旅である。

2. 証明構造の任意のスイッチングに対して、 非循環的かつ連結グラフである。

証明.
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• 1→ 2

ある証明構造が長旅である旅路を持つとき、 連結グラフである。 次にグラフ
が非循環的であることを示す。 証明構造のスイッチングが循環的であるとす
ると 、 以下のよう な証明構造を考えることができる。

· · · p · · · q · · · ∼ p · · · ∼ q · · ·

A ⋆ B

これらの道標について考えると 、 以下のよう な道標が得られる。

· · · ↑ p ↓ · · · ↑ q ↓ · · · ↑ ∼ p ↓ · · · ↑ ∼ q ↓ · · ·

↑ A ↓ ↑ B ↓

↑ A ⋆ B ↓

実線に着目すると、 明らかに長旅でない旅路があることが分かる。 これは証
明構造の全ての旅が長旅であるという仮定と矛盾するので、 証明構造が長旅
ならば非循環的である。

• 2→ 1

証明構造の構成に関する帰納法で示すことができる。

�
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補題 (+除去). zA+B ∈ T N(α)かつ {xA, z}, {yB, z} ∈ Eαを満たす αがプルーフネット な
らば、 (Vα \ {z}, Eα \ {{x, z}, {y, z}}, Lα \ {(z, A + B)})もプルーフネッ ト である。

証明. +結合子に関するスイッチングの定義から 、 プルーフネット からその +結合
子の終節点に関する部分を取り 除いても、 その証明構造のスイッチングは非循環
的かつ連結グラフである。 したがって、 それもまたプルーフネッ ト である。 �

次に、 A ⋆ Bでラベル付けされた終節点の除去に関する補題を示す。 そのため
には様々な補題が必要であるので、 それらから示す。

定義. x, y, z ∈ Vαを満たす、 σの道標σtおいて、 xIiから yI jまでの旅路の途中で zIk

を通るとき、 zIk ∈ [xIi, yI j]σ と書く 。 ただし 、 Ii, I j, Ik ∈ {↑, ↓}とする。

定義 (帝国 (empire)). x ∈ Vαである αを証明構造、 αのスイッチングの集合を S (α)

とする。 任意のスイッチング σ ∈ S (α)に対して、 x ↓∈ [x ↑, x ↑]σである xの帝国
e(x)は以下の条件を満たす３ つ組 (Ve(x), Ee(x), Le(x))からなるグラフである。

• Ve(x) = {y ∈ Vα | ∀σ ∈ S (α).( y ↑, y ↓∈ [x ↑, x ↓]σ)}

• Ee(x) = {{y1, y2} ∈ Eα | y1, y2 ∈ Ve(x)}

• Le(x) = {(y, A) ∈ Lα | y ∈ Ve(x)}

定理 (旅路定理 (trip theorem)). αを証明構造、 S (α)を αのスイッチングの集合とす
る。 このとき、 任意の x ∈ Ve(x) に対して、 x ∈ {y ∈ Vα | y ↑, y ↓∈ [x ↑, x ↓]σ}を満た
すスイッチング σ ∈ S (α)が存在する。

証明. 証明構造の帰納法で示す。
基底段階

• 公理のとき x1
p, x2

∼p とする。

– x ≡ x1のとき
Ve(x1) = {x1, x2}で、 σtにおいて旅路 x1 ↑, x2 ↓, x2 ↑, x1 ↓である σが存在
する。

– x ≡ x2のとき
Ve(x2) = {x1, x2}で、 σtにおいて旅路 x2 ↑, x1 ↓, x1 ↑, x2 ↓である σが存在
する。

帰納段階
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• 最後に結合規則で導出されたとき
証明構造 β, γに結合規則を適用して、 証明構造αが構成されたとする。 x ∈ Vβ

とすると 、 任意の y ∈ Vγに対して x < Ve(y)である。 よって、 帰納法の仮定よ
り 、 求めるスイッチングが存在することが分かる。 y ∈ Vγに対しても同様の
議論ができる。

• 最後に ⋆規則で導出されたとき
証明構造 βに ⋆規則が適用して、 証明構造 αが構成されたとする。 新たに追
加された節点を x3

A⋆Bとし 、 {x1
A, x3}, {x2

B, x3} ∈ Eαとする。 仮定より 、 αの任
意のスイッチングの道標において、 x ↑, · · · , x ↓, · · · , x ↑なので、 βにおいて
Ve(x1) ∩ Ve(x2) = ∅である。 S (e(x1)), S (e(x2))をそれぞれ e(x1), e(x2)のスイッチ
ングの集合、 x ∈ Vα とする。

– x1 ∈ Ve(x)のとき
x１ ∈ Ve(x) より 、 x3 ∈ Ve(x) である。 さらに x2 ∈ Ve(x) なので、 任意の
y ∈ Ve(x2) に対して、 y ∈ Ve(x) である。 したがって、 τt において旅路 x ↑

, · · · , x1 ↓, x3 ↓, x3 ↑, x2 ↑, · · · , x2 ↓, x1 ↑, · · · , x ↓を持つ τ ∈ S (α)が存在す
ればよい。帰納法の仮定より 、任意の x′ ∈ Ve(x)に対して、 x′ ∈ {y ∈ Vβ | y ↑

, y ↓∈ [x ↑, x ↓]σ}を満たすスイッチング σ ∈ S (e(x1))が存在する。 すなわ
ち、 σtにおいて Ve(x)の全ての要素を含む旅路 x ↑, · · · , x1 ↓, x1 ↑, · · · , x ↓

が存在する。 同様に、 帰納法の仮定より 、 任意の y′ ∈ Ve(x2) に対して、
y′ ∈ {y ∈ Vβ | y ↑, y ↓∈ [x2 ↑, x2 ↓]σ′}を満たすスイッチング σ′ ∈ S (e(x2))

が存在する。 すなわち、 σ′t において Ve(x2) の全ての要素を含む旅路
x2 ↑, · · · , x2 ↓が存在する。 故に、 σ, σ′を保ち、 x3の ⋆に関する辺に対
して、 左 ⋆規則を選択するよう に τを取ればよい。

– x2 ∈ e(x)のとき
上と同様の議論から示すことができる。

– x1, x2 < e(x)のとき
新たに追加された辺とは関係がなく 、 帰納法の仮定から求める旅路が得
られる。

• 最後に +規則で導出されたとき
証明構造 βに +規則が適用されて、 証明構造 αが構成されたとする。 新たに
追加された節点を x3

A+B とし 、 {x1
A, x3}, {x2

B, x3} ∈ Eα とする。 S (β)は βのス
イッチングの集合、 x ∈ Vα とする。

– x1 ∈ Ve(x)かつ x2 < Ve(x)のとき
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x2 < Ve(x) より 、 x3 < Ve(x) である。 したがって、 τt において旅路 x ↑

, · · · , x1 ↓, x1 ↑, · · · , x ↓を持つ τ ∈ S (α)が存在するればよい。 帰納法の
仮定より 、 任意の x′ ∈ Ve(x) に対して、 x′ ∈ {y ∈ Vα | y ↑, y ↓∈ [x ↑, x ↓]σ}

を満たすスイッチング σ ∈ S (β)が存在する。 すなわち、 σtにおいて Ve(x)

の全ての要素を含む旅路 x ↑, · · · , x1 ↓, x1 ↑, · · · , x ↓が存在する。 故に、
σを保ち、 x3の +に関する辺に対して、 右+規則を選択するように τを
取ればよい。

– x1 < Ve(x)かつ x2 ∈ Ve(x)のとき
上と同様の議論から示すことができる。

– x1, x2 ∈ Ve(x)のとき
x1, x2 ∈ Ve(x) より 、 x3 ∈ Ve(x) である。 したがって、 τt において旅路 x ↑

, · · · , x1 ↓, x3 ↓, x3 ↑, x1 ↑, · · · , x2 ↓, x2 ↑, · · · , x ↓を持つ τ ∈ S (α)が存在
するればよい。 帰納法の仮定より 、 任意の x′ ∈ Ve(x)に対して、 x′ ∈ {y ∈

Vβ | y ↑, y ↓∈ [x ↑, x ↓]σ} を満たすスイッチング σ ∈ S (β)が存在する。
すなわち、 σtにおいて Ve(x)の全ての要素を含む旅路 x ↑, · · · , x1 ↓, x1 ↑

, · · · , x2 ↓, x2 ↑, · · · , x ↓が存在する。 故に、 σを保ち、 x3の +に関する
辺に対して、 左+規則を選択するように τを取ればよい。 帰納法の仮定
より 、 σt において x ↑, · · · , x2 ↓, x2 ↑, · · · , x1 ↓, x1 ↑, · · · , x ↓が得られた
場合も同様の議論で求める旅路が得られる。

– x1, x2 < Ve(x)のとき
新たに追加された辺とは関係がなく 、 帰納法の仮定から求める旅路が得
られる。

�

補題. x3
B⋆C ∈ Vαかつ {x1

B, x3}, {x2
C , x3} ∈ Eα を満たす αをプルーフネッ ト とする。

任意のスイッチング σ ∈ S (α)において、 y ∈ T N(α)が σtにおいて旅路 x3 ↓, · · · , y ↓

, · · · , y ↑, · · · , x3 ↑を満たすならば、 e(x1) ∪ e(x2) ⊆ e(y)である。

証明. αがプルーフネッ ト であることと帝国の定義から 、 e(x1), e(x2) ⊆ e(x3)であ
る。 また、 仮定より e(x3) ⊆ e(y)である。 よって、 e(x1) ∪ e(x2) ⊆ e(y)である。 �

次に、 証明構造 αを ２ つに分けることを保証する定理を示す。 先ほどの +除去の
補題の ⋆結合子に関する定理である。

定理 (分裂定理 (splitting theorem)). 終節点に ⋆結合子の論理式でラベル付けされ
た節点が少なく とも １ つ存在し 、 +結合子の論理式でラベル付けされた節点がな
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いプルーフネッ ト αを考える。 このとき、 以下の条件を満たす x1
A, x2

B, x3
A⋆B ∈ Vα

が存在する。 ただし 、 x3 ∈ T N(α)かつ {x1, x3}, {x2, x3} ∈ Eαである。

• Vα = Ve(x1) ∪ Ve(x2) ∪ {x3}

• Eα = Ee(x1) ∪ Ee(x2) ∪ {{x1, x3}, {x2, x3}}

• Lα = Le(x1) ∪ Le(x2 ) ∪ {(x3, A ⋆ B)}

このとき、 x3 を分裂可能節点や αを分裂可能という 。 また、 このよう な x3 を持つ
とき αは分割可能であるという 。

証明. {x1
A, x3

A⋆B}, {x2
B, x3} ∈ Eα を満たすプルーフネッ ト αにおいて、 e(x1) ∪ e(x2)

が ⊆に関して最大となるものを選択する。 初めに、 x3 ∈ T N(α)であることを示す。
x3 < T N(α)と仮定すると 、 x3 ↓, · · · , y ↓, · · · , y ↑, · · · , x3 ↑を満たす y ∈ T N(α)が存
在する。 このとき、 先ほどの補題より e(x1) ∪ e(x2) ⊆ e(y)なので、 e(x1) ∪ e(x2)が
⊆に関して最大であることに矛盾する。 したがって、 x3 ∈ T N(α)である。
次に３ つの条件を満たすことを示す。 旅路定理より 、 z ∈ Ve(x1) ならば z ∈ {y ∈

Vα | y ↑, y ↓∈ [x ↑, x ↓]σ}かつ z ∈ Ve(x2)ならば z ∈ {y ∈ Vα | y ↑, y ↓∈ [x ↑, x ↓]σ} を満
たす αのスイッチング σを取ることができる。 また αがプルーフネッ ト であるこ
とから 、 σを以下のよう な簡潔なグラフで表すことができる。

e(A) e(B)

↓ A ↑ ↓ B ↑

↓ A ⋆ B ↑

e(A) e(B)

↓ A ↑ ↓ B ↑

↓ A ⋆ B ↑

この２ つのグラフから明らかに３ つの条件を満たしていることが分かる。 �

最後に、 プルーフネッ ト が帰納的証明構造であることを示す。

定理. プルーフネッ ト は帰納的証明構造である。

証明. プルーフネッ ト の節点の個数に関する帰納法で示す。
基底段階

• 節点が０ 個のプルーフネッ ト は存在しない。
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帰納段階
任意のプルーフネッ ト を αとする。

• xA+B ∈ T N(α)であるとき
αに +除去の補題を適用して、 プルーフネッ ト が手に入る。 それに帰納法の
仮定を用いて、 それが帰納的証明構造であることが分かる。 その帰納的証明
構造の +規則を適用すると 、 αは帰納的証明構造であることが分かる。

• xA+B
< T N(α)であるとき

xに対して分裂定理を適用することで、 Vβ ∩ Vγ = ∅である２ つのプルーフ
ネッ ト βと γが手に入る。 これらに帰納法の仮定を適用すると 、 βと γは帰
納的証明構造であることが分かる。 これら ２ つに対して帰納的証明構造の ⋆
規則が適用でき、 αは帰納的証明構造であることが分かる。

�

3.3 ⊸結合子に関する帰納的証明構造
⊸結合子と定数 0からなる線形論理を MIZLLとする。 この論理に対して帰納的

証明構造を定義する。 つまり 、 ⋆と +結合子を ⊸結合子に変えた帰納的証明構造
を定義する。 先ほどの節では片側シークエント 計算で考えたが、 ここでは最初に
定義したシークエント 計算について考える。 さらに、 都合により 単純に結合子を
置き換えたものではない。

定義 (帰納的証明構造).

f ormula∗ = {A∗ | A ∈ f ormula, ∗ ∈ {L,R}}とする。 帰納的証明構造 αは、 ３ つ組
(Vα, Eα, Lα)からなる無向グラフである。 ここで、 Vαは節点の集合、 Eαは辺の集合、
Lα : Vα −→ f ormula∗はラベルに対する関数の集合である。 同時に終節点 T N を定
義する。

公理 α = ({x1, x2}, {{x1x2}}, {(x1, pL), (x2, pR)})は帰納的証明構造である。 このとき、
T N(α) = {x1, x2}である。

L0規則 α = ({x}, ∅, {(x, 0L)})は帰納的証明構造である。 このとき、 T N(α) = {x}で
ある。

R0規則 z < Vαである αが帰納的証明構造ならば、 α′ = (Vα ∪ {z}, Eα, Lα ∪ {(z, 0R)})

も帰納的証明構造である。 このとき、 T N(α′) = T N(α) ∪ {z}である。
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L⊸規則 α, βが帰納的証明構造で、 xAR ∈ T N(α)かつ yBL ∈ T N(β)、 Vα ∩ Vβ = ∅

ならば、 (Vα ∪ Vβ ∪ {z}, Eα ∪ Eβ ∪ {{x, z}, {y, z}}, Lα ∪ Lβ ∪ {(z, (A ⊸ B)L)}) も
帰納的証明構造である。 ただし 、 z < Vα ∪ Vβ とする。 このときの終節点は、
(T N(α) ∪ T N(β) ∪ {z}) \ {x, y}である。

R⊸規則 αが帰納的証明構造で、 xAL , yBR ∈ T N(α)かつ z < Vαならば、
(Vα ∪ {z}, Eα ∪ {{x, z}, {y, z}}, Lα ∪ {(z, (A⊸ B)R)})も帰納的証明構造である。 こ
のときの終節点は、 (T N(α) ∪ {z}) \ {x, y}である。

ここでは直観主義線形論理に関する帰納的証明構造も定義する。 古典線形論理に
関する帰納的証明構造との違いは R0規則にだけ現れる。 その違いのために、 終節
点 T N(α)に関して以下の表記を導入する。

• T NL(α) = {xAL ∈ T N(α) | AL ∈ f ormula∗}

• T NR(α) = {xAR ∈ T N(α) | AR ∈ f ormula∗}

定義 (直観主義線形論理の帰納的証明構造).

帰納的証明構造αは、 ３ つ組 (Vα, Eα, Lα)からなる無向グラフである。 ここで、 Vα

は節点の集合、 Eαは辺の集合、 Lα : Vα −→ f ormula∗はラベルに対する関数の集合
である。 同時に終節点 T N を定義する。

公理 α = ({x1, x2}, {{x1x2}}, {(x1, pL), (x2, pR)})は帰納的証明構造である。 このとき、
T N(α) = {x1, x2}である。

L0規則 α = ({x}, ∅, {(x, 0L)})は帰納的証明構造である。 このとき、 T N(α) = {x}で
ある。

R0規則 z < Vα である αが帰納的証明構造で、 T NR(α) = ∅ ならば、 α′ = (Vα ∪

{z}, Eα, Lα∪{(z, 0R)})も帰納的証明構造である。 このとき、 T N(α′) = T N(α)∪{z}

である。

L⊸規則 α, βが帰納的証明構造で、 xAR ∈ T N(α)かつ yBL ∈ T N(β)かつ Vα∩Vβ = ∅

ならば、 (Vα ∪ Vβ ∪ {z}, Eα ∪ Eβ ∪ {{x, z}, {y, z}}, Lα ∪ Lβ ∪ {(z, (A ⊸ B)L)}) も
帰納的証明構造である。 ただし 、 z < Vα ∪ Vβ とする。 このときの終節点は、
(T N(α) ∪ T N(β) ∪ {z}) \ {x, y}である。

R⊸規則 αが帰納的証明構造で、 xAL , yBR ∈ T N(α)かつ z < Vαならば、
(Vα ∪ {z}, Eα ∪ {{x, z}, {y, z}}, Lα ∪ {(z, (A⊸ B)R)})も帰納的証明構造である。 こ
のときの終節点は、 (T N(α) ∪ {z}) \ {x, y}である。
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これからは古典線形論理の帰納的証明構造を IPSc、 直観主義論理の帰納的証明構
造を IPSiと呼ぶ。

3.3.1 シークエント 計算との対応関係

定理. 以下の２ つは同値である。

1. MIZCLL ⊢ Γ⇒ ∆

2. T N(α) = ΓL ∪ ∆Rである IPSc αが存在する。
ただし 、 ΓL = {x

AL ∈ T N(α) | A ∈ Γ}かつ ∆L = {x
AR ∈ T N(α) | A ∈ ∆}である。

証明.

• 1→ 2

MIZCLLの構成に関する帰納法で示すことができる。

• 2→ 1

IPScの構成に関する帰納法で示すことができる。

�

同様に、 直観主義論理に対しても対応関係が成り 立つ。

定理. 以下の２ つは同値である。

1. MIZILL ⊢ Γ⇒ A

2. T N(α) = ΓL ∪ {x
AR}である IPSi αが存在する。

ただし 、 ΓL = {x
BL ∈ T NL(α) | B ∈ Γ}である。

3.3.2 帰納的証明構造に関する概念

論理式に対して定義や補題として与えられているものを、 この帰納的証明構造
で用いるために節点に対して定義する。

定義 (部分節点).

xA ∈ Vαの部分節点 sub(x)は以下のよう に定義される。

• sub(xpL) = sub(xpR) = {x}

39



• sub(x0L) = sub(x0R) = ∅

• sub(x(B⊸C)L) = sub(x(B⊸C)R) = sub(y) ∪ sub(z) ∪ {x}

ただし 、 {y, x}, {z, x} ∈ Eαである。

定義 (狭義の擬正節点 (pseudo strictly positive vertex)).

xA ∈ Vαの狭義の擬正節点 sub++(x)は以下のよう に定義される。

• sub++(xpL ) = sub++(xpR ) = {x}

• sub++(x0L ) = sub++(x0R ) = ∅

• sub++(x(B⊸C)L ) = sub++(yCL) ∪ {x}

• sub++(x(B⊸C)R ) = sub++(yCR ) ∪ {x}

ただし 、 {y, x} ∈ Eαである。

定義 (狭義の擬負節点 (pseudo strictly negative vertex)). xA ∈ Vαの狭義の擬負節点
sub−−(x)は以下のよう に定義される。

• sub−−(xpL ) = sub−−(xpR ) = {x}

• sub−−(x0L ) = sub−−(x0R ) = ∅

• sub−−(x(B⊸C)L ) = sub−−(yBL) ∪ {x}

• sub−−(x(B⊸C)R ) = sub−−(yBR) ∪ {x}

ただし 、 {y, x} ∈ Eαである。

定義 (退去節点と進入節点).

x ∈ Vαの退去節点 LE(x)と進入節点 EN(x)は以下のよう に定義される。

• LE(x) = max({y | x ∈ sub++(y)})

• EN(x) = min({y | LE(x) ∈ sub−−(y)})

ここでこれまでの概念に対して例を挙げる。

40



pL pR qL qR rL rR

ax ax ax

⊸L

(p ⊸ q)L

⊸L

(q⊸ r)L

⊸R

((p⊸ q)⊸ r)R

sub++(((p ⊸ q)⊸ r)R) = {((p⊸ q)⊸ r)R, rR}

sub−−(((p ⊸ q)⊸ r)R) = {((p⊸ q)⊸ r)R, (p⊸ q)L, pR}

LE(rR) = ((p⊸ q)⊸ r)R

EN(rR) = ((p⊸ q)⊸ r)R

3.3.3 可逆性

ここでは、 帰納的証明構造に関する可逆性を示す。 +除去の補題と類似した補題
である。

補題 (可逆性).

• R0に関する可逆性
T N(α) = {ΓL,∆R, x

0R}である αが帰納的証明構造ならば、 T N(α′) = {ΓL,∆R}

である帰納的証明構造 α′が存在する。

• R⊸に関する可逆性
T N(α) = {ΓL,∆R, z

(A⊸B)R}である αが帰納的証明構造ならば、 T N(α′) = {ΓL,∆R, x
AL , yBR}

である帰納的証明構造 α′が存在する。 ただし 、 {x, z}, {y, z} ∈ Eαである。

証明 (R0に関する可逆性).

帰納的証明構造の構成に関する帰納法で示す。
基底段階

• 公理または L0規則で導出されたとき
これらの場合は x0R を含まない。

帰納段階

• 最後に R0規則で導出されたとき
帰納的証明構造 βから R0規則によって αが導出されたとする。
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– 最後の規則によって x0R が導出されたとき
帰納的証明構造の定義より 、 βは帰納的証明構造であり 、 求める α′ で
ある。

– 最後の規則によって x0R 以外が導出されたとき
βに帰納法の仮定して、 β′が取れる。 よって、 β′に R0規則を適用する
ことで、 求める帰納的証明構造 α′が存在することが分かる。

• 最後に L⊸規則で導出されたとき
帰納的証明構造βと γから L⊸規則によって αが導出されたとする。 x0R ∈ Vβ

とし 、 βに帰納法の仮定を適用したものを β′ とする。 このとき、 以下のよう
に αを再構成できる。

β′ γ

α′
L⊸

α R0

したがって、 求める帰納的証明構造α′が存在することが分かる。 また、 x ∈ Vγ

に対しても同様の議論ができる。

• 最後に R⊸規則で導出されたとき
帰納的証明構造 βから R⊸規則によって αが導出されたとする。 βに帰納法
の仮定を適用したものを β′ とする。 このとき、 以下のよう に αを再構成で
きる。

β′

α′
R⊸

α R0

したがって、 求める帰納的証明構造 α′が存在することが分かる。

�

証明 (R⊸に関する可逆性).

帰納的証明構造の構成に関する帰納法で示す。
基底段階

• 公理または L0によって導出されたとき
これらの場合は z(A⊸B)R を含まない。

帰納段階

• 最後に R0よって導出されたとき
帰納的証明構造 βから R0規則によって αが導出されたとする。 βに帰納法
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の仮定を適用したものを β′ とする。 このとき、 以下のよう に αを再構成で
きる。

β′

α′
R0

α R⊸

したがって、 求める帰納的証明構造 α′が存在することが分かる。

• 最後に L⊸よって導出されたとき
帰納的証明構造βと γから L ⊸規則によって αが導出されたとする。 z(A⊸B)R ∈

Vβとし 、 βに帰納法の仮定を適用したものを β′とする。 このとき、 以下のよ
う に αを再構成できる。

β′ γ

α′
L⊸

α R⊸

したがって、 求める帰納的証明構造α′が存在することが分かる。 また、 z ∈ γ

に対しても同様の議論ができる。

• 最後に R⊸よって導出されたとき
帰納的証明構造 βから R⊸規則によって αが導出されたとする。

– 最後の規則によって z(A⊸B)Rが導出されたとき
帰納的証明構造の定義より 、 βは帰納的証明構造であり 、 求める α′が存
在する。

– 最後の規則によって z(A⊸B)R以外が導出されたとき
βに帰納法の仮定して、 β′が取れる。 よって、 β′ に R ⊸規則をするこ
とで、 求める帰納的証明構造 α′が存在することが分かる。

�
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第4章 線形論理における古典論理と
直観主義論理の関係

4.1 ⊸結合子だけからなる線形論理での関係
初めに、 ⊸の結合子だけを持つ線形論理について考える。 つまり 、 シークエン

ト 計算は以下の公理と規則だけからなる。

p⇒ p Ax
Γ, A⇒ ∆ Γ

′, B⇒ ∆′

Γ, Γ′, A⊸ B⇒ ∆,∆′
L⊸

Γ, A⇒ B,∆

Γ⇒ A⊸ B,∆
R⊸

この線形論理で Γ⇒ ∆が証明可能であるとき、 MILL ⊢ Γ⇒ ∆とする。 このとき、
以下の定理が成り 立つ。

定理. 以下の２ 条件は同値である。

1. MICLL ⊢ Γ⇒ A

2. MIILL ⊢ Γ⇒ A

この証明には以下の補題が必要である。

補題. MICLL 0 Γ⇒

証明. MICLLの構成に関する帰納法で示す。
基底段階

• 公理
この補題は成り 立つ。

帰納段階

• 最後に L⊸規則で導出されたとき
MICLL ⊢ Γ⇒ならば以下の場合が考えられる。

Γ1 ⇒ B Γ2,C ⇒

Γ1, Γ2, B⊸ C ⇒
L⊸

しかし 、 帰納法の仮定より MICLL 0 Γ′,C ⇒である。 したがって、 MICLL 0

Γ⇒が成立する。
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• 最後に R⊸規則で導出されたとき
明らかに MICLL 0 Γ⇒である。

�

この補題を用いて先ほどの定理を証明する。

証明.

• 1→ 2

MICLLの構成に関する帰納法で示す。
基底段階

– MICLL ⊢ p⇒ pのとき
定義から MIILL ⊢ p⇒ pである。

帰納段階

– 最後に L⊸規則で導出されたとき
MICLL ⊢ Γ1, Γ2, B⊸ C ⇒ Aならば以下の場合が考えられる。

Γ1 ⇒ B Γ2,C ⇒ A

Γ1, Γ2, B⊸ C ⇒ A
L⊸

Γ1 ⇒ B, A Γ2,C ⇒

Γ1, Γ2, B⊸ C ⇒ A
L⊸

先ほどの補題より 、 右側の場合は起こらない。 したがって、 左側の場合の
みを考える。 帰納法の仮定より 、 MIILL ⊢ Γ1 ⇒ Bかつ MIILL ⊢ Γ2 ⇒ A

である。 よって、 MIILL ⊢ Γ1, Γ2, B⊸ C ⇒ Aである。

– 最後に R⊸規則で導出されたとき
MICLL ⊢ Γ⇒ B⊸ Cならば、 以下の証明図が考えられる。

Γ, B⇒ C

Γ⇒ B⊸ C
R⊸

帰納法の仮定より MIILL ⊢ Γ, B ⇒ C なので、 MIILL ⊢ Γ ⇒ B ⊸ Cで
ある。

• 2→ 1

シークエント 計算の定義から自明である。

�
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4.2 MIZLLに関する関係
次に、 先ほどの論理に定数0を追加した線形論理について考える。 つまり 、 シー

クエント 計算は以下の公理と規則だけからなる。

p⇒ p Ax 0⇒ p
L0

Γ⇒ ∆
Γ⇒ ∆, 0

R0

Γ, A⇒ ∆ Γ
′, B⇒ ∆′

Γ, Γ′, A⊸ B⇒ ∆,∆′
L⊸

Γ, A⇒ B,∆

Γ⇒ A⊸ B,∆
R⊸

先ほどの論理では古典的な論理と直観主義的な論理は証明能力が同じであったが、
定数 0を加えることで古典的な論理の方が多く の論理式を証明できるよう になる。
先行研究 [5, 6]では、 終式だけを見て DNE やそれに代わる集合を定めていた。

しかし 、 線形論理では弱化規則と縮約規則が認められていないので、 同様に考え
るのは難しい。 したがって、 終式だけでなく 証明図を解析して DNE を定める。 公
理として現れた⇒の右側の pが⇒の左側に移るまでの証明図の挙動を調べる。 つ
まり 、 以下のよう な証明図の点の部分に着目する。

p⇒ p Ax

...
Γ
′ ⇒ P,∆′ Γ

′,Q⇒ ∆′

Γ, Γ′, P⊸ Q⇒ ∆,∆′

4.2.1 帰納的証明構造を用いたアプローチ

シークエント 計算の証明図ではなく 、 前章で定義した帰納的証明構造を用いて
解析する。 つまり 、 IPScと IPSiについて解析する。 帰納的証明構造の利点として
以下の２ つ挙げられる。
１ つ目は、 グラフ的な特徴付けができることである。 MIZCLL ⊢∼∼ p⇒ pに対応
する帰納的証明構造は以下である。

pL pR 0R

0L

ax

⊸R

(∼ p)R

⊸L

(∼∼ p)L

46



このよう に、 論理式間の関係がつながり で分かる。 このつながり に関する特徴付
けを試みる。
２ つ目は、 規則の適用順序だけの違いであるものの区別をしなく て良いことで

ある。 例として、 ２ つの証明図を挙げらる。

⇒ A B,C ⇒ D

A⊸ B,C ⇒ D
L⊸

A⊸ B⇒ C ⊸ D
R⊸

⇒ A

B,C ⇒ D

B⇒ C ⊸ D
R⊸

A⊸ B⇒ C ⊸ D
L⊸

見て分かるように、 これらの違いはL⊸規則と R⊸規則の適用順序の違いだけで
ある。 そして、 これら ２ つの証明図に対する帰納的証明構造は以下のようになる。

AR BL CL DR

⊸L

(A⊸ B)L

⊸R

(C ⊸ D)R

規則の適用順序だけの違いを無く すことで、 解析すべき証明図の数を減らすこと
ができる。
これら ２ つの理由から 、 シークエント 計算ではなく 、 帰納的証明構造を用いる。

まず、 よく 知られた定理を帰納的証明構造の形で書き直す。 今までは、 T NRが
高々１ つの IPScに対して、 それに対応する IPSiが存在することを示した。 しかし、
線形論理では直接証明することがきない。 そのため、 T NR に制限を加えないもの
に対して示す。

定理. T N(α) = ΓL ∪ ∆Rである IPSc αが存在するならば、 T N(αi) = ΓL ∪ (∼ ∆′)L ∪

{yAR} ∪ DNEαである IPSi αiが存在する。
ただし 、 ∆R = ∆

′
R ∪ {y

AR}かつ DNE = {x(∼∼p⊸p)L |(x2, pR) ∈ Lα, x2 < ∆
′
R}である。 こ

こで、 x2 7−→ x < Vαは単射である。

証明. IPScの構成に関する帰納法で示す。
基底段階

• 公理で導出されたとき
T N(α) = {x1

pL , x2
pR}である IPSc αが存在したとする。 このとき、 ２ つの IPSi αi

の存在を示す。

1. T N(αi) = {x1
pL , x2

pR , x(∼∼p⊸p)L}の存在
以下の IPSiが存在する。
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pL pR pL pR 0L

0R

ax ax

⊸L

(∼ p)L

⊸R

(∼∼ p)R

⊸L

(∼∼ p⊸ p)L

2. T N(αi) = {x1
pL , z2

(∼p)L}の存在
以下の IPSiが存在する。

pL pR 0L

ax

⊸L

(∼ p)L

• L0規則で導出されたとき
T N(α) = {x1

0L}である IPSc αが存在したとする。 このとき、 T N(αi) = {x1
0L}

である IPSi αiの存在を示す。 これは IPSiの定義より 明らかに存在する。

帰納段階

• 最後に R0規則で導出されたとき
T N(α′) = ΓL ∪ ∆R ∪ {yA

AR}である IPSc α′ に R0規則を適用して、 T N(α) =

ΓL∪∆R∪ {yA
AR, y0

0R}である IPSc αを構成したとする。 このとき、 ３ つの IPSi

の存在を示す。

1. T N(αi) = ΓL ∪ (∼ ∆)L ∪ {yA
AR , z0

(∼0)L} ∪ DNEαである IPSi αiの存在
α′に R⊸に関する可逆性を適用して、 T N(β) = ΓL ∪ΓAL ∪∆R ∪ {ya

aR}で
ある IPSc βが取れる。 これに帰納法の仮定を適用して、 T N(βi) = ΓL ∪

ΓAL ∪ (∼ ∆)L ∪ {za
(∼a)L} ∪DNEβである IPSc βiが取れる。 よって、 以下の

手順で IPSi αi
′が取れる。
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βi

βi1
R0

({x0}, ∅, {(x0, 0L)})

βi2
L⊸

({xa1, xa2}, {(xa1, xa2)}, {(xa1, aL), (xa2, aR)})

βi3
L⊸

...
αi
′

T N(βi1) = ΓL ∪ ΓAL ∪ (∼ ∆)L ∪ {za
(∼a)L , y0

0R} ∪ DNEβ

T N(βi2) = ΓL ∪ ΓAL ∪ (∼ ∆)L ∪ {za
(∼a)L , z0

(∼0)L} ∪ DNEβ

T N(βi3) = ΓL ∪ ΓAL ∪ (∼ ∆)L ∪ {ya′
aR , z0

(∼0)L} ∪ DNEβ ∪ {x
(∼∼a⊸a)L}

T N(αi
′) = ΓL(∼ ∆)L ∪ {yA

AR , z0
(∼0)L} ∪ DNEβ ∪ {x

(∼∼a⊸a)L}

最後に、 DNEα = DNEβ ∪ {x
(∼∼a⊸a)L}なので、 αi = αi

′である。

2. T N(αi) = ΓL ∪ (∼ ∆)L ∪ {zA
(∼A)L , y0

0R} ∪ DNEαである IPSi αiの存在
α′に帰納法の仮定を適用して、 T N(α′i) = ΓL ∪ ΓAL ∪ (∼ ∆)L ∪ {zA

(∼A)L} ∪

DNEα′ である IPSc α′i が取れる。 これに R0規則を適用して、 求める
IPSi αiが取れる。

3. T N(αi) = ΓL ∪ (∼ ∆)L, {zA
(∼A)L , z0

(∼0)L} ∪ DNEαである IPSi αiの存在
(2)より 、 T N(α′i) = ΓL ∪ (∼ ∆)L, {zA

(∼A)L , y0
0R} ∪ DNEα′ である IPSi α′iが

取れる。 これと T N(βi) = {x1
0L}である IPSi βiに対して、 L ⊸規則を適

用することで求める IPSi αiが取れる。

• 最後に L⊸規則で導出されたとき
T N(α1) = ΓL ∪ ∆R ∪ {yA1

AR , x1
BR}である IPSc α1 と 、 T N(α2) = Γ′L ∪ ∆

′
R ∪

{yA2
A′R , x2

CL}である IPSc α2 に L⊸規則を適用して、 T N(α) = ΓL ∪Γ
′
L∪∆R ∪

∆
′
R ∪ {yA1

AR, yA2
A′R , x3

(B⊸C)L}である IPSc αを構成したとする。 このとき、 ３
つの IPSiの存在を示す。

1. T N(αi) = ΓL ∪ Γ
′
L ∪ (∼ ∆)L ∪ (∼ ∆′)L ∪ {yA1

AR , zA2
(∼A′)L , x3

(B⊸C)L} ∪ DNEα

である IPSi αiの存在
α1 に R ⊸ に関する可逆性を適用して、 T N(α1

′) = ΓL ∪ ΓAL ∪ ∆R ∪

{ya
aR , x1

BR}である IPSc α1
′ が取れる。 α1

′ に帰納法の仮定を適用して、
T N(βi) = ΓL ∪ ΓAL ∪ (∼ ∆)L ∪ {za

(∼a)L , x1
BR} ∪ DNEα1

′ である IPSi βi

が取れる。 同様に α2 に帰納法の仮定を適用して、 T N(γi) = Γ
′
L ∪ (∼

∆
′)L ∪ {zA2

(∼A′)L , x2
CL} ∪ DNEα2

である IPSi γiが取れる。 したがって、 以
下のよう に IPSi αi

′が構成できる。
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βi γi

αi
′′ L⊸

...
αi
′

T N(αi
′′) = ΓL ∪ ΓAL ∪ Γ

′
L ∪ (∼ ∆)L ∪ (∼ ∆′)L ∪ {za

(∼a)L , zA2
(∼A′)L , x3

(B⊸C)L}

∪DNEα1
′ ∪ DNEα2

T N(αi
′) = ΓL ∪ Γ

′
L ∪ (∼ ∆)L ∪ (∼ ∆′)L ∪ {yA1

AR, zA2
(∼A′)L , x3

(B⊸C)L}

∪DNEα1
′ ∪ DNEα2

∪ {x(∼∼a⊸a)L}

最後に、 DNEα = DNEα1
′ ∪DNEα2

∪ {x(∼∼a⊸a)L}なので、 αi = αi
′である。

2. T N(αi) = ΓL∪Γ
′
L∪ (∼ ∆)L∪ (∼ ∆′)L∪ {zA1

(∼A)L , yA2
A′R , x3

(B⊸C)L} ∪DNEα

である IPSi αiの存在
α1に帰納法の仮定を適用して、 T N(βi) = ΓL ∪ (∼ ∆)L ∪ {zA1

(∼A)L , x1
BR} ∪

DNEα1
である IPSi βiが取れる。 同様に α2に帰納法の仮定を適用して、

T N(γi) = Γ
′
L ∪ (∼ ∆′)L ∪ {yA2

A′R , x2
CL} ∪ DNEα2

である IPSi γiが取れる。
よって、 以下のよう に αi

′ を構成できる。

βi γi

αi
′ L⊸

最後に、 DNEα = DNEα1
∪ DNEα2

なので、 αi = αi
′である。

3. T N(αi) = ΓL∪Γ
′
L∪(∼ ∆)L∪(∼ ∆′)L∪{zA1

(∼A)R , yA2
(∼A′)L , x3

(B⊸C)L}∪DNE

である IPSi αiの存在
T N(βi) = ΓL ∪ (∼ ∆)L ∪ {zA1

(∼A)L , x1
BR} ∪ DNEα1

である IPSi βi が取れ
る。 同様に α2 に帰納法の仮定を適用して、 T N(γi) = Γ

′
L ∪ (∼ ∆′)L ∪

{zA2
(∼A′)L , x2

CL} ∪DNEα2
である IPSi γiが取れる。 よって、 以下のように

αi
′ を構成できる。

βi γi

αi
′′ L⊸

αi
′ R0

最後に、 DNEα = DNEα1
∪ DNEα2

なので、 αi = αi
′である。

• 最後に R⊸規則で導出されたとき
T N(α′) = ΓL ∪ ∆R ∪ {yA

AR , x1
BL , x2

CR}である IPSc α′ に R0規則を適用して、
T N(α) = ΓL ∪ ∆R ∪ {yA

AR , x3
(B⊸C)R}である IPSc αを構成したとする。 このと

き、 ３ つの IPSiの存在を示す。
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1. T N(αi) = ΓL ∪ (∼ ∆)L ∪ {yA
AR , z3

(∼(B⊸C))L} ∪ DNEαである IPSi αiの存在
α′に R⊸に関する可逆性を適用して、 T N(β) = ΓL∪ΓAL∪∆R∪{ya

aR , x1
BL , x2

CR}

である IPSc βが取れる。 βに帰納法の仮定を適用して、 T N(βi) = ΓL ∪

ΓAL ∪ (∼ ∆)L ∪ {za
(∼a)L , x1

BL , x2
CR} ∪ DNEβ である βiが取れたとする。 こ

のとき、 以下のよう に求める αi構成できる。

βi

βi1
R⊸

({x0}, ∅, {(x0, 0L)})

βi2
L⊸

({xa1, xa2}, {(xa1, xa2)}, {(xa1, aL), (xa2, aR)})

αi
′ L⊸

...
αi

T N(βi1) = ΓL ∪ ΓAL ∪ (∼ ∆)L ∪ {za
(∼a)L , x3

(B⊸C)R} ∪ DNEβ

T N(βi2) = ΓL ∪ ΓAL ∪ (∼ ∆)L ∪ {za
(∼a)L , z3

(∼(B⊸C))L} ∪ DNEβ

T N(αi
′) = ΓL ∪ ΓAL ∪ (∼ ∆)L ∪ {ya′

aR , z3
(∼(B⊸C))L} ∪ DNEβ ∪ {x

(∼∼a⊸a)L}

DNEα = DNEβ ∪ {x
(∼∼a⊸a)L}なので、 αi = αi

′である。

2. T N(αi) = ΓL ∪ (∼ ∆)L ∪ {zA
(∼A)L , x3

(B⊸C)R} ∪ DNEαである IPSi αiの存在
α′に帰納法の仮定を適用して、 T N(α′i) = ΓL∪(∼ ∆)L∪{zA

(∼A)L , x1
BL , x2

CR}∪

DNEα′ である IPSi α′iが取れる。 よって、 これに R⊸規則を適用して、
求める αiが取れる。

3. T N(αi) = ΓL ∪ (∼ ∆)L ∪ {zA
(∼A)L , z3

(∼(B⊸C))L} ∪ DNEαである IPSi αiの存在
α′に帰納法の仮定を適用して、 T N(α′i) = ΓL∪(∼ ∆)L∪{zA

(∼A)L , x1
BL , x2

CR}∪

DNEα′である IPSi α′iが取れる。 よって、 以下のように求める αi構成で
きる。

α′i β
αi

L⊸

ここで、 T N(β) = {y0
0L , z0

R}である。

�

したがって、 ∆を高々１ つの節点とすれば、 以下の定理が得られる。

定理. T NR(α)が高々１ つの節点からなる IPSc αが存在するならば、 T N(αi) = T N(α)∪

DNEαである IPSi αiが存在する。 ただし 、 DNE = {x(∼∼p⊸p)L |(x2, pR) ∈ Lα}である。
ここで、 x2 7−→ x < Vαは単射である。

次に、 分裂定理のよう な補題を示す。 分裂定理のよう に具体的に分裂可能な節点
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を見つけるのではなく 、 分裂可能な節点が存在することを示す。
IPSc αに対して以下のよう な集合を定義する。

Gα = {x ∈ Vα|∀y, z ∈ Vα.(x⌣ y ∧ x⌣ z→ y⌣ z)}

また、 V(α)を原子論理式でラベル付された節点の集合、 Pα(A1, A2)を αにおける
A1, A2間の道の集合とする。

補題 (L ⊸に関する可逆性). T NR(α) = {x ∈ T N(α)|x ∈ Gα ∨ x ∈ V(α)}である αを
IPScとする。 任意の節点 z(A1⊸A2)R ∈ Vα に対して、 A1, A2間の全ての道に含まれな
い y(B1⊸B2)L ∈ T NL(α)が存在するならば、 αを分裂可能な節点が存在する。

証明. IPScの構成に関する帰納法で示す。
基底段階

• 公理で導出されたとき
条件を満たす y ∈ T NL(α)が存在しない。

• L0規則で導出されたとき
公理と同じ理由から補題は成り 立つ。

帰納段階

• 最後に R0規則で導出されたとき
IPSc α′に R0規則を適用して αが導出されたとする。 IPScの定義より 、 T NR(α′) =

{x ∈ T N(α′)|x ∈ Gα′ ∨ x ∈ V(α′)}かつ y ∈ T NL(α′)である。 よって、 帰納法の
仮定より α′を分裂可能な節点が存在する。 βと γに分裂したとすると 、 以下
のよう に αを再構成できる。

β

β′
R0

γ
α L⊸

したがって、 αを分裂可能な節点が存在する。

• 最後に L⊸で導出されたとき
IPScの定義より 、 αを分裂可能な節点は存在する。

• 最後に R⊸で導出されたとき
αが以下のよう に構成されたとする。

α′

α R⊸ T N(α′) = ΓL ∪ ∆R ∪ {z1
CL , z2

DR}

T N(α) = ΓL ∪ ∆R ∪ {z
(C⊸D)R}
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T NR(α)が条件を満たすとすると、 z ∈ Gαである。 よって、 z2 ∈ Gα′ または z2 ∈

V(α′)である。 また、 条件を満たす y ∈ T NL(α)が存在するとき、 y ∈ T NL(α′)

かつ α′でも条件を満たす。 よって、 α′に対して帰納法の仮定が適用できる。
wを分裂可能な節点とすると 、 以下のよう に αを再構成できる。

– w < Pα(z1, z2)のとき
以下のよう に α′が分裂されたとする。

β γ

α′
L⊸

z1, z2 ∈ T N(β)とすると 、 以下のよう に αを再構成できる。

β

β′
R⊸

γ
α L⊸

– w ∈ Pα(z1, z2)のとき
以下のよう に α′が分裂されたとする。

β γ

α′
L⊸

y ∈ T NL(β)とすると 、 ⊸ Rに関する可逆性を適用することなく βでさ
らに帰納法の仮定を適用できる。 これを繰り返すことで、 w′ < Pα(z1, z2)

である節点で IPScが分裂される。

βn γn

...
L⊸

β1 γ1

β
L⊸

γ

α′
L⊸

したがって、 w′に関する L⊸規則を最後に適用するよう に αを再構成
すれば良い。

βn

γn γn−1

...
L⊸

γ

γ′
L⊸

γ′′
R⊸

α L⊸

ここで、 L⊸に関する可逆性しか使用していないので、 明らかに γ′′で
z(C⊸D)R を構成できる。
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�

ここで、 少しこの補題について言及する。 Gα を以下とする。

Gα = {x ∈ Vα|∀yAL , zBL ∈ Vα.(x⌣ y ∧ x⌣ z→ y⌣ z)}

このとき、 L ⊸規則に関する可逆性は成り 立つ。 証明のポイント しては、 最後に
R ⊸で導出されたときの最後の議論である。 この場合、 R0または L ⊸規則に関
する可逆性しか使用していないので、 Gα を変更しても成立する。
この補題を用いて DNE をより 小さな集合にする。 以下の定理では ΓLの中に出

現する原子論理式でラベル付された節点に対して制限を加えている。

定理. T N(α) = ΓL ∪ ∆Rである IPSc αが存在するならば、 T N(αi) = ΓL ∪ (∼ ∆′)L ∪

{yAR} ∪DNEαである IPSi αiが存在する。 ただし 、 ∆R = ∆
′
R ∪ {y}で、 DNEαは以下

である。

DNEα =















































z(∼∼p⊸p)L

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(x2, pR) ∈ Lα,

x2 < ∆
′
R,

























LE(x2) , EN(x2)∨

∀x0
0R ∈ Vα.(LE(x2) 6⌣ x0)∨

EN(x2) ∈ Gα







































































ここで、 x2 7−→ z < Vαは単射である。

証明.

IPScの構成に関する帰納法で示す。
基底段階

• 公理で導出されたとき
T N(α) = {x1

pL , x2
pR}である αが IPSc とする。 このとき、 以下の２ つの IPSi

の存在を示す。

– T N(αi) = {x1
pL , x3

(∼p)L}である IPSi αiの存在
以下の IPSiが取れる。

pL pR 0L

ax

⊸L

(∼ p)L
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– T N(αi) = {x1
pL , x2

pR , y(∼∼p⊸p)L}である IPSi αiの存在
以下の IPSiが取れる。

pL pR 0L

0R pL pR

ax

ax

⊸L

(∼ p)L

⊸R

(∼∼ p)R

⊸L

(∼∼ p⊸ p)L

• L0で導出されたとき
T N(αi) = {y

0L}である IPSi αiが存在することを示す。 これは IPSiの L0規則
から存在することが分かる。

帰納段階

• 最後に R0規則で導出されたとき
T N(α′) = ΓL ∪ ∆R ∪ {yA

AR}である IPSc α′ に R0規則を適用して、 T N(α) =

ΓL∪∆R∪ {yA
AR, y0

0R}である IPSc αを構成したとする。 このとき、 ３ つの IPSi

の存在を示す。

1. T N(αi) = ΓL ∪ (∼ ∆)L ∪ {yA
AR , z0

(∼0)L} ∪ DNEαである IPSi αiの存在
α′に R⊸に関する可逆性を適用して、 T N(β) = ΓL ∪ΓAL ∪∆R ∪ {ya

aR}で
ある IPSc βが取れる。 これに帰納法の仮定を適用して、 T N(βi) = ΓL ∪

ΓAL ∪ (∼ ∆)L ∪ {za
(∼a)L} ∪DNEβである IPSc βiが取れる。 よって、 以下の

手順で IPSi αi
′が取れる。

βi

βi1
R0

({x0}, ∅, {(x0, 0L)})

βi2
L⊸

({xa1, xa2}, {{xa1, xa2}}, {(xa1, aL), (xa2, aR)})

βi3
L⊸

...
αi
′
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T N(βi1) = ΓL ∪ ΓAL ∪ (∼ ∆)L ∪ {za
(∼a)L , y0

0R} ∪ DNEβ

T N(βi2) = ΓL ∪ ΓAL ∪ (∼ ∆)L ∪ {za
(∼a)L , z0

(∼0)L} ∪ DNEβ

T N(βi3) = ΓL ∪ ΓAL ∪ (∼ ∆)L ∪ {ya′
aR , z0

(∼0)L} ∪ DNEβ ∪ {x
(∼∼a⊸a)L}

T N(αi
′) = ΓL(∼ ∆)L ∪ {yA

AR , z0
(∼0)L} ∪ DNEβ ∪ {x

(∼∼a⊸a)L}

最後に、 DNE = DNEβ ∪ {x
(∼∼a⊸a)L}なので、 αi = αi

′である。

2. T N(αi) = ΓL ∪ (∼ ∆)L ∪ {zA
(∼A)L , y0

0R} ∪ DNEαである IPSi αiの存在
α′に帰納法の仮定を適用して、 T N(α′i) = ΓL ∪ ΓAL ∪ (∼ ∆)L ∪ {zA

(∼A)L} ∪

DNEα′ である IPSc α′i が取れる。 これに R0規則を適用して、 求める
IPSi αiが取れる。

3. T N(αi) = ΓL ∪ (∼ ∆)L, {zA
(∼A)L , z0

(∼0)L} ∪ DNEαである IPSi αiの存在
(2)より 、 T N(α′i) = ΓL ∪ (∼ ∆)L, {zA

(∼A)L , y0
0R} ∪ DNEα′ である IPSi α′iが

取れる。 これと T N(βi) = {x1
0L}である IPSi βiに対して、 L ⊸規則を適

用することで求める IPSi αiが取れる。

• 最後に L⊸規則で導出されたとき
T N(α1) = ΓL ∪ ∆R ∪ {yA1

AR ∪ x1
BR}である IPSc α1 と 、 T N(α2) = Γ′L ∪ ∆

′
R ∪

{yA2
A′R , x2

CL}である IPSc α2 に L⊸規則を適用して、 T N(α) = ΓL ∪Γ
′
L∪∆R ∪

∆
′
R ∪ {yA1

AR, yA2
A′R , x3

(B⊸C)L}である IPSc αを構成したとする。 このとき、 ３
つの IPSiの存在を示す。

1. T N(αi) = ΓL ∪ Γ
′
L ∪ (∼ ∆)L ∪ (∼ ∆′)L ∪ {yA1

AR , zA2
(∼A′)L , x3

(B⊸C)L} ∪DNEで
ある IPSi αiの存在
EN(ypR ) = x3 とすると 、 LE(y) = x1である。

– ¬(∀x0
0R ∈ Vα.(EN(y) 6⌣ x0) ∧ LE(y) ∈ Gα) または (x3, (0⊸ C)L) ∈ Lα

のとき
α1 に R ⊸に関する可逆性を適用して、 T N(α1

′) = ΓL ∪ ΓAL ∪ ∆R ∪

{ya
aR , x1

BR}である IPSc α1
′が取れる。 α1

′ に帰納法の仮定を適用し
て、 T N(βi) = ΓL∪ΓAL∪(∼ ∆)L∪{za

(∼a)L , x1
BR}∪DNEα1

′である IPSi βi

が取れる。 同様に α2に帰納法の仮定を適用して、 T N(γi) = Γ
′
L∪ (∼

∆
′)L ∪ {zA2

(∼A′)L , x2
CL} ∪DNEα2

である IPSi γiが取れる。 したがって、
以下のよう に IPSi αi

′が構成できる。

βi γi

αi
′′ L⊸

...
αi
′
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T N(αi
′′) = ΓL ∪ ΓAL ∪ Γ

′
L ∪ (∼ ∆)L ∪ (∼ ∆′)L ∪ {za

(∼a)L , zA2
(∼A′)L , x3

(B⊸C)L}

∪DNEα1
′ ∪ DNEα2

T N(αi
′) = ΓL ∪ Γ

′
L ∪ (∼ ∆)L ∪ (∼ ∆′)L ∪ {yA1

AR , zA2
(∼A′)L , x3

(B⊸C)L}

∪DNEα1
′ ∪ DNEα2

∪ {x(∼∼a⊸a)L}

最後に、 DNEα = DNEα1
′ ∪ DNEα2

∪ {x(∼∼a⊸a)L }なので、 αi = αi
′で

ある。

– ∀x0
0R ∈ Vα.(EN(y) 6⌣ x0) ∧ LE(y) ∈ Gαのとき

(a) (yA1, 0R) ∈ Lαのとき
αに R0規則に関する可逆性を適用して、 βが取れたとする。 こ
れに帰納法の仮定を適用して、 T N(βi) = ΓL ∪ Γ

′
L ∪ (∼ ∆)L ∪ (∼

∆
′)L ∪ {zA2

(∼A′)L , x3
(B⊸C)L} ∪ DNEβ である IPSi βiが取れる。

よって、 これに R0規則を適用することで目的の IPSiが取れる。

(b) (yA1, 0R) < Lαかつ (x3, (0⊸ C)L) < Lαのとき

* x0 ∈ sub(x1)

αにおいて x0 6⌣ x1 なので、 α1 でも x0 6⌣ x1 である。 x0 ∈

sub(x1)ならば x0 ⌣ x1である。 これは矛盾するので、 この場
合は存在しない。

* x0が ∆Rの要素の部分節点のとき
x1 を残したまま 、 α1 で R0または R ⊸規則に関する可逆性
が適用できる。 α1に R規則に関する可逆性を適用して、 βが
取れたとする。 このとき、 以下のよう に αを構成できる。

β α2

β′
L⊸

α R

後は R規則に対応した規則が最後に適用されたときのように
αi を取ればよい。

* x0が ΓLの要素の部分節点のとき
G′α1

= {x ∈ Gα1
|x 6⌣ x0}とする。 αに R0規則に関する可逆性

を適用して、 T NR(β) ⊆ G′α1
∪ V(α1)である IPSc βを取る。 こ

のとき、 任意の節点 vd
(D1⊸D2)R ∈ Vβに対して、 D1,D2間の全

ての道に含まれず、 v ⌣ x0 である v ∈ T NL(β)が存在するこ
とを示す。
x0 ∈ sub(v1)とする。 v1が条件を満たすときは v = v1 とすれ
ばよい。 v1 ∈ Pβ(vd1

D1 , vd2
D2)である vd

(D1⊸D2)R ∈ Vβが存在す
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ると 、 この節点 vd を部分節点に持つよう な v2 ∈ Vβが存在す
る。 なぜならば、 vd のよう な節点は R ⊸に関する可逆性を
適用して、 T NR(β)から取り 除いているからである。 よって、
v1を v2 として同様の議論を繰り返すことで、 求める節点 vが
取れる。 グラフで表現すると以下のよう になる。

0R

BL

(D1 ⊸ D2)R

B′L

よって、 補題より βを分裂可能な節点が存在する。
γ1 γ2

β
L⊸

...
α1

x1 ∈ Vγ1
とすると 、 IPScにおいて以下のよう に αが再構成で

きる。
γ1 α2

γ′
L⊸

γ2

γ′′
L⊸

...
α

したがって、 αの直前の IPScに対して帰納法の仮定を適用す
ることで、 求める αiが取れる。

2. T N(αi) = ΓL∪Γ
′
L∪ (∼ ∆)L∪ (∼ ∆′)L∪{yA1

(∼A)L , yA2
A′R , x3

(B⊸C)L}∪DNEα

である IPSi αiの存在
１ と同様の議論から存在が分かる。

3. T N(αi) = ΓL∪Γ
′
L∪(∼ ∆)L∪(∼ ∆′)L∪{zA1

(∼A)L , zA2
(∼A′)L , x3

(B⊸C)L}∪DNEα

である IPSi αiの存在
これも１ と同様の議論から存在が分かる。

• 最後に R⊸規則で導出されたとき
T N(α′) = ΓL ∪ ∆R ∪ {yA

AR , x1
BL , x2

CR}である IPSc α′ に R0規則を適用して、
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T N(α) = ΓL ∪ ∆R ∪ {yA
AR , x3

(B⊸C)R}である IPSc αを構成したとする。 このと
き、 ３ つの IPSiの存在を示す。

1. T N(αi) = ΓL ∪ (∼ ∆)L ∪ {zA
(∼A)L , x3

(B⊸C)R} ∪ DNEαである IPSi αiの存在
α′に帰納法の仮定を適用して、 T N(α′i) = ΓL∪(∼ ∆)L∪{zA

(∼A)L , x1
BL , x2

CR}∪

DNEα′ である IPSi α′iが取れる。 よって、 これに R ⊸規則を適用する
ことで、 求める αiが取れる。

2. T N(αi) = ΓL ∪ (∼ ∆)L ∪ {yA
AR , x3

(∼(B⊸C))L} ∪ DNEαである IPSi αiの存在
α′に R⊸に関する可逆性を適用して、 T N(β) = ΓL∪ΓAL∪∆R∪{ya

aR , x1
BL , x2

CR}

である IPSc βが取れる。 βに帰納法の仮定を適用して、 T N(βi) = ΓL ∪

ΓAL ∪ (∼ ∆)L ∪ {ya
(∼a)L , x1

BL , x2
CR} ∪DNEβ である βiが取れる。 このとき、

以下のよう に求める αi構成できる。

βi

βi1
R⊸

({x0}, ∅, {(x0, 0L)})

βi2
L⊸

({xa1, xa2}, {{xa1, xa2}}, {(xa1, aL), (xa2, aR)})

αi
′ L⊸

...
αi

T N(βi1) = ΓL ∪ ΓAL ∪ (∼ ∆)L ∪ {za
(∼a)L , x3

(B⊸C)R} ∪ DNEβ

T N(βi2) = ΓL ∪ ΓAL ∪ (∼ ∆)L ∪ {za
(∼a)L , z3

(∼(B⊸C))L} ∪ DNEβ

T N(αi
′) = ΓL ∪ ΓAL ∪ (∼ ∆)L ∪ {ya′

aR , z3
(∼(B⊸C))L} ∪ DNEβ ∪ {x

(∼∼a⊸a)L}

DNEα = DNEβ ∪ {x
(∼∼a⊸a)L}である。

3. T N(αi) = ΓL ∪ (∼ ∆)L ∪ {zA
(∼A)L , z3

(∼(B⊸C))L} ∪ DNEαである IPSi αiの存在
T N(αi) = ΓL ∪ (∼ ∆)L ∪ {zA

(∼A)L , z3
(B⊸C)R} ∪DNEαである IPSi αiは存在す

るので、 これと ({x0}, ∅, {(x0, 0L)})に対して L⊸規則を適用することで、
求める αiが取れる。

�

したがって、 ∆を高々１ つの節点とすれば、 以下の定理が得られる。

定理. T NR(α)が高々１ つの節点からなる IPSc αが存在するならば、 T N(αi) = T N(α)∪

DNEαである IPSi αiが存在する。 ただし 、 DNEαは以下の集合である。

DNEα =



































z(∼∼p⊸p)L

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(x, pR) ∈ Lα,
























LE(x) , EN(x)∨

∀y0R ∈ Vα.(LE(x) 6⌣ y)∨

EN(x) ∈ Gα
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ここで、 x 7−→ z < Vαは単射である。
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第5章 結論

Γ ⇒ Aの Γに現れる原子論理式と 、 Aの狭義の正論理式以外の原子論理式に関
する二重否定除去則の必要性を言及することができた。 しかし 、 それらに関して
極小な DNEは取れていない。 例えば、 以下のよう な IPScを考える。

pL pR 0R qL qR 0L

ax ax

⊸L

(p ⊸ q)L

⊸L

(∼ q)L

このとき、 以下のよう な IPSiが取れる。

pL pR pL pR 0R qL qR 0L

0L

0R

ax ax

⊸L

(p ⊸ q)L

⊸L

(∼ q)L

ax

⊸L

(∼ p)L

⊸R

(∼∼ p)R

⊸L

(∼∼ p⊸ p)L

つまり 、 IPScの任意のスイッチングにおいて qRと 0Rにはつながり があるが、 (∼∼

q⊸ q)Lでラベル付された節点はDNEの要素として不要である。 しかし 、 この場
合は予想できる。 厳密性なく 話すと 、 LE(xq

qR) , EN(xq) ∧ LE(xq) = xq を満たす
(∼∼ q ⊸ q)Lでラベル付された節点は、 DNEの要素として不要である。 直感的に
は、 公理で導出した後すぐに R⊸規則を導出すれば、 その変数に対する二重否定
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除去則も不要であるだろう という ことである。 正確な証明と共に、 この条件を私
達の結果と合わせた時に問題が起こらないかも確認しなく てはならない。
次に、 Γ ⇒ A において Aの狭義な正論理式 a としたとき、 どのよう な場合は

∼∼ a ⊸ aを仮定に加えなく てよいかについて触れる。 Γ ⇒ Aに R ⊸規則に関す
る可逆性を適用して、 Γ′ ⇒ aが得られたとする。 このとき、 aがこの証明図に存
在してから L ⊸規則だけで Γ′ ⇒ aを構成できる証明図が存在しなく てはならな
い。 しかし 、 最後のグラフだけを見てこのよう なことが言えるかという と 、 それ
はつながり だけからは言えない。 以下の２ つの IPScが例として挙げられる。

α1 ≡
bL bR 0L 0R aL aR

0L 0R

ax ax

⊸L

(0⊸ a)L

⊸L

(0⊸ 0⊸ a)L

⊸L

(∼ b)L

α2 ≡
bL bR 0L 0R aL aR

0L 0R

ax ax

⊸L

(0⊸ a)L

⊸L

(0⊸ 0⊸ a)L

⊸R

(0⊸ b)R

⊸L

(∼ (0⊸ b))L

この２ つの IPScにおいて、 aRでラベル付けされた節点に関するつながり に違いは
無い。 しかし 、 α1は IPSiであるが、 α2を IPSiにしよう とすると (∼∼ a⊸ a)Lでラ
ベル付された終節点が必要になる。
直観主義線形論理の仮定に加えれば古典論理線形論理と証明と能力が同じにな

るよう な DNE の極小な集合を探す上で、 L ⊸規則に関する可逆性は非常に重要
であることが分かる。
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