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概要 

 

グラフにおける独立点集合とは，どの 2 点も辺で結ばれていない頂点の部分

集合のことをいう．あるグラフに対し，2 つの独立点集合（各々の独立点をトー

クンと呼ぶ）Ⅱb とⅡr が与えられたとき，独立点集合遷移問題とはⅡb からⅡr

へのグラフの独立点集合の系列が存在するかどうかを判定する問題である．た

だし，2 つの連続する独立点集合の間では，定められたルールでトークンを変化

させるものとする．このルールの違いによりいくつかの種類が存在する独立点

集合遷移問題のうち，本論文では，Token Sliding（移動）を扱う．この問題は

理想グラフに対して PSPACE 完全であることが知られているが，グラフ理論に

おける様々な問題と同様，グラフクラスを制限することにより多項式時間で解

くことが可能となる．本論文では，caterpillar graph におけるこの問題の線形

時間アルゴリズムを示す．また，独立点集合の系列が存在すると判定された場

合の最短の遷移系列を求める多項式時間アルゴリズムもあわせて示す． 
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第1章  序論 

1.1 背景と目的 

グラフ理論は，他の近接する学問分野などと比較して，発生は新しいが，ここ数十年間

で急速に発展を遂げた分野である．グラフが持つ最大の特徴として挙げられるのが，頂点

と辺のみによって構成されるシンプルな構造と広範な応用性であろう．代表的な例として

は，社会に存在する様々な対象とその関係が織り成す構造体及びその構造体に対して与え

られた条件付き課題を解くために，構造体をいったんグラフに置き換え，グラフ理論のフ

ィールドでその課題を解明し，それを構造体に還元するというようなものが挙げられる．

置き換えの対象としては，交通・通信等のネットワーク，化学式，人間関係など多種多様

である．本論文においてはそのようなグラフ上の問題として，グラフの独立点集合にスポ

ットを当てる．一般的には，グラフ理論における独立点集合問題と言えば，そのグラフに

おける最大サイズの独立点集合を求める問題である．この問題は，実用面においても有効

性が高い．例えば，ある対象物の集合とそれらの対象物のいくつかの対に互いに競合があ

るとき，その中から競合を回避しつつ，最大数の対象物を選ぶ問題等に応用することがで

きる．本論文で扱う独立点集合遷移問題はその派生型ともいえる問題である．グラフに対

し２つの独立点集合ⅡbとⅡrが与えられたとき，独立点集合遷移問題とは，ⅡbからⅡrへ

のグラフの独立点集合の系列が存在するかどうかを判定する問題である．ただし，2 つの

連続する独立点集合の間では，定められたルールでトークンと呼ばれる各々の独立点を動

かすものとする．この定められたルールとしては，Token Sliding（移動），Token Jumping 

（ジャンプ），Token Addition and Removal（追加/削除）の 3 種類があり，本論文では

Token Sliding（移動）を取り扱う．以降，本論文において独立点集合遷移問題といえば

Token Sliding（移動）に関する独立点集合遷移問題のことを指すものとする．この問題

は理想グラフに対して PSPACE 完全であることが知られているが，グラフ理論における

様々な問題と同様，グラフクラスを制限することにより多項式時間で解くことが可能とな

る．筆者はこれまでに proper interval graph および trivially perfect graph に対する独立

点集合遷移問題に関し，多項式時間アルゴリズムの作成を行った[1]．本論文に示す

caterpillar graph に対する多項式時間アルゴリズムについては，更なる発展がみられ，筆

者の属する研究グループにおける tree に対する多項式時間アルゴリズムの開発への布石

となった[2]．また，あるグラフクラスに対して，遷移可能性を判定する多項式時間アルゴ

リズムが作成され，遷移可能であると判定された下で，その最短の遷移系列を求める多項

式時間アルゴリズムが存在するのかどうかというのも大変興味深い問題である．本論文で

は caterpillar graph に対する，この最短遷移系列を求める多項式時間アルゴリズムを示

す．この問題は近年考案されたものであり，最大サイズの独立点集合を求める問題などの

グラフ理論における他の諸問題と比べかなり新しいものであるが，現在，既に活発な研究
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が行われている問題である． 

1.2  本論文の構成 

本論文では，第 2 章をグラフの基本的な用語の定義，第 3 章を caterpillar 

graph の独立点集合遷移問題に対する線形時間アルゴリズムの提示，第 4 章を

caterpillar graph の独立点集合遷移問題が遷移可能という条件下においての最

短遷移系列を求める多項式時間アルゴリズムの提示，第 5 章をまとめとする． 
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第 2 章 準備 

2.1 基本用語 

2.1.1 グラフとは 

グラフ G＝(V，E)は頂点の集合 V と辺の集合 E からなる．E の要素は V の要

素の 2 つの組である．図 1 のグラフを例に基本的な用語を説明する[3]．頂点の

集合 V と辺の集合 E は，V＝{v1,v2,…,v6}，E＝{e1,e2,…,e8}である．また，e1＝

{v1,v2}，e2＝{v2,v3}等となる．辺 e8のように，ある頂点 v1を出て，その頂点 v1

へ戻る辺を loop と呼ぶ．2 つの頂点間に辺が存在するとき，2 点は隣接してい

るという(v1と v2，v4と v5等)．また，各々の頂点は辺に接続しているという(v1

と v2は e1に接続，v4と v5は e4に接続等)．頂点の次数とは，その頂点に接続し

ている辺の本数のことをいう(v2の次数は 3，v5の次数は 2 等)． 
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図 2 のように，loop がなく，しかも頂点のどの対も高々1 つの辺で結ばれて

いるとき，そのグラフは単純グラフと呼ばれる．本論文で扱うグラフはすべて

単純グラフとする． 
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             図 2 単純グラフ 
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単純グラフは，すべての頂点対が辺で結ばれているとき，完全グラフと呼ば

れる．n 個の頂点よりなる完全グラフを Kn と書く． 

 

 

 

 

 

 

 

 

                        

              

            

                        

                    

            

               

                    

 

 

                        

 

 

図 3 完全グラフ K6 
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グラフにおける歩道 W とは有限個の頂点と辺の交互列であり，

{v0 ,e1 ,v1 ,e2 ,v2 ,…,ei,vi,…, en,vn}を満たすものをいう．ここで，ei (１≦i≦n)

の両端点は vi-1，viであり，列を構成する辺の本数を歩道の長さという．例え

ば，図 2 において，{v1 ,e1 ,v2 ,e3 ,v4 ,e4 ,v5}は長さ 3 の歩道である．歩道にお

いて，どの点も高々一度しか現れないとき，特にその歩道を path と呼ぶ．し

たがって，上記の v1から v5への長さ 3 の歩道は path でもあり，path に始点

と 終 点 を 結 ぶ 辺 を 加 え た も の を ， 特 に cycle と 呼 ぶ ． 図 2 の

{v1 ,e1 ,v2 ,e3 ,v4 ,e4 ,v5, e5, v1}は長さ 4 の cycle である．どの 2 つの点も path

で結ばれているようなグラフを連結グラフ，そうでないグラフを非連結グラフ

という．図 4 において示したグラフは，例えば v1 から v4への path は存在し

ないので，非連結グラフである．

 

 

 

                        

              

            

                        

                    

            

               

                    

 

 

                        

 

 

図 4 非連結グラフ 
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2.1.2 tree 

cycle をもたない連結グラフを tree という．一例を図 5 に示す(図 2 のグラフ

より cycle を構成する 1 つの辺 e4を削除したものである)． 

 

                        

              

            

                        

                    

            

               

                    

 

 

                        

 

 

図 5 tree 

2.1.3 caterpillar graph 

caterpillar graph とは path に次数 1 の頂点がつながった tree である．一例

を図 6 に示す．正確には，グラフ G=(V, E )の頂点集合 V は spine とそれ以外の

leaf に分類でき，spine は path(s [1]，…，s [m])を導出し，leaf の要素は次数 1

で spine の要素につながっている．本論文においては議論を単純にするために，

spine の頂点数を 2 以上とする．また，spine の両端の頂点 s [1]，s [m]は必ず 1

つ以上の leaf を持つものとする． 
 

leaf 

 

  s [1]               s [m]  

 

spine 

 

 

図 6 caterpillar graph 
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2.1.4 独立点集合 

グラフ G=(V, E )の V の部分集合Ｓについて，Ｓのどの 2 点も辺で結ばれてい

ないとき，Ｓをグラフ G の独立点集合という(図 7)． 

 

 

 

 

 

 

図 7 独立点集合 

 

また，V－Ｓのどの頂点をＳに追加してもＳが独立点集合でなくなるとき，Ｓを

極大独立点集合という(図 8)． 

 

 

 

 

 

 

図 8 極大独立点集合 

 

 

G において，Ｓが最大サイズである場合，特に最大独立点集合という(図 9)．最

大独立点集合は必ず極大独立点集合でもある． 

 

 

 

 

 

 

 

図 9 最大独立点集合(サイズ 4) 
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2.2  独立点集合遷移問題 

独立点集合遷移問題はHearnとDemaineにより考え出されたものである[4]．

グラフ上に｜Ⅱb｜＝｜Ⅱr｜である２つの独立点集合Ⅱb とⅡr が与えられたと

き，独立点集合遷移問題とは独立点集合の系列＜Ⅱ1,Ⅱ2,…,Ⅱℓ＞が存在するかど

うかを決定する問題である．ただし，ここで，以下（a），（b）が成立している

ものとする． 

（a）Ⅱ1＝Ⅱb,Ⅱℓ＝Ⅱr,１≤i≤ℓのすべての i について｜Ⅱi｜＝｜Ⅱb｜＝｜Ⅱr｜ 

（b）2≤i≤ℓのそれぞれの i について，Ⅱi はⅡi-1 から次の操作により得られる．

Ⅱi-1に属する頂点 u 上のただ１つのトークンをその隣接する頂点 v に，辺{u,v}

に沿ってスライドさせる．図 10 に一例を示す． 

 

 

 

 

 

 

 

   （a）Ⅱb=Ⅱ1  （b）Ⅱ2 

 

 

 

 

 

 

   （c）Ⅱ3    （d）Ⅱ4 

 

      

 

 

 

 

(e) Ⅱ5＝Ⅱr 

 

図 10 グラフの独立点集合の系列（  ：トークン） 
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第 3 章 caterpillar graph に対する 

独立点集合遷移問題  
  

本章では次の主定理を証明する． 

 

定理１ 

caterpillar graph G と 2 つの独立点集合ⅡbとⅡrに対する独立点集合遷移問

題は，O(n)時間及び O(n)領域で解くことができる．ここで n は caterpillar graph

の頂点数である．さらに，遷移が可能である場合，再配置の列は O(n2)時間及び

O(n)領域で出力可能である． 

 

3.1 caterpillar graph の限定 

補題１ 

caterpillar graph G1と２つの独立点集合Ⅱb１とⅡr１に対する独立点集合遷移

問題は，下記(1)～(3)が成立する条件下において，別の caterpillar graph G2と 2

つの独立点集合Ⅱb２，Ⅱr２に線形時間で還元することができる．  

(1) G1，Ⅱb１とⅡr１に対する独立点集合遷移問題が遷移可能である⇔G2，Ⅱb２と

Ⅱr２に対する独立点集合遷移問題が遷移可能である． 

(2) G2の頂点の最大次数は高々3 である． 

(3) 還元後の G2の spine の両端の頂点の次数は各々２である． 

言い換えれば，caterpillar graph に対する独立点集合遷移問題は，spine の各

頂点に高々1 本の leaf しかついていない caterpillar graph に限定して考えれば

十分である． 

 

（補題 1 の証明） 

G1上で s[i]を 4 以上の次数を持った spine の頂点とする．そのとき s[i]には少な

くとも 2 つの leaf の頂点ℓ1[i]，ℓ2[i]がつながっている状態である．今，Ⅱb１に関

する 2 つのトークンがℓ1[i]，ℓ2[i]にあるとする．すると，この 2 つのトークンは

動かせない．また，他のトークンもこの 2 つのトークンによってブロックされ

ているので，s[i]を通過することはできない．Ⅱr１もまた，この 2 つのトークン

を含むならば，G1 から s[i]とその leaf であるℓ1[i]，ℓ2[i]を取り除き，新たな 2

つの caterpillar graph の独立点集合遷移問題として取り扱うことができる． 

Ⅱr１がこの 2 つのトークンを含まなければ，問題に対する答えが“遷移不可能”
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であることは明らかである．少なくとも 2 つのトークンが，Ⅱb１側の caterpillar 

graph の１つの spine の頂点の leaf として共存するのであれば，それを線形時

間で判定できる．そこで，Ⅱb２，Ⅱr２とも，1 つの頂点にトークンを持った leaf

は高々1 本しかつながっていないとすることができる．同様の理由により，1 つ

の頂点につながっている 1本の leaf以外はこの問題を考える時，除外してよい．

より正確には，Ⅱb１からⅡr１への遷移可能性にかかわらず，1 つの spine の頂点

につながっている leaf のうち，使用されるのは 1 本だけであるということであ

る．それゆえ，1 つの頂点から，上記 1 本の leaf 以外は除去できる．特に不要

な leaf を取り除き，s[1] 及び s[m]の次数は 2 とすることができる．                                      

□ 

                                      

以上より，これからは，補題 1 で述べられた caterpillar graph のみを考えてい

くことにする．つまり，spine の頂点 s[1]，s[2]，…，s[m]を持った caterpillar 

graph に対して，s[1] 及び s[m]の次数は 2，1＜i＜m である i に対しては s[i]

の次数は 2 または 3 とする．また，spine の頂点 s[i]に leaf がある場合，これを

ℓ[i]とする． 

3.2 locked path 

次に caterpillar graph の独立点集合遷移問題にとって核となる概念を導入す

る．caterpillar graph G と G の独立点集合Ⅱに対して，G 上の 1 本の path P

＝(p[1]，p[2]，…，p[k])がⅡによって lock されている(locked path)とは下記の

3 つの条件が同時に成立することである． 

 

(a) k は 5 以上の奇数である． 

(b) Ⅱ∩P＝(p[1]，p[3]，p[5]，…，p[k]) 

(c) p[1]と p[k]の次数は 1 である．つまり両者とも leaf である． 

 

図 11 において，点線で囲まれたエリアが locked path である．locked path の

概念を用いれば，キャタピラグラフ上の動かすことのできない独立点集合を特

徴づけることができる．  
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    図 11 locked path の一例（   ：独立点集合） 

定理 2 

caterpillar graph を G，G の独立点集合をⅡとする．このとき，Ⅱに属する

トークンをまったく動かすことができない⇔ある h に対して，locked path の集

合 P[1]，…，P[h]が存在し，独立点集合Ⅱはその和集合である． 

 

（定理 2 の証明） 

明らかにⅡが locked path の和集合であるならばトークンを動かすことはで

きない．それゆえ，G 上のあるⅡに対して，Ⅱに属するどのトークンも動かす

ことができないということを仮定し，それらはすべて locked path 上に置かれて

いるということを示す．まず始めに，トークンがℓ[i]上にある場合を考える．そ

のとき，s[i]にトークンは存在しない．s[i-1] ，s[i+1]の両方にトークンが存在し

ないならば，s[i]にトークンを動かすことができるが，これは矛盾である．ここ

で，一般性を失うことなく，s[i+1]にトークンが存在すると仮定できる．その結

果，ℓ[i+1]，s[i+2]にトークンが存在しないことになる．また，トークンを持た

ないℓ[i+1]が存在すると，s[i+1]のトークンがℓ[i+1]に移動でき，それによりℓ[i]

のトークンが s[i]に移動可能となる．よって，s[i+1]は leaf 自体を持たないとす

ることができる．ℓ[i+2]にトークンが存在するならば，トークンは locked path(ℓ

[i]，s[i], s[i+1] , s[i+2], ℓ[i+2])上に置かれていることとなり，矛盾は生じない．

次に，ℓ[i+2]にトークンが存在しないと仮定する．その時，s[i+1]上のトークン

は動かすことができないので，s[i+3]上にトークンが存在しなければならない．

このプロセスを繰り返すことにより，結果的に，1 つの端点ℓ[i]を持つ，locked 

path を得る．次に，トークンが spine の頂点 s[i]に存在する場合を考える．s[i]

がℓ[i]を持つならば，トークンをℓ[i]に動かすことができる．これは矛盾である．

よって，s[i]は leaf を持たない．一方，s[i-1]，s[i+1]の両方にトークンは存在し

ない．これら，2 つの頂点に関して，最初の場合と同様の手法を取ることができ

るので，(s[i-1], s[i], s[i+1])を path の一部とする locked path を得ることができ

る． □                                 
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caterpillar graph G と独立点集合Ⅱについて，Ⅱが locked path を含むならば，

その locked path の頂点を通過して，トークンを動かすことはできない．ゆえに，

locked path は G を 2 つの部分グラフに分割すると考えてよい．このとき，各々

の部分グラフについて別々に独立点集合遷移問題を考えればよいことになる． 

 

3.3 最左充填独立点集合 

caterpillar graph G と正の整数 k について以下，サイズが k である最左充填

独立点集合Ⅱk(G)を定義する． 

まず始めにⅡk(G)にℓ[1]を加える．そして各々の i＝2，3, 4, …, m-1 について，

k 個のトークンを次のルールに従って置いていく． 

(1) s[i-1]∉Ⅱk(G) ＆ s[i]の次数は 2 

s[i]をⅡk(G)に加える． 

(2) s[i-1]∉Ⅱk(G) ＆ s[i]の次数は 3 

ℓ[i]をⅡk(G)に加える． 

(3) s[i-1]∊Ⅱk(G) 

この i に関しては何もしない． 

 

  

 

 

 

 

 

１ ０ １ ０     ０ １   ０   １ ０ １ ０ ０ ０ 

 図 12  サイズ 5 の最左充填独立点集合及びその 2 進符号化 

 

定理 3 

caterpillar graph G とサイズが k の独立点集合Ⅱに対して，Ⅱが locked path

を含まないとする．このとき，Ⅱは最左充填独立点集合Ⅱk(G)に遷移可能である．

さらに，遷移の回数は O(n2)である．ここで，n は G の頂点の数である． 

(定理 3 の証明) 

まず最初に，G について，以下のような全順序を定義する． 

ℓ[1]< s[1]<ℓ[2]< s[2]< … < ℓ[i]< s[i]< … <ℓ[m]< s[m] 

(ただし，ℓ[i]に関しては，存在しない場合がある．) 

ここで，2 進数を表す列，B(Ⅱ)＝b[0] b[1] …b[n]を以下のルールにより定義す
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る．n は G の頂点の数である． 

(0) 各々のビット b[i]は全順序で i 番目に現れる頂点に対応する． 

(1) トークンを持った頂点は 1 に符号化される． 

(2) トークンを持たない頂点は 0 に符号化される． 

一例として，図 12 の caterpillar graph のサイズ 5 の最左充填独立点集合は 2

進数列 10100101000 に符号化される． 

k 個の頂点からなる最左充填独立点集合が形成する 2 進数列 B(Ⅱk(G))と，他の

k 個の頂点からなる独立点集合が形成する 2 進数列 B(Ⅱ)について，各々を 2 進

数とみなせば，必ず，B(Ⅱk(G))> B(Ⅱ)が成立する．1 を同数 k 個含む 2 つの 2

進数列 B1と B2(｜B1｜＝｜B2｜とする)について，以下のルールで決定される距

離 dist (B1, B2)を導入する．各々の i＝1, 2, …, k について，B1が i 番目の 1 を

j1(i)番目のビットに含み，B2が i番目の 1を j2(i)番目のビットに含むと仮定する．

そのとき，dist (B1, B2)を 

Σ(i=1…k)δ(j1(i)－j2(i)) 

によって定義する． 

例えば，dist(10100, 00101)=2 となり，dist (B1, B2)=0 ⇔ B1=B2である．さ

らに，2 つの長さ n の 2 進数列 B1と B2について，各々のビットは上記で導入

した距離に対して高々1 しか寄与しないので，dist (B1, B2)は O(n)である．次に

locked path を含まないサイズ k の独立点集合Ⅱと最左充填独立点集合Ⅱk(G)を

比較する．そのとき，Ⅱ≠Ⅱk(G)であり，2 進数 B(Ⅱk(G))>B(Ⅱ)である． 

B(Ⅱk(G))= b[1] b[2] …b[n]，B(Ⅱ)= b'[1] b'[2] …b'[n]で表す． 

このとき，b[i]=1，b'[i]=0，すべての i ' <i について b[i ']= b'[i ']であるようなイ

ンデックス i が存在する．そのインデックス i について，B(Ⅱ)と B(Ⅱk(G))は同

数の1を含むので，すべての i ≤i '<jについてb'[i ']=0及びb'[j]=1であるような、

もう 1 つのインデックス j>i が存在する．そこで，以下、2 つの場合(a), (b)が生

じる． 

(a)b'[j]が spine の頂点 s[j '] である場合，s[j ']と b[i]に対応する頂点間の頂点に

トークンは存在しない．一方，b[i]は spine の頂点 s[i ']かℓ[i ']に対応する(ここ

で，i 'は i '< j 'を満たす)．どちらにせよ，Ⅱk(G)は最左充填独立点集合であるか

ら s[i-1]にトークンは存在しない．それゆえ，Ⅱ上で s[j ']上のトークンを spine

の頂点 s[i ']またはℓ[i ']にスライドさせることができる．O(n)回のスライド作業

の後に，新たな独立点集合Ⅱ'を得る．ここで，dist(Ⅱ',Ⅱk(G))=dist(Ⅱ,Ⅱk(G))

－1 である． 

(b)b'[j]がℓ[j ']に対応する場合，Ⅱは独立点集合であるから s[j ']にトークンは存

在しない．さらに s[j '+1]にもトークンが存在しないならば，ℓ[j ']上のトークン

を s[i]に最初の場合と同様の手法でスライドさせることができる．そして，新た
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な独立点集合Ⅱ'を得る．ここで，dist(Ⅱ',Ⅱk(G))=dist(Ⅱ,Ⅱk(G))－1 である．そ

こで次に，s[j '+1]にトークンが存在する場合を考える．仮定により，Ⅱは locked 

path を含まない．よって，｛ℓ[j ']，s[j '], s[j '+1], s[j '+2]｝を含むどんな path も

locked pathを含まない．それゆえ，s[j '']にトークンが存在し，{s[j ''+1]，ℓ[j ''+1]，

s[j ''+2]}にはトークンが存在しないようなインデックス j ''(j ''>j ')が必ず存在す

る．そうすると，その path P に沿って，トークンを 1 つ 1 つスライドさせるこ

とができ，O(n)回のスライド作業により，s[j '+1]上のトークンを s[j '+2]へ動か

すことができる．そこで，ℓ[j ']上のトークンを s[i]に最初の場合と同様の手法で

スライドさせることができる．この作業の後，path P に沿って，トークンの遷

移を巻き戻す．O(n)回の巻き戻し作業後，新たな独立点集合Ⅱ'を得る．ここで，

dist(Ⅱ',Ⅱk(G))=dist(Ⅱ,Ⅱk(G))－1 である． 

以上，1 回の過程が O(n)，それを高々n 回繰り返すので，最終的に O(n2)回の

スライド作業によりⅡk(G)を得る．                    □                                                     

3.4 定理 1 の証明 

最後に本論文の核となる定理 1 の証明に戻る． 

（定理 1 の証明） 

caterpillar graph に与えられた独立点集合Ⅱb１について各々の頂点が locked 

path の一部であるかどうか O(n)時間で判定できる． 

(0) 状態 S を“not locked path”で初期化する． 

(1) i＝1, 2, …, m について，(s[i], ℓ[i])の状態により状態 S を更新する． 

(s[i], ℓ[i])=(x,y)は次のように決定される． 

x∊｛0,1｝，y∊｛0,1,－｝ 

1 はトークンが頂点に存在することを示し，0 はトークンが頂点に存在しな

いことを示し，－は leaf が存在しないことを示す． 

下記の各々の case(s[i], ℓ[i])について状態Sをどのように更新するのか記述する． 

 

case (0, 1): 

S が“not locked path”であるならば，S を“locked path?”にセットする．そ

して，i を locked path の左端点候補として記憶する．S が“locked path?”で

あるならば，すぐ隣りの左の点にトークンが存在する場合，locked path が成立

するので，左端点候補として記憶した点からこの点までが locked path である． 

すぐ隣りの左の点にトークンが存在しない場合，いったん，S は“locked path?”

をリセットし，この点が左端点候補となり，再び S は“locked path?”の状態と

なり，右側に進んで行く． 

 



16 

 

case(0,0)及び case(0,－): 

s[i-1]にトークンが存在する場合，S の状態をそのまま，次に送る．s[i-1]にトー

クンが存在しない場合，“not locked path”により，S をリセットする．S の前

の状態がどのような状態であってもリセットを行う． 

case (1, 0): 

“not locked path”により，S をリセットする．S の前の状態がどのような状態

であってもリセットを行う． 

 

case(1,－): 

S の状態をそのまま次に送る． 

 

上記の方法により，O(n)時間ですべての locked path の頂点を調べることができ

る．まず始めに，この方法を，(G,Ⅱb)と(G,Ⅱr)に対して同時に適用する．必要

とする時間は O(n)時間である．そして，両者の locked path が完全一致するか

どうかを調べる．完全一致しなければ，アルゴリズムは“遷移不可能”の答え

を返す．両者の locked path が完全に一致する場合は，アルゴリズムは

caterpillar graph G をいくつかの部分グラフに分割する．この部分グラフ群は

locked path ではない頂点のみから形成される．そして，各部分グラフごとに，

遷移問題を解き進める．ここで locked path のトークンが存在する左端点と右端

点は必ず leaf である．つまり，locked path を P=(p[1]，p[2]，…，p[k])とし，

G が P によって G1と G2に分割されるのであれば，G1と G2の P に対する隣接

点は p[2]と p[k-1]である．そして，この 2 点にはトークンは存在しない．よっ

て，G1と G2は P の部分は除外して，完全に分離して問題を解けばよい．次に，

各々の部分グラフについて，アルゴリズムは遷移前後の状態が同数のトークン

を有するかを調べる．すべての部分グラフについて，トークンの数が一致すれ

ば，アルゴリズムは“遷移可能”の答えを返し，そうでなければ，“遷移不可能”

の答えを返す．上記アルゴリズムの正当性は定理 2 と定理 3 より導かれる．ま

た，アルゴリズムが O(n)時間，O(n)領域で実行されることも容易にわかる．ま

た，遷移列自体を出力するためには，定理 3 を用いてアルゴリズムに修正を加

えれば，修正後のアルゴリズムは長さ O(n2)の列を出力することになる．なお，

図 13 の遷移例に見られるように，遷移列の長さはΘ(n2) となり得るため，遷移

列自体を出力するアルゴリズムは線形時間では実行できない．                            
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Ⅱb 

 

 

 

 

Ⅱr 

                                 

 

 

 

 

                           

m／3         m／3          m／3 

 

図 13 遷移列の長さがΘ(n2)の遷移例 
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第 4 章 最短遷移列 
本章では caterpillar graph の独立点集合遷移問題に対して，第 3 章において

示したアルゴリズムにより“遷移可能”と判定された場合に，その最短の遷移

系列を求めるアルゴリズムを示す．つまり，Ⅱb から最少の数の遷移系列でⅡr

へたどり着く，その遷移系列を求める． 

 

定理 4  

caterpillar graph と 2 つの独立点集合ⅡbおよびⅡrに対する独立点集合遷移

問題が“遷移可能”であるとき，遷移系列のうち，その列の数が最少の遷移系

列を O(n2 )時間，O(n )領域で求めることができる．ここで n は caterpillar graph

の頂点の数である． 

 

4.1 トークンの対応 

遷移前後のトークンの対応にとって鍵となるトークンどうしの追い越し(通

過)を改めて次のように定義する．pair{s[x]，ℓ[x]}に存在するトークンを X，

pair{s[y]，ℓ[y]}に存在するトークンを Y，x＜y とする．X の遷移先を pair{s[z]，

ℓ[z]}，Y の遷移先を pair{s[w]，ℓ[w]}とすると，トークンどうしの追い越しとは，

z＞w が成立することとする．第 3 章においても触れたが，トークンの遷移に関

して，トークンどうしの追い越しは発生しない．つまり z＜w が必ず成立する．

独立点集合遷移問題の前提条件である，互いのトークンは独立ということより，

2 つのトークンが同時に pair{s[x]，ℓ[x]}に存在することはできない．このこと

より，トークンどうしの追い越しは発生しないことは明らかである(図 14 参照)．

よって，次の補題 2 が成立する． 

 

 

 

                 追い越し不可能 

 

                     

 

 

 

図 14 トークンどうしの追い越し 
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補題 2 

独立点集合遷移問題が“遷移可能”であるとき，遷移前後のトークンの対応

は一意に決定される． 

 

遷移前後について，各々，トークンに左から番号づけを行うと，同一の番号

を持つトークンが対応関係を成す．遷移前のトークンの集合Ⅱbを{b1 ,b２,…,bｉ, 

…, bｋ}，遷移後のトークンの集合Ⅱrを{r1, r２,…,rｉ, …,rｋ}，写像 g を g:Ⅱb→ 

Ⅱrとすると，すべての i について 

 

g(bｉ)＝rｉ 

 

が成立する．つまり，遷移前，最左から i 番目に位置するトークンは，遷移後も

最左から i 番目に位置する．次に各々のトークンの遷移方向に着目する．bｉ∊

pair{s[x]，ℓ[x]}，rｉ∊pair{s[y]，ℓ[y]}とする．各々のトークンの遷移について，x

＜y である場合を R，x＞y である場合を L とする．また，x =y である場合を C

とする．すると，遷移全体を R，L，C からなる記号列によって表現することが

できる．ここで，連続する R または L は，それらをまとめて，改めて R または

L とする．図 15 にその様子を示す．  

Ⅱb 

 

 

 

 

Ⅱr 

                                 

 

 

 

 

  R    R          L      L            R          R 

R               L            R      

 

図 15 遷移例および遷移方向による分類 
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C については leaf の有無等も考慮し，下記 C1～C5 に分類する．図 16 にその

様子を示す． 

C1：遷移前 ℓ[x]→遷移後ℓ[x] 

 

C2：遷移前 s[x]→遷移後ℓ[x] 

 

C3：遷移前 ℓ[x]→遷移後 s[x] 

 

C4：遷移前 s[x]→遷移後 s[x](ℓ[x]有) 

 

C5：遷移前 s[x]→遷移後 s[x](ℓ[x]無) 

 

 

 

Ⅱb 

 

 

 

 

Ⅱr 

     

 

 

 

 

 

C1  C2    C3    C4      C5 

 

図 16 C の分類(C1～C5) 
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4.2  R，L，C におけるトークンの動き 

4.1 において定めた R，L，C1～C5 について，各グループ内での最短遷移を

実現するトークンの動きを考える．一般的に，caterpillar graph を含む tree 上

の 2 つの頂点間の最短経路は一意に決定されるので，その 2 つの頂点間でのト

ークンの遷移を考えた場合，トークンがその最短経路上のすべての頂点を一度

ずつ通って遷移すれば，それが最短経路であることは明らかである．したがっ

て，下記の定義 1 に示す例外的な場合を除き，各グループにおいて，各々のト

ークンは上記の最短経路上をすべての頂点を一度ずつ通って遷移すればよい．

トークンが複数個存在する場合は，1 つのトークンの遷移が完了後，次のトーク

ンの遷移に移行する．R を例にすると，x の値が大きいトークンから順次遷移を

行う． 

 

定義 1 detour 

以下，一般性を失うことなく，一方向に対して議論を進める．  

1． {ｎ∊ℕ0｜s[ｊ－２ｎ],・・・,s[ｊ]} にトークンが存在する．ただし，ｎがｎ

∊ℕ の場合，{s[ｊ－２(ｎ－１)],・・・,s[ｊ]}は leaf を持たない． 

2．s[ｊ]に存在するトークンの右隣りの一つ先のトークンの遷移に関連し，上記

に示したトークンが下記 3．に示す一連の遷移を行わなければならない．  

3．遷移はℓ[ｊ－２ｎ]の存在により 2 つの場合に分けられ，両者の一連のトーク

ンの遷移を detour と定義する． 

case(a) ℓ[ｊ－２ｎ]が存在する 

{ s[ｊ－２ｎ],・・・,s[ｊ] } 

{ℓ[ｊ－２ｎ],s[ｊ－２ｎ＋1 ],・・・,s[ｊ－１] } 

{ s[ｊ－２ｎ],・・・,s[ｊ] } 

case(b) ℓ[ｊ－２ｎ]が存在しない 

{ s[ｊ－２ｎ],・・・,s[ｊ] } 

{ s[ｊ－２ｎ－１],・・・,s[ｊ－１] } 

{ s[ｊ－２ｎ],・・・,s[ｊ] } 

 

図 17～図 20 にトークンの具体的な動きを示す．対象としている独立点集合遷

移問題が“遷移可能”であるという条件より，対象となるトークンの detour 可

能性は明らかである．また，トークンの遷移に関して追い越しは不可能である

等のことから，detour が最短遷移の実現に相反しないことも明らかである．

detour の判定アルゴリズムは第 3 章において示した locked path の判定アルゴ

リズムに修正を加えれば容易に構築可能である． 
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s [ｊ－２ｎ]   s [ｊ－２ｎ+２]    ・・・・・      s [ｊ]   

 

 

 

 

ℓ [ｊ－２ｎ] s [ｊ－２ｎ＋1 ]    ・・・・・   s [ｊ－１]      

 

 

 

 

 

ℓ [ｊ－２ｎ] s [ｊ－２ｎ＋1 ]    ・・・・・   s [ｊ－１]       

 

 

 

 

 

s [ｊ－２ｎ]   s [ｊ－２ｎ+２]    ・・・・・      s [ｊ]       

 

図 17 detour (case(a)その１) 
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s [ｊ－２ｎ]    s [ｊ－２ｎ+２]  ・・・・・        s [ｊ]       

 

 

 

 

ℓ [ｊ－２ｎ] s [ｊ－２ｎ＋1 ]      ・・・・・  s [ｊ－１]           

 

 

 

 

 

ℓ [ｊ－２ｎ] s [ｊ－２ｎ＋1 ]      ・・・・・  s [ｊ－１]      

 

 

 

 

 

s [ｊ－２ｎ]  s [ｊ－２ｎ+２]      ・・・・・      s [ｊ]    

 

                     

図 18 detour (case(a)その２) 
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s [ｊ－２ｎ]     s [ｊ－２ｎ+２]   ・・・・・     s [ｊ]    

 

 

 

 

s [ｊ－２ｎ－１] s [ｊ－２ｎ+１]     ・・・・・   s [ｊ－１]       

 

 

 

 

 

ｓ[ｊ－２ｎ－１] ｓ[ｊ－２ｎ+１]    ・・・・・   s [ｊ－１]       

 

 

 

 

 

s [ｊ－２ｎ]    s [ｊ－２ｎ+２]    ・・・・・      s [ｊ]       

  

 

図 19 detour (case(b)その１) 
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s [ｊ－２ｎ]    s [ｊ－２ｎ+２]     ・・・・・     s [ｊ]      

 

 

 

 

 

 

ｓ[ｊ－２ｎ－１] s [ｊ－２ｎ+１]      ・・・・・   s [ｊ－１]          

 

 

 

 

 

 

 

s [ｊ－２ｎ－１] s [ｊ－２ｎ+１]     ・・・・・    s [ｊ－１]      

 

 

 

 

 

 

s [ｊ－２ｎ]     s [ｊ－２ｎ+２]    ・・・・・    s [ｊ]    

 

            

図 20 detour（case(b)その２) 
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4.3  R，L，C 相互の関係性 

次に，最短遷移を実現するために，R，L，C1～C5 のグループ相互の遷移の

実行の優先順序について考える．図 21 の遷移例において，トークン②はトーク

ン①より先に動かなければ最短遷移は実行できない．トークン①が先に動くと

冗長な動きが生じてしまうことは明らかである．また，トークン③とトークン

④については，どちらが先に動いても，最短遷移に関して影響はない．図 21 の

遷移例で見ると，C3 と R については比較可能(R が優先)であり，R と L につい

ては比較不能(優先順序は無し)である．このように，最短遷移という観点からみ

ると，遷移を表す R，L，C1～C5 の記号列を半順序集合として捉え，互いの実

行の優先順序を考えればよいことがわかる． 

 

Ⅱb 

 

 

 

 

Ⅱr  ①   ②   ③      ④ 

       

     

      

 

C3       R       L 

 

図 21  グループ相互の実行の優先順序 
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以下，グループ相互の実行の優先順序について，考えられるすべてのパター

ンについて分析を行う．まず，C1～C5 が出現した場合を考える．  

 

(1)C1 が出現した場合 

 

 

 

 

 

 

 

     

 

 

 

 

 

図 22 C1  

 

C1 については，左右がいかなる場合でも，トークンの遷移は発生しない．ま

た，C1 に属するトークンが他のトークンの往来を妨げるので，C1 に対する左

右各々を別々の部分グラフとして問題を考えればよい． 
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(2)C2 が出現した場合 

 

 

 

 

 

 

 

     

 

 

 

 

 

図 23 C2 

 

 

 

遷移の優先度を，左右の状態に関係なく，左右より高く設定すれば安全であ

る．s[x]→ℓ[x]の遷移を行った後は，(1)に帰着する． 
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(3)C3 が出現した場合 

 

 

 

 

 

 

 

     

 

 

 

 

 

図 24 C3 

 

遷移の優先度を，左右の状態に関係なく，左右より低く設定すれば安全であ

る．C3 に対する左右各々を別々の部分グラフとして問題を考え，左右の部分グ

ラフの遷移がすべて完了した後，C3 の遷移：ℓ[x]→s[x]を行えばよい． 
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(4)C4 が出現した場合   

 

 

 

 

 

 

 

     

 

 

 

 

 

図 25 C4  

 

C4 については，基本的に，トークンの遷移は発生しない．また，C4 に対す

る左右各々を別々の部分グラフとして問題を考えればよい．ただし，一点だけ

注意を要することがある．C4 が 4.2 で述べた detour の一部を構成している場

合である．具体的には，C4 のトークンが detour の case(a)の s[ｊ－２ｎ]のトー

クンに該当する場合である．該当する場合，トークンに s[ｊ－２ｎ]→ℓ[ｊ－２

ｎ] →s[ｊ－２ｎ]の遷移が発生する．図 26 に示すように，左右両方向に対して

対象とする detour が構成されていることも考えられるので，s[ｊ－２ｎ]→ℓ[ｊ

－２ｎ]の遷移は左右に対して優先，ℓ[ｊ－２ｎ]→s[ｊ－２ｎ]の遷移は左右の遷

移後に行うと設定すれば安全である．よって，遷移を 2 つに分解して，各々の

遷移に順序を付与すればよい． 
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Ⅱb 

 

 

 

 

 

 

Ⅱr 

 

     

 

 

 

 

 

L           C4       R 

 

図 26 C4 が両方向に対して detour の一部を構成する例  
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(5)C5 が出現した場合   

 

 

 

 

 

 

 

     

 

 

 

 

 

 

図 27 C5   

 

C5 については，基本的に，トークンの遷移は発生しない．また，C5 に対す

る左右各々を別々の部分グラフとして問題を考えればよい．ただし，C4と同様，

C5 が detour の一部を構成している場合がある．具体的には，C5 のトークンが

detour の case(a)の{s[ｊ－２ｎ＋２]，・・・，s[ｊ] }のうちの一つのトークンに，

または，case(b)の{s[ｊ－２ｎ]，・・・，s[ｊ]}のうちの一つのトークンに該当す

る場合である．対象とする独立点集合遷移問題が“遷移可能”であるという条

件で議論を行っているので locked path は存在しない．したがって，C4 の様に，

左右両方向に対して detour が検出されることはない．よって，上記に該当する

場合，C5 に対して，ともに detour を構成する他の遷移と同一の遷移方向を付

与し(R または L)，C5 を含めた全体を，新規の R または L として扱うことによ

り問題は解決される．図 28 において示した C5①のように，2 つの detour が構

成されている場合もあるので，合計で 4 回の遷移を行い，元の位置に戻る場合

もあり得るということを付記する． 
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Ⅱb 

 

 

 

 

 

 

 

Ⅱr 

 

 

 

 

 

 

L       C5①     L         C5② 

 

L           

 

図 28 C5 が detour の一部を構成する例および遷移の統合 

(①，②の番号は 2 つある C5 を区別するために便宜上付記したもの) 

 

 

 

以上，C1～C5 が現われた場合は，基本的に，トークンの遷移に関して，それ

自身を除く左右各々を別々の部分グラフとして問題を扱うことができる．した

がって，グループ相互の実行の優先順序という面からは，あとは，組合せ LR お

よび組合せ RL の分析を行えばよい． 
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(6)組合せ LR 

 Ⅱb 

 

 

 

s[x]          s[x+2] 

 

 

ℓ[x+1] 

    L     R 

図 29 組合せ LR  

 

図 15 の遷移例からもわかるように，Ⅱb の状態により優先順序を決定すれば

よい．対称性を考慮し，L の最右のトークンが spine に存在する場合を考えれば

十分である．その位置を s[x]とする．その場合の R の状態の最も厳しい条件と

しては，最左のトークンがℓ[x+1]または s[x+2]に存在する時であり，この場合

を考えれば十分である．ℓ[x+1]の時は L の遷移を優先すればよい．s[x+2]の時は

L または R において detour の case(b)が構成され，s[x]または s[x+2]に存在する

トークンが detourの case(b)の s[ｊ－２ｎ]のトークンに該当する場合が比較可

能となる．この場合，detour が構成されていない方を優先とすればよい．前提

条件より，locked path は存在しないので，L，R ともに detour の case(b)が構

成されていることはあり得ないということを付記する． 
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(7)組合せ RL 

Ⅱr 

 

 

 

s[x]         s[x+2] 

 

ℓ[x+1] 

R        L 

 

図 30 組合せ RL 

 

図 15 の遷移例からもわかるように，Ⅱr の状態により優先順序を決定すれば

よい．対称性を考慮し，R の最右のトークンが spine に存在する場合を考えれ

ば十分である．その位置を s[x]とする．その場合の L の状態の最も厳しい条件

としては，最左のトークンがℓ[x+1]または s[x+2]に存在する時であり，この場

合を考えれば十分である．ℓ[x+1]の時は L の遷移を優先すればよい．s[x+2]の時

は R または L において detour の case(b)が構成され，s[x]または s[x+2]に存在

するトークンが detourの case(b)の s[ｊ－２ｎ]のトークンに該当する場合が比

較可能となる．この場合，detour が構成されている方を優先とすればよい．前

提条件より，locked path は存在しないので，R，L ともに detour の case(b)を

構成することはあり得ないということを付記する． 
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4.4 アルゴリズムの構成 

4.1～4.3 までの議論をまとめると下記 1.～4.となる． 

 

1．補題 2 より，遷移前後のトークンの対応は一意に決定される． 

 

2．トークンの遷移に関して，遷移の方向性の概念を導入し，その方向に基づき

トークンのグループ化(R，L，C1～C5)を行う．遷移の実行を，グループ内部で

の遷移およびグループ相互の関係性というように，2 つの観点から扱う． 

 

3． caterpillar graph を含む tree 上の 2 つの頂点間の最短経路は一意に決定さ

れる．よって，グループ内部でのトークンの遷移は，detour の場合を除き，こ

の最短経路上をすべての頂点を一度ずつ通って遷移すればよい．detour は遷移

の実行において必要不可欠であり，最短遷移の実行に相反しない． 

 

4．グループ相互の実行順序については，グループの集合に対して，半順序集合

の概念を用いることにより最短遷移が確保される．すなわち，4.3 において見た

ように，グループどうしが比較可能な場合，最短遷移が実現される実行の順序

付けを行えばよい． 

 

以上が最短遷移系列を求めるアルゴリズムの構成の骨子であり，これらのこ

とより定理 4 の実行可能性は明らかである．  
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第 5 章 まとめ  
 

本論文では caterpillar graph の独立点集合遷移問題に対する線形時間アルゴ

リズムを示した．また，このアルゴリズムにより遷移可能と判定された場合の

最短遷移系列を求める多項式時間アルゴリズムも示した．今後の課題としては

tree における最短遷移系列を求めるアルゴリズムの計算時間の解明があげられ

る． 
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