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1 背景

1958年, Kurt G�odel[5]は �nite typeの functionalに基づく限定記号のない理論による
構成的算術体系の解釈を提案した。この解釈はG�odel0s Dialectica interpretation と呼ば
れている。G�odel Dialectica interpretation は構成的算術体系に対する無矛盾性の証明を
与えるために導入された。
このDialectica interpretationは T によるHAの解釈を与える。HAとは一階の構成的

算術体系 \Heyting Arithmetic"のことであり、T とは計算可能な �nite-type functionalに
関する限定記号のない理論である。計算可能な �nite-type functionalは type 0と原始帰納
法に基づいて構成される type から成る。それゆえ primitive recursive functionals of �nite

typeと呼ばれる。推論規則は命題論理の規則と帰納法から成る。
G�odelは T を高階の構成的算術体系に拡張した。この高階の構成的算術体系はHA!と

呼ばれている。HA!は T に各 typeの限定記号と推論規則を加えたものである。
AをHA!の任意の formulaとした時、ADをAのDialectica interpretationと呼ぶ。た

だしAをHA!の限定記号を含まない formulaとしたとき、ADは
AD � 9~Y 8 ~XA(~Y ; ~X),

という形の formulaである。
G�odelはこれを用いて次のことを示した。

もしAとADがHA!で証明可能ならば, HA! において
8 ~XA(f( ~X); ~X)を満たす計算可能関数 f が存在する。
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これは関数的解釈と呼ばれている。
また 1973年、Troelstra[7]はHA! においてmodi�ed realizabilityという方法を用いて

同様のことを示した。
G�odelとTroelstraは計算可能関数と構成的算術体系HA!との関係を示した。そこで本

研究では多項式時間計算可能関数に対する論理的算術体系について考察する。

2 多項式時間計算可能

多項式時間計算可能関数に対する算術体系はは 1975年に Cook[3]が PVというシステ
ムを導入した。これは多項式時間計算可能関数の等式理論であるが限定記号を用いること
ができなかった。
そこで 1985年に Buss[1]は多項式時間計算可能関数に対する古典論理に基づく算術体

系 S1
2 を導入した。この中でBussは S1

2 において

(1) 8~x(9y � t)A(~x; y)

(2) 8~x8y8z[A(~x; y) ^ A(~x; z)! y = z]

が証明可能ならば 8~xA(~x; f(~x))となるような関数 f が多項式時間計算可能関数であるこ
とを示した。これを「関数 fは�b+

1 -de�neできる」という。さらに 1986年にBuss[2]は構
成的論理に基づく算術体系 IS1

2Bを導入した。この中でBussは S1
2 と同様の性質が IS1

2B

においても成り立つことを示した。しかし IS1
2Bの定義はとても複雑であり、さらにクラ

ス P を表すために用いた p-types, 2P

1 -functionalsも複雑なので、IS1
2Bは扱いにくい。そ

こで 1993年に Cook[4]は構成的論理に基づく算術体系 IS1
2 を導入した。このシステムは

とてもシンプルであり、またクラスP を表す方法として function algebraという扱いやす
い方法を用いた。そしてCookは function algebraを用いて「関数 fは�b+

1 -de�neできる」
という事を導出し、さらに IS1

2 と IS1
2Bが同等であるという事を示した。

3 構成的論理

計算可能関数におけるHA、多項式時間計算可能関数における IS1
2 及び IS1

2B は構成的
論理に基づいている。構成的論理とは古典論理から排中律 (A_:A) を除いた論理である。
特徴としては 9xA(x)を証明するためには古典論理では (1) A(x)が trueとなるような x

を明示する。(2) 8x:A(x)を仮定したら矛盾することを証明する、という２つの方法があ
るが構成的論理では (1)の方法しか認められていない。つまり「存在する」ということを
証明するためには「存在しないと仮定したら矛盾するから存在する」という方法は認めら
れておらず「具体的に存在すること」を証明しなければならない。故に IS1

2、IS1
2Bは始
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めに導入した古典述語論理に基づいた体系 S1
2 を構成的論理で作り直す必要があったので

ある。

4 現実的な構成的証明

�b+

1 -de�neは関数 f が多項式時間計算可能関数「である」ことを示したが計算可能関数
のように多項式時間計算可能関数が「存在する」ことを示したい。そこで計算可能関数の
ために用いられたHAにおけるDialectica interpretation及び realizabilityの手法をシス
テム IS1

2 に合うように形をかえて適用し、HAと同様の性質が証明された。つまり

「8~x9yA(~x; y)という formulaが IS1
2 で証明可能ならば,

8~xA(~x; f(~x))となるような多項式時間計算可能関数 f が存在する。」

ということが証明された。

5 今後の課題

計算の複雑さの理論の研究の中に各クラスの包含関係を調べる研究がある。この研究の
中の有名な問題として「P = NP 問題」がある。これはクラスP とNP の関係がP = NP

なのかP & NP なのかわかっていない、と言う問題である。これ以外にもいくつかクラス
があるが特に function algebraで表せるクラスK, T , E等に着目する。例えばT = Kなの
か T & K なのか分かってない。そこでP における IS1

2のように各クラスにおける論理的
算術体系を構築し、これを用いて包含関係を明らかにしたい。そこで最初、IS1

2 における
�b

i
、�b

i
のような各クラスに適した hierarchyを見つける。次にこの hierarchyを基にして

論理的算術体系を構築する。そして論理的算術体系上で「関数 f が�0-de�nableであるこ
とと関数 fが各クラスの関数であることは同値である。」ということを function algebraを
を用いて証明する。そして realizabilityとDialectica interpretationを用いて各クラスの
関数が存在する、と言うことを示す。最後にこれらの論理的算術体系を用いて各クラスの
包含関係を明らかにできないか調べる。又、調べる手段として realizabilityとDialectica

interpretationのように純粋な論理学の中で用いられた方法を応用できないか検討する。
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