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要 旨

人間は問題解決において，しばしば図を利用する．それは図によって複雑な状況を理解

しやすくしたり，明示的には与えられていない情報が得られたりするなどいった利点があ

るからである．推論や問題解決における図の役割についての考察は，人間の知的活動を明

らかにする上で興味深いだけでなく，効果的なインターフェイスを実現する上でも重要で

ある．図を有効利用して論理体系を記述しようとする試みは古くから存在し，Venn 図，

Euler図，Pierce図などがこれにあたる．近年，これらの図を厳密に定義し，図を用いて

論理体系を記述する研究がなされている．しかし今までの研究では，対象とする論理体系

が多くの場合，古典論理であり，直観主義論理などの非古典論理を対象として図形を定義

する研究は十分に考慮されていないと考える．

直観主義論理は近年，構成的プログラミングへの対応から重要視されている．しかし，

そのセマンティクスの取り扱いは容易ではなく，それを容易に理解することができる図形

が望まれている．直観主義論理のクリプキ・セマンティクスを表す図形としてHasse図が

存在するが，Hasse図の記述は，クリプキ・モデルをそのまま表現したものであり，各可

能世界の到達可能関係を表現するのには優れているが，各可能世界における付値をうまく

表現することができない．

そこで本研究では直観主義命題論理を対象としてHasse図の改良・拡張をおこなう．そ

こから直観主義論理の性質をより明示的に表現することができ，学習者にとって直観主義

論理のセマンティクスの理解を促進させる図形を提案する．具体的には 2次元的な図形で

あるHasse図を 3次元化し，各可能世界における付値の関係を明示的に示す．また直観主

義論理の可能世界を対象とするVenn 図を定義し，それをHasse図と組み合わせることに

よってクリプキ・モデルを表す．このVenn図とHasse図を組み合わせた図は各可能世界

の内部状態をわかりやすく表現することができる．

我々はこのVenn図とHasse図を組み合わせた図をモデルに基づく直観主義論理のクリ

プキ・モデルを表すシステムを作成した．このシステムはテキストによるクリプキ・モデ

ルおよび論理式を入力とし，それに対応したHasse図およびVenn図とHasse図を組み合

わせた図を出力する．
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第 1 章

序論

1.1 本研究の背景と目的

近年，直観主義論理は構成的プログラミングに対応する関係から重要視されている．し

かし，その意味論の解釈は一般的な論理，つまり古典論理と比べて複雑なものであり，理

解しにくいものとなっている．その理由の一つとして，直観主義論理においては図が有効

に使用されていない点が考えられる．

「百聞は一見に如かず」，\Diagram is worth ten thousand words"ということわざがあ

るように，昔から図は，言語に置き換わって物事を理解する有効な手段の一つとして使用

されてきた．実際に数学や物理，その他の分野においても学習効果を狙って昔から盛んに

図が使用されてきた．

その反面，図は厳密さに欠け，曖昧性がある，などといった特徴をもつと数学者や論理

学者に考えられていた．実際，これまで数学の証明や論理学における推論などは，多くの

場合文字列によって示されてきた．それに対して，図が占めていた役割は，証明や推論の

ためのヒューリスティックな補助であった．

しかし近年ふたたび図を用いた推論が注目されている．しかしここで述べる図による推

論とは，数式，論理式などの文字列をすべて図形に置き換えて推論をおこなうというもの

ではない．推論または問題解決の際に，その対象とするべきものにもっとも適した表現形

態を使用することを目指している．

ここで述べているもっとも適した表現形態とは，もっとも人間の知覚に適した表現形態

を指している．実際，人間は単に文字記号のみでなく，様々な表現方法を使って情報を表

現したり，思考したりする．よって問題解決や推論の際にもっとも適した表現形態は，図

や文字記号，表，グラフなどが混在するHybridなものとなるはずである．
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問題となっている図のもつ特徴，つまり厳密さに欠けており，曖昧性に満ちているとい

う批判は多くの場合誤解である．図によって生じた多くの間違った証明や推論は，厳密な

図の定義を行わないままに，図の記述力に頼ってしまった結果である．整合のとれた図に

おいてはこのような失敗は生じない．

実際に Shin [7]は Venn図を formal systemとして，一階述語論理に対して独自のシン

タックス，セマンティクスをもって厳密な分析を行った．そしてVenn図による推論のルー

ルが健全であることを示した．さらに付加ルールを加えることで，演繹的なシステムに対

する複雑な証明が出来ることを示した．

それに対して，直観主義論理では，複数の可能世界，非 2値原理などといった理由から，

その表現としてVenn図を使用することは出来ない．また直観主義論理においては，その

セマンティクスを表現するための図としてHasse図というものをもつが，これはVenn図

のように，厳密に定義され，それ自体で推論を行えるものではなく，曖昧性を含んでいる．

そこで本研究では，直観主義論理のクリプキ・セマンティクスに基づき，Hasse図およ

びVenn図の改良・拡張を行う．またそれに基づいた図を使って反証モデルを生成するシ

ステムを構築する．このシステムにより直観主義論理の複雑なセマンティクスの取り扱い

に対する負担が軽減することを期待する．また図は，テキストでは明示されていない情

報を得ることができる，という機能をもつ．よって図によって表現された直観主義論理か

ら，テキストでは暗示的であった情報を得ることができるようになることを期待する．

1.2 本論文の構成

本論文では，2章において，問題解決において図を用いることの意義，図を用いた推論

についての関連研究について説明する．さらに直観主義論理のシンタックスとクリプキ・

セマンティクス及びクリプキ・セマンティクスを表現するのにしばしば用いられるHasse

図とその問題点について述べる．

3章においては本論文で提案する Hasse図の改良・拡張について述べる．それらには

Hasse図を 3D化した 3D-Hasse図と直観主義論理のために定義したVenn図である I-Venn

図とHasse図を組み合わせた I-Venn+Hasse図がある．

最後に，3章で述べたVenn+Hasse図のモデルの実装を行い，直観主義論理のクリプキ・

セマンティクスに対する学習システムとして考察する．
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第 2 章

直観主義論理と図による推論

2.1 図による推論

2.1.1 FreeRide

問題解決に図を使用する理由の一つとして，FreeRideと呼ばれる機能を図がもってい

ることがあげられる．

FreeRideとは与えられた情報以上の情報を明示的に示すことができる機能である．与

えられた情報量がテキストと図で同じときに，テキストにおいては，その情報から推論し

なければ新たな情報を得ることができない．つまりテキストにおいては新たな情報は暗

示的に示されている，それに対し，図においては新たな情報がすでに明示的に示されてお

り，推論の必要が無いことがある．具体的なFreeRideの例として，図 2.1があげられる．

1 : AはBより短い

2 : CはBより長い

という文章を与えられて，

3 : AはBより短い

と結論に達することは可能である．つまりここでは，1と 2という情報から 3という結論

を導き出している．それに対して，図 2.1では，1，2の情報が図示されたと同時に 3の結

論も明示的に示されることになる．

問題解決において，図を表すことが，問題の性質に関する理解を深めるのに役立つこと

が多いが，これは問題を記述する文章には明らかに記述されていない関係も，図を描くこ

とによって明らかになることがあるからである．
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A

B

C

図 2.1 FreeRide

2.1.2 定性推論と図形

図による推論の特徴の一つとして，それが定性的なことである．(岩崎 []iwasaki)上で述

べた線の長さの比較においても，たとえA;B;Cの正確な長さが与えられて，図もその通

りに描かれていたとしても，そこからすぐにわかるのは，長短の順などといった定性的な

関係である．しばしば，我々はだいたいの答えを得るために図を使うが，詳しい数値的な

答えが必要なときには，記号操作を行う．それにも関わらず，定性的理解が重要なのは，

詳細にとらわれないことによって全体像の特徴の理解を可能にし，さらに詳しい分析の必

要な個所をすばやく見つけることを助けるためである．ここで述べた「詳細にとらわれな

い」という言葉は，今直面している問題解決において重要でない情報にとらわれない，と

いうことである．

2.1.3 図を用いたシステム

問題解決及び推論において，図を用いることは盛んに行われてきた．例えば数学の集合

ではEuler図やVenn図がよく使われる．幾何においては，図を用いずに問題を解くもの

はいないだろう．また算数の文章問題においても図は大きな役割を担っている．村田は，

算数の文章問題や平面幾何の問題に対して図を用いて問題解決をするシステムを作成して

いる．ここで村田らは，単純に平面幾何や文章問題を解くだけでなく，問題を図式化し，

そこから見られる一般規則を発見し，平面幾何の定理及び文章問題に対する公式を導き出

すシステムを構築した．これは上述したFreeRideの特性を利用したものと考えられる．

また数学だけでなく論理学においても図を用いて推論を行おうというシステムが研究さ

れている．論理体系を図によって記述しようという試みは古くからあり，Venn図やEuler

図があげられる．しかしこれらの図は教育用インターフェイスとして開発されたため，厳

密に論理体系を記述しているとはいえなかった．それに対して，ShinやHammerは図を

厳密に定義し，その図を用いた推論が記号による推論と同等のものであることを証明し
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た．ShinやHammerが対象にした論理は古典述語論理であり，Venn図を改良し論理体系

を記述した．また，そのVenn図を操作することで演繹的な推論を可能にした．清塚らは

その図を取り上げて，Venn図による証明と一般的な記号操作による証明との違いを定量

的に分析した．

さらにコンピュータを用いて，よりユーザインタフェイスを考慮したシステムとして

BarwiseのHyperProof(1993)があげられる．これは，一階述語論理の自習用ソフトウェ

アである．積み木の世界について論理式で描写したり，論理式が真になるように世界を組

み立てたりする作業を通じて一階述語論理のセマンティクスの基礎を学習するためのシ

ステムである．HyperProofで重要なのは図と論理式つまり記号のハイブリッドな推論シ

ステムであるということである．画面に積み木の世界の図とそれを記述した論理式の両

方が表示され，一方を操作するとそれに伴ってもう一方も表示が変化する．さらに複数の

メディアを利用する推論の数学的性質について状況理論をベースにした基礎づけも行って

いる．

図 2.2 HyperProof
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2.2 命題直観主義論理

2.2.1 直観主義論理

直観主義論理は多値論理，様相論理などと同様に非古典論理である．

直観主義論理の特徴の一つに 2値原理を採用していない点があげられる．つまり直観主

義論理は排中律をトートロジーとしない論理である．

2.2.2 命題直観主義論理のシンタックス

命題直観主義におけるシンタックスは古典論理における命題論理と同じである．

� 論理記号

: _ ^ �

ただし古典論理とは異なり，直観主義論理では，^; �を: _の省略形として定義でき

ないすなわち，^; _; �; :は，独立した論理記号として導入される．

2.2.3 命題直観主義論理のセマンティクス

本論文では直観主義論理のセマンティクスとしてクリプキ (S.Kripke)によるセマンティ

クスをとりあげる．その定義はクリプキ・フレームにより定められる．

定義 1 クリプキ・モデル

空でない集合W とW 上の二項関係Rが半順序関係であるとする．この時，対 (W;R)

を半順序集合という．関係Rが半順序関係であるとは次のようなことをいう．

半順序関係

� Rは反射的である。

任意のw 2 W に対してwRwが成り立つ

� Rは推移的である。

任意のw;w
0
; w

00
2 W に対して、wRw0かつw

0
Rw

00ならばwRw
00が成り立つ

6



� Rは反対称的である。

任意のw;w
0
2 W に対して、wRw0かつw

0
Rwならばw = w

0が成り立つ

任意の半順序集合 (W;R)のことを直観主義命題論理のクリプキ・フレームという．W

およびRをそれぞれクリプキ・フレームの可能世界 (possible world)の集合，および到達

可能関係 (accessibility relation)という．いま，(W;R)をクリプキ・フレームとする．集

合W の部分集合 U が遺伝的 (hereditary)であるとは，x; y 2M に対し，

x 2 U かつ xRyならば y 2 U

が成り立つこととする．

各命題変数 pに対し,W の遺伝的部分集合 V (p)を対応させるような写像 V を，クリプ

キ・フレーム (W;R)上の付値という．V が (W;R)上の付値であるとき，(W;R; V )を直

観主義論理のクリプキ・モデルという．

クリプキ・モデル (W;R; V )に対し，W の要素と論理式の間の関係 j=をつぎのように

定義する．（a j= Aのとき，「（可能世界）aでAは正しい」という．また，a 6j= Aは a j= A

が成り立たないことを意味する）．

定義 2 j=の定義

� a j= p() a 2 V (p) （pは命題変数）

� a j= A ^B () a j= Aかつ a j= B

� a j= A _B () a j= Aまたは a j= B

� a j= A � B () aRbとなるすべての bに対し b 6j= Aまたは b j= B

� a j= :A() aRbとなるすべての bに対し b 6j= A

関係 j=は写像 V から一意的に決まるので，j=を V と同一視してmodelsを付値とよび，

(W;R; j=)をクリプキ・モデルとよぶ．

補助定理

j=をクリプキ・フレーム (W;R)の付値とする．このとき任意の論理式Aに対し，集合

x(2 W ) j x j= Aは遺伝的である．
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直観主義論理における真偽値

クリプキ・モデル (W;R; j=)において，どんな a 2 W についても a j= Aとなるとき，

論理式Aは (W;R; j=)で真であるという．そうでなければ，Aは (W;R; j=)で偽であると

いう．

クリプキ・フレーム (W;R)上の任意の付値 j=に対し，Aが (W;R; j=)で真となるとき，

Aは (W;R; j=)で恒真であるという．Aが (W;R; j=)で偽になるような付値が存在すると

きには，A はクリプキ・フレーム (W;R)で偽であるという．

終末の可能世界における真偽値

可能世界Wf を，Wf から到達できる可能世界がWf 自身しかないような可能世界とす

る．すなわち，WfRW を満たす可能世界W は存在しない．このとき，Wf においては，

任意の論理式Aに対して，

Wf j= A _ :A

が成り立つ．これは，終末の可能世界においては，命題の真偽が完全に定まる，というこ

とを意味している．

また，任意の論理式Aに対して，

Wf j= ::A � A

も成り立つ．より一般的に，Aを古典論理における任意のトートロジーとしたとき，

Wf j= A

が成り立つ．よって終末の可能世界Wf における論理式の解釈は古典論理の場合と変り

ない．

2.3 Hasse図

定義 3 半順序集合に対するHasse図

有限の半順序集合 hU; j=iを表すのに Hasse図が使われる．a; b 2 U であり，aRbかつ

a 6= bのとき，a < bと表すことにする．U 上の二項関係�を

a � b() a < bかつ aRc < bならば a = c
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により定義する．a � bであるとき，bは aの直後の元（の一つ）であるという．

さて，XY 座標の定まった平面上に，U の各要素 aに対応する点をとり，その点に aと

いうラベルをつけておく．さらに，a � bであるとき，またそのときに限り，aに対応す

る点の Y 座標は bに対応する点の Y 座標より小さくなるようにとり，しかもこれら二点

を変で結んでおく．このようにして得られた図を，半順序集合 hU;Riを表すHasse図とい

う．Hasse図では，ラベル aのついた点からいくつかの辺を上へたどって到達できるとき，

またそのときに限り aRbが成り立つことになる．図 2.3は a; b 2 U; a � bを表している．

a

b

X

Y

図 2.3 a � b

2.3.1 直観主義論理におけるHasse図

直観主義論理のクリプキ・フレームにおける二項関係 Rは半順序関係であったため，

Hasse図を使ってクリプキ・モデルを表現することができる．

定義 4 直観主義論理におけるHasse図

クリプキ・モデルを表すHasse図で用いる図形は図 2.4で示すそれぞれの図形である．

A; B; C; � � � p; q; r; � � �

図 2.4 Hasse図の要素
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クリプキ・モデル (W;R; j=)における，W の要素である可能世界を，図においては各

ノードで表し，各ノードの左側に各要素のラベルをつける．Rを表現する方法としては，

上述したように線で結ぶことによって可能となる．また各ノードの右側に，各可能世界で

成り立つ命題変数を記すことにより付値を与えることができる．図 2.5は次のクリプキ・

モデルA (W;R; j=)を表す．

W = fa; b; cg

R = fha; ai; ha; bi; ha; ci; hb; bi; hc; ci

b j= p; c j= qg

a

b cp q

図 2.5 クリプキ・モデルA

ここで上述した補助定理に注目する．補助定理において，集合のそれぞれの要素におけ

る付値，つまり各可能世界において正しいといえる論理式は要素と同様に推移律が働くこ

とがいわれている．クリプキ・モデルB (W;R; j=)を表した図 2.6からそのことが読み取

れる．

a

b

c
d

p

q

r

図 2.6 クリプキ・モデルB
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図 2.6において，可能世界 aにおいて命題変数 p，bにおいて q，dにおいて rがそれぞ

れ成り立っていることがわかる．また補助定理からそれぞれの可能世界の y軸方向にあ

り，線が結ばれている可能世界においても，それぞれの命題変数が成り立つことがいえ

る．よって，図 2.6を書き直してみると次のようになる．

a

b

c
d

p

p; q

p; q

p; q; r

図 2.7 クリプキ・モデルB

Hasse図は対象とする論理式を偽とするモデル，つまりカウンターモデルを表現するこ

とに適しているといわれている．それはHasse図を用いると対象とする論理式が偽である

かどうかを判断するのが容易だからである．

例として以下の図 2.8をあげる．図 2.8において論理式 p _ :p，つまり排中律は偽にな

る．図 2.8は次のクリプキ・モデルを表している．

W = fa; bg

R = fha; bi; ha; ai; hb; big

b j= p

b j= pより a 6j= :pである．さらに a 6j= p でもある．従って

a 6j= p _ :p

である．

さらに図 2.8 は排中律を偽とすると同時に ::p � p二重否定を偽とするモデルである．

b j= pなので，b 6j= :pである．a j= :pも成り立たなかったので，a j= ::pが成り立つ．

ところが，a j= pは成り立たなかったので，

a j= ::p � p
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は成り立たない．よって図 2.8は二重否定を偽とする．

直観主義論理でトートロジーであるための必用十分条件は，任意のクリプキ・フレーム

(W;R)上の任意の付値 j=に対し，Aが (W;R; j=)で真となることである．ところが，図

2.8のようなカウンターモデルが存在するので排中律及び二重否定は直観主義論理におい

て恒真でないことが明らかである．

a

b p

図 2.8 p _ :pのカウンターモデル

2.3.2 Hasse図の問題点

これまでみてきたように，Hasse図はカウンターモデルを表現するのに適している．し

かしHasse図で明示的になるのは，各可能世界の関係，各可能世界において成り立つ命題

変数のみである．成り立たない命題変数や命題変数の複合である論理式が各可能世界でど

のような付値をとっているのかは暗示的である．

直観主義論理において，学習者にとって非常に分かりにくいものの一つに否定の扱いが

ある．上述したように直観主義論理において否定，:と「成り立たない」，6j=とは区別す

べきものである．2値原理を採用している古典論理においては命題が成り立たないことと

その命題が否定をとることとは同じことであった．

しかし直観主義論理においてそれが成り立つのは，古典論理と同様の付値をとる終末の

世界のみである．いま任意の終末の可能世界をWf とすると，

Wf 6j= p() Wf j= :p

が成り立つ．しかしHasse図ではこのような情報が明示されていない．よって次のよう

な問題が生じることになる．

図 2.9は以下のクリプキ・モデルCを表している．

W = fa; b; c; d; eg
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R = fha; ai; ha; bi; ha; ci; ha; di; ha; ei; hb; bi; hc; ci; hc; di; hc; ei; hd; di; he; ei; g

a j= p; b j= p; c j= p; d j= p; e j= p; e j= q

a

b c

d ep

p

p

p; q

p; s

図 2.9 クリプキ・モデルC

図 2.9より，a j= pである．また aと線で結ばれており，aより y座標が高い他の可能世

界においても pが成り立つので，b j= p; c j= p; d j= p; e j= pがいえる．また可能世界 e

においてのみ，qが成り立つ e j= q．そのため，e以外の各可能世界では，qが成り立たな

いので，a 6j= q; b 6j= q; c 6j= q; d 6j= qとなる．同様に可能世界 bにおいてのみ sが成り立

つので，a 6j= s; c 6j= s; d 6j= s; e 6j= sとなる．

ここで図 2.9の可能世界 c及び dに注目する．図を一見すると可能世界 cと dは違いが

ないように見える．付値も c j= p; c 6j= qと d j= p; d 6j= qといったように同様である．

しかし，ここで論理式 :qについて考えてみる．c 6j= :qである．これに対して d j= :q

となる．これは可能世界 dが終末の可能世界であるためである．上で述べたように，終末

の可能世界ではすべての命題の真偽が決定される．それに対して，終末の可能世界以外で

は命題の真偽が決定不可能な状態があり得る．そのため可能世界では成り立つ，または成

り立たないと示されている命題変数に関しては違いがないにも関わらず，可能世界の位置

に応じて，どのような論理式が成り立つかに関する違いが生じる．

2.3.3 NA-Hasse図

Hasse図では上で述べたように，一見同様の付値が与えられていても，可能世界の位置

によって成り立つ論理式が異なるという問題があった．そこでHasse図に命題変数と同様

に，成り立たない命題変数および命題変数に否定記号を高々1つ加えた論理式を付加して
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記述する．これを NA-Hasse図と呼ぶことにする．(Negation Added Hasse Diagram)こ

れによって可能世界の内部状態がより明示的になるはずである．

定義 5 NA�Hasse図

各可能世界において成り立っている命題変数の下に，成り立たない命題変数を 6j=の記

号をつけて表す．また成り立つ否定は，成り立つ命題変数に続けて描き，成り立たない否

定は，成り立たない命題変数に続けて描く．上で問題の例として取り上げられた図 2.9を

NA-Hasse図の定義に従って描くと次のようになる．

a

b c

d e

p

6j= p; q; :q; s; :s

6j= p; q; :q; s; :s

p; :q s

6j= :p; q; :s

p

p; :q; :s

6j= :p; q; s

p; q; :s

6j= :p; :q; s

図 2.10 NA-Hasse図

図 2.10によって，可能世界 cと dの違いが明らかとなった．このように直観主義論理で

は成り立つ命題によって一意に論理式が決定されない．これに対して古典命題論理におい

ては命題の真偽値によって一意に論理式の真偽値が決定される．直観主義論理では命題の

付値と命題の否定の付値によって論理式の付値は決定される．例えば，図 2.10において，

可能世界 aと cが命題および命題の否定に対して同じ付値をとっている．よって a; cでは

同様の論理式の付値をとることになる．

このように成り立たない命題変数および命題変数の否定を図に描くことによって，各可

能世界のより詳細な情報を得ることができた．しかしこのような拡張Hasse図においても

いくつかの問題が残る．

問題 1

命題変数に否定記号をつけた論理式の付値は明らかとなったが，その他の論理式の

付値は明示されていない．もしそれを導きたいならば，命題変数を表す記号列から

導くことになる．
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例えば，図 2.10のNA-Hasse図において論理式 ::s _ :pが真かどうか，もしくは

偽であれば各可能世界における ::s _ :pの付値はどのようになっているかを調べ

るとする．そのような場合，各可能世界において，明らかとなっている命題から対

象とする論理式の部分式 (::s)を導き，それらを組み合わせて目的の論理式の付値

を導く．その際の推論における作業は記号操作である．命題および論理式を図形に

置き換えることで，この推論を記号操作でなく，より簡単に行えると思われる図形

操作に変形することができる．

問題 2

直観主義論理のさまざまな定理がHasse図およびNA-Hasse図では暗示的にされて

いる．

例えば，成り立つ命題，成り立たない命題，命題の否定はそれぞれ関係をもってい

る．図 2.10のクリプキ・モデルにおいて，終末の可能世界，b; d; eでは必ず命題

の真偽が定まっている．これは上述した，終末の可能世界においては必ず命題の真

偽が定まる（排中律が成り立つ）という定理である．それに対して終末の世界以外，

a; cではそうなっていない．しかしHasse図およびNA-Hasse図からそれを読み取

ることは難しい．

また，補助定理で述べた付値の遺伝的性質も Hasse図，NA-Hasse図においては明

らかでない．これらの関係を明示的に表現したい．

問題 3

各可能世界における論理式の付値は，成り立つ命題，成り立たない命題，命題の否

定の付値によって決定される．よって各可能世界における論理式の付値が同じであ

るかどうかを調べるには，それらが同様であるかどうかを調べればよい．この付値

が同じかどうかを調べるのは，可能世界の右側に並べられた命題変数およびその否

定を各可能世界ごとに見比べていくという作業である．もしこれらの命題変数およ

びその否定が記号ではなく，なんらかの図形であれば，比較はよりスムーズに行わ

れるように思われる．

図形が同じ形であるかどうかを判断するのは定性的な推論である．上述したように，

定性的理解は全体像の特徴の理解を可能にし，すばやい判断をすることができる．
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2.3.4 Hasse図を用いたシステム

Hasse図は，直観主義論理の証明システムにおいて，対象の論理式が偽である証明とし

てカウンターモデルを生成するのにしばしば利用されている．

HaackによるシステムKripkeは，直観主義論理において入力された論理式が対象となる

クリプキ・モデルにおいて成り立つかどうかを判別し，表示するシステムである．Kripke

では，テキストの行を利用してHasse図における y軸を表現し，クリプキ・モデルをHasse

図として表現している．そして対象となる論理式およびその論理式の部分論理式を各可能

世界において表示している．

Larkinと Simonは，純粋に言語的な表現と，言語的ではあるけれどもその並べ方が図

に表された空間的関係を反映している表現を比べて，たとえ情報量は同じでも空間関係が

重要な役割を占める問題の場合は，後者を使うことによってより能率よく問題を解決でき

ることを証明している．Kripkeはその理論を用いたシステムといえる．

また Stoughtonによるシステム，Porgiも上述したKripkeと同様にテキスト行を利用

し，テキストベースでHasse図を表すが，入力された論理式が直観主義論理においてトー

トロジーであった場合，自然演繹法でその論理式がトートロジーであることを証明する．

長野らは，直観主義論理における証明システム，SKIP を作成している．そのシステ

ムも Porgiと同様に論理式を入力とし，もし対象とする論理式が真であれば，自然演繹

法による証明図が表示される．もし偽であれば，その論理式を偽とするようなカウンター

モデルが生成される．SKIP が PorgiやKripkeと異なるのは，Hasse図を表現するのに

テキストでなく図を用いていることである．そのためKripkeと同じクリプキ・モデルを

Hasse図で記述しても SKIP のほうが視覚的に優れている．これは，いかに空間的に言

語情報をならべても，より抽象化がすすんだ図形のほうが視覚的に優れていることを表し

ている．また Javeで実装を行なうことにより，インターネットから利用できるというの

も特徴である．

しかしこれらのシステムに共通しているのは，上で述べたHasse図の問題点を含んだま

まHasse図を利用していることである．つまり，Hasse図は各可能世界において，命題変

数に対する付値を明示することはできるが，その複合である論理式を明示することはでき

ていない．また，さまざまな直観主義論理の定理を明示的に表せているとはいえない．

Kripkeシステムの場合，対象とする論理式およびその部分論理式については明示す

ることができるので，NA-Hasse図のようなものになっている．しかし上述したように，

NA-Hasse図においても様々な問題が残っている．

以下の章ではこれらの問題を解消するHasse図の記述方法を提案し，およびそれに基づ
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いて作成したシステムについて記述する．このシステムによってHasse図およびNA-Hasse

図においては不明瞭な情報が明示的になり，直観主義論理の性質をうまく表現される．こ

れにより学習者が容易に直観主義論理のセマンティクスを理解し学習効果を生み出すこと

を期待する．
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第 3 章

図による直観主義論理

3.1 3D-Hasse図

2章において，直観主義論理のクリプキ・モデルをHasse図およびNA-Hasse図で表し，

その問題について述べた．本章ではその問題を補うべく，Hasse図を 3D化したHasse図

を提案する．以下，3次元のHasse図を 3D-Hasse図と呼ぶ．

3.1.1 3D-Hasse図

3D-Hasse図において，Hasse図における命題変数を z軸への線を用いて表現し，Hasse

図を立体的に表現する．それによって，図形操作から各可能世界における論理式の付値を

導き出すことができるようになる．また論理式の対応関係の可視化により，暗示的であっ

た情報が明示的になる，視覚的な分かりやすくなる，などの効果が期待できる．

Hasse図は x; y軸の 2次元であったが，3D-Hasse図では，図 3.1のように z軸を加える．

ここで z軸が意味するものは，各可能世界における命題変数および論理式の付値である．

以下でクリプキ・モデルと 3D-Hasse図との対応を定義する．

定義 6 3D-Hasse図

Hasse図と同様に，クリプキ・モデル (W;R; j=)における，W の要素である可能世界を

3D-Hasse図では各ノードで表し，各ノードの横に各要素のラベルをつける．またRも同

様に，線で結ぶことによって表す．異なるのは j=，つまり付値の表現方法である．Hasse

図では各ノードの右側に，各可能世界で成り立つ命題変数を記したが，3D-Hasse図では，
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x

y

z

p

p

a

b

図 3.1 3D-Hasse図

z軸上に線を描くことで，命題および論理式の成立，不成立を表現する．各ノードにおけ

る z 軸の座標を 0にとり，正の方向にのびる線で成立する命題・論理式を表し，負の方向

にのびる線で成立しない命題・論理式を表す．z軸の線の先端にノードをつけ，その線が

表す命題または論理式をノードの横に記述する．この z軸の線をRの関係を表す線と区

別するために，論理式線と呼び，R の関係を表す線を関係線と呼ぶ．また論理式を表す

ノードを可能世界のノードと区別するため，論理式ノードと呼び．可能世界を表すノー

ドを可能世界ノードとよぶ．異なる論理式は，論理式ノードからさらに z軸に論理式線を

引き，論理式ノードを先端に描くことによって表す．論理式線の引かれる順番は，命題変

数，命題変数の否定，そこから導かれる論理式の順で，可能世界ノードから引くこととす

る．また異なる論理式は，異なる色の論理式線によって区別される．さらに，命題変数の

否定を表す論理線は，命題を表す論理線の色と同色の点線で表す．

3D-Hasse図とクリプキ・モデルとの対応を以下にまとめる．

� 可能世界w 2 W は可能世界ノードと対応している．

� 可能世界の間の関係（半順序関係）Rは可能世界ノードを結ぶ関係線と対応してい

る．（可能世界ノードは反射的関係を含んだものとする）

� 3D-Hasse図には y軸の概念があり，可能世界の関係がwRw
0となっているとき，w

はw
0よりも下に位置する．

� 各可能世界における付値は各可能世界ノードまたは論理式ノードから z軸に対して
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上部，下部へ引かれる論理式線と，その先端の論理式ノードに対応している．

さらに 3D-Hasse図では可能世界における論理式の関係を明示するために，次に述べる

論理式関係線を導入する．論理式ノードの値が同じであれば，その論理式ノード同士をク

リプキ・フレームによって与えられたHasse図にしたがって結ぶ．この線を論理式関係線

と呼ぶ．また論理式関係線の色は，それに対応する論理式線と同じ色とする．

図 3.2で，それぞれ定義した図形を表す．

a

b

p

p

論理式ノード

可能世界ノード

論理式線

論理式関係線

関係線
:p

:p

図 3.2 3D-Hasse図の各名称

3.1.2 3D-Hasse図の生成規則

3D-Hasse図において，論理式線で明示された命題および命題の否定から，それらの組

合わせである論理式線を生成する規則を定義する．この生成規則は定義で述べた直観主義

論理の付値の定義に対応したものである．

定義 7 3D-Hasse図の生成規則

1. 可能世界ノード aで命題変数 pが成り立つとき，可能世界ノード aから正の z軸方向

に論理式線と pのラベルのついた論理式ノードが描かれる．逆に命題変数 pが成り立

たないときには，負の z 軸方向に論理式線と pのラベルのついた論理式ノードが描か

れる．
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l

a j= p() a 2 V (p)

2. 異なる 2つの論理式線が同じ可能世界ノード上から描かれていれば，z軸の正・負の

方向に関わらず，その可能世界ノードにおいて，2つの論理式ノードのラベルを^で

結んだ論理式線および論理式ノードが描かれる．またそのときに限り，z軸の負の方

向に，2つの論理式ノードのラベルを_で結んだ論理式線および論理式ノードが描か

れる．

l

a j= A ^ B () a j= Aかつ a j= B

3. 異なる 2つの論理式線が片方でも可能世界ノードから z軸に対して正の方向に描かれ

ていれば，その可能世界ノードにおいて，2つの論理式ノードのラベルを_で結んだ

論理式線および論理式ノードが描かれる．

l

a j= A _ B () a j= Aまたは a j= B

4. 可能世界ノード a自身と aより y軸で上部にあり，直接または間接的に関係線で結ば

れているすべての可能世界ノードにおいて，論理式線 Aが z軸上で負の方向にのび

ている，または論理式線Bが正の方向にのびていれば，可能世界ノード aにおいて

論理式線および論理式ノードA � Bが描かれる．

l

a j= A � B () aRbとなるすべての bに対し b 6j= Aまたは b j= B

5. 可能世界ノード a自身と aより y軸で上部にあり，直接または間接的に関係線で結ば

れているすべての可能世界ノードにおいて，論理式線 Aが z軸上で負の方向にのび

ていれば，可能世界ノード aにおいて :Aの論理関係式が正の方向へ描かれる．

l

a j= :A() aRbとなるすべての bに対し b 6j= A

6. 論理式線がある可能世界ノードで z軸上で正の方向にのびていれば，その可能世界

ノードより y軸上で上にあり，直接または間接的に関係線で結ばれているすべての可
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能世界ノードにおいて，z軸の正の方向にその論理式線がひかれる．

反対に，ある可能世界ノードで z軸上で負の方向に論理式線がのびていたら，その可

能世界ノードより y軸上で下にあり，直接または間接的に関係線で結ばれているすべ

ての可能世界ノードにおいて，z軸の負の方向にその論理式線がひかれる．

l

クリプキ・モデル (W;R; j=)において，任意の論理式Aに対し，集合 fx(2 M)jx j=

Agは遺伝的である．

7. 終末の可能世界において，z軸上で正の方向に論理式線がのびていれば，その論理式

に否定記号を奇数個付加した，または除去した論理式線が z軸上で負の方向にひかれ

る．

l

終末の可能世界において命題の真偽が完全に定まる．

生成規則 6は，成り立つ論理式は y軸で上への遺伝的性質をもち，成り立たない論理式

は下への遺伝的性質をもつ，ということである．

例えば次のクリプキ・モデルで論理式 :p _ ::pが成り立つかどうか調べるとする．

W = a; b; c

R = fha; ai; ha; ci; hb; bi; hb; ci; hc; cig

a j= p

このクリプキ・モデルを図 3.3ではHasse図，図 3.4 ではNA-Hasse図で表し，図 3.5で

は 3D-Hasse図との対応の定義に基づき 3D-Hasse図で表す．

a b

c p

p

図 3.3 Hasse図

図 3.5を上述した生成規則にしたがって論理式 :p _ ::pを調べる．まず，生成規則 1

をもちいて各可能世界において :pの付値を表す．（図 3.6）すべての可能世界ノードにお
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a b

c

p

p

6j= :p

6j= :p
6j= p;:p

図 3.4 NA-Hasse図

a b

c

p

p

図 3.5 3D-Hasse図

a b

c

p

p

p

6j= :p
6j= :p

6j= :p

図 3.6 NA-Hasse図

a b

c

p

p

p

:p
:p

:p

::p

::p

::p

図 3.7 生成規則 5
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いて :pが負の方向へのびているので，生成規則 5を使って ::pの論理式線が描かれる．

（図 3.7）

次に生成規則 3にしたがい，:p _ ::pの論理式線を描く．（図 3.8）

a b

c

p

p

p

:p
:p

:p

::p ::p

::p

:p _ ::p :p _ ::p

:p _ ::p

図 3.8 生成規則 3

図 3.8から論理式 :p _ ::pを表す論理式ノードを結んだ論理式関係線がクリプキ・フ

レーム (W;R)と同様の形をしていることが一目でわかる．z軸で正の方向に論理式関係

線がクリプキ・フレームと同じ形をしているということは，すべての可能世界においてそ

の論理式が成り立っており，このクリプキ・モデルにおいてその論理式が真であることを

意味する．ここでは論理式:p_::p がすべての可能世界ノードにおいて成り立つことが

わかる．よってこのクリプキ・モデルにおいて :p _ ::pは真である．

このように 3D-Hasse図においては，次の補助定理が成り立つ．

補助定理

正の z軸方向で論理式関係線がクリプキ・フレームと同形のとき，その論理式はそのク

リプキ・モデルにおいて真である．

Hasse図の場合における論理式の導出は記号操作である．それに対して，3D-Hasse図

を用いて，対象とする論理式が真か偽か調べるには，生成規則にしたがって線を組み合わ

せていけばよい．したがって論理式の導出は積み木を積むような操作になり，よりスムー

ズに行えるものと考えられる．

また，上の補助定理のように，図の形からクリプキ・モデルにおける論理式の真偽を判

別することができる．こういった作業は記号操作よりも図形操作の方がより簡単にスムー
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ズに行うことができると考えられる．

3D-Hasse図のもう一つの例として，二重否定除去および排中律を偽とするモデルを見

てみる．次のクリプキ・モデル (W;R; j=)が与えられ，Hasse図，3D-Hasse 図をそれぞ

れ描き，二重否定除去および排中律がこのモデルにおいて偽であることを示す．図 3.9で

Hasse図，図 3.10で 3D-Hasse図を描く．

W = fa; bg

R = ha; ai; ha; bi; hb; bi

b j= p

a

b

p

図 3.9 Hasse図

a

b

p

p

図 3.10 3D-Hasse図

まず，Hasse図の図 3.9から対象とする論理式 p_:pを導く．b j= pで，aにおいて pの

付値がないので，a 6j= pである．さらに，b j= pより，b 6j= :pと a 6j= :pが導かれる．よっ

て可能世界 aにおいて，6j= p_:pであることがわかる．それに対して，可能世界 bにおい

て p _ :pは成り立つ．（図 3.11）よってこのクリプキ・モデルにおいて排中律が成り立た

ないことがわかる．

さらに，二重否定については，a 6j= :p; b 6j= :pより，b j= ::pが導かれる．しかし，

b 6j= pなので，b 6j= ::p � pとなる．よってこのクリプキ・モデルにおいて二重否定除去

は成り立たない．（図 3.12）
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a

b

p; p _ :p

6j= p;:p; p _ :p

6j= :p

図 3.11 Hasse図

a

b

p; p _ :p;::p

6j= p;:p; p _ :p

6j= :p

図 3.12 Hasse図

次に，3D-Hasse図の図 3.10から対象とする論理式 p_:pを導く．これは次の生成規則

を使って導くことができる．

まず生成規則 1を用いて，各可能世界における:pの論理式線を描く．（図 3.13）次に生

成規則 2,3で p_:pの論理式線が描かれる．（図 3.14）さらに生成規則 5より::pの論理式

線が描かれる．（図 3.15）生成規則 4より::p � pの論理式線が描かれる．（図 3.16）p_:p

および ::p � pの論理式関係線はともにクリプキ・フレームと同形ではない（論理式関

係線無し）ので，このクリプキ・モデルにおいて偽である．

a

b

p

p

:p

:p

図 3.13 生成規則 1

こうして 3D-Hasse図によって排中律および二重否定除去を偽とするカウンターモデル

を生成することができた．Hasse図と比較してみると，各可能世界における論理式の成立，

不成立がより明瞭に描かれていることがわかる．とくに命題に関してはその否定を点線で

表しているのではっきりとわかる．終末の可能世界において命題とその否定の論理式線は
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a

b

p

p

:p

:p

p _ :p

p _ :p

図 3.14 生成規則 5

a

b

p

p

:p

:p

::p

::p

p _ :p

p _ :p

図 3.15 生成規則 4
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a

b

p

p

:p

:p

::p

::p

::p � p

::p � p

p _ :p

p _ :p

図 3.16 生成規則 4

必ず可能世界を境に上下にわかれて延びている．

3.1.3 3D-Hasse図の問題点

3D-Hasse図の問題点として次のようなことが考えられる．

対象とする論理式の数が増えると非常に複雑な図になってしまい，見辛くなってしまう

し，描きにくくなってしまう．n個の論理式の真偽を 3D-Hasse図で調べるとすれば，当

然 n本の論理式線を描かなければならない．これでは図のもつ性質，FreeRideをうまく

使用しているとはいえない．シンプルな形の図でありながら，多くの情報をもつ図によっ

て描かれるべきである．

さらに対象とする論理式がたとえ 1個でも，その論理式が複雑であれば論理式線は増え

てしまう．複雑な論理式を導くにはその部分論理式を導かなければならないからである．
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3.2 Venn図 + Hasse図

3.2.1 Venn図

3D-Hasse図の欠点の一つに，複雑な論理式を導こうとすると多くの論理式線を描く必

要があり，見にくくなってしまうというものがあった．そこでここではVenn図を用いる

ことによって，一つの図で多くの論理式を表し，それをクリプキ・モデルを表すHasse図

と組み合わせて直観主義論理を表現することを提案する．

定義 8 Venn図

まず直観主義論理で使用するVenn図の基礎となる古典命題論理の図形の体系を定義す

る．（以下古典命題論理を単に命題論理と呼ぶことにする．）

命題論理記号で用いるのは以下の記号である．

� 論理記号 : ^ _ � :

� 命題変数 : p; q; r; � � �

� 論理式 : A; B; C; � � �

Venn図で用いる図形は図 3.17で示すそれぞれの図形である．

p; q; r; � � � :

図 3.17 Venn図に使われる図

左から長方形，閉曲線，影，命題変数である．長方形はすべての命題の領域を表し，閉

曲線はその命題が成り立つ領域を表している．影がついている図形は成り立たない領域を

表している．閉曲線にはそれぞれにラベルと呼ばれるものがつけられる．これを p; q � � �

などの記号とする．このラベルはその閉曲線の領域で成り立つ命題を表している．さらに

ラベルには，たかだか 1個の論理演算子:を付けることができる，とする．これによって

命題の否定の領域を表すことができる．

また長方形及び閉曲線は反転という特徴をもつ．反転とは，それぞれの長方形および閉

曲線における命題に対する偶数個の否定を付加することが成り立つということである．こ

れによって，命題 pが成り立つという閉曲線が描かれることによって，::p;::::p; : : :
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が成り立つことを表すことができる．逆に命題 pが成り立たないとすれば（:pが成り立

つ），::p;::::p; : : :も成り立たないことを表すことができる．

図 3.18は命題 pが成り立つ領域を，図 3.19は命題:pが成り立つことを表している．ま

た反転により，pに偶数個否定をつけた論理式 (::p;::::p; : : :)が図 3.18では成り立ち，

図 3.19では:pに偶数個否定をつけた論理式 (:::p;:::::p; : : :) が成り立たつことを表

している．

図3.20の2つの閉曲線が交わることによってつくられる領域は命題 pと qの conjunction，

すなわち p ^ qの領域を表し,2つの閉曲線が形作るすべての領域は p _ qの領域を表して

いる．

p

図 3.18 p

:p

図 3.19 :p

p q

図 3.20 p _ q; p ^ q

図 3.18,3.19の 2つの図で，1つの命題からなる真理値表を表すことができる．すなわ

ち，図 3.21は表 3.1の 1行目の真理値表を表し，図 3.22は 2行目の真理値表を表してい

る．つまり，図 3.21は命題 pが成り立っていることを表し，p以外の部分は斜線がひかれ
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p :p ::p :::p ::::p p _ :p � � �

1 0 1 0 1 1 � � �

0 1 0 1 0 1 � � �

表 3.1 真理値表 1

ているので成り立たない，すなわち:pが成り立たないことを表している．また反転によ

り，pに偶数個の否定演算子を付けた論理式も同時に成り立つことを表している．逆に，

:pに偶数個の否定演算子を付けた論理式はやはり成り立たない．

図 3.22は逆のことが成り立つ．

また，p _ :pの領域は図 3.21,3.22それぞれの長方形を含むすべての領域に当たる．そ

の領域はそれぞれ一部分が白地（図 3.21においては pのラベルのついた閉曲線，図 3.22

においては :pのついた閉曲線）なので，p _ :pすなわち排中律が成り立つ．

p

図 3.21 1行目のVenn図

:p

図 3.22 2行目のVenn図

さらに図 3.20を用いることによって 2つの命題をもつ真理値表を表すことができる．図

3.23,3.24,3.25,3.26はそれぞれ表 3.2を上から順に表している．

図 3.23からは，pと qのラベルの付いた閉曲線が両方白地なので p; q;::p;::qはもち

ろん p_ q; p^ qも成り立つことが読み取れる．また斜線部は p; q以外の領域を示している

ので，:p;:qが成り立たないことも示している．

図 3.24はラベル pのついた閉曲線および :qのついた閉曲線が白地なので，p;:qが成

り立つ．しかしそれ以外の領域は斜線部なので :p; qが成り立たないことを示している．
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p q :p :q ::p ::q :::p :::q � � �

1 1 0 0 1 0 0 0 � � �

1 0 0 1 1 1 0 1 � � �

0 1 1 0 0 0 1 0 � � �

0 0 1 1 0 1 1 1 � � �

表 3.2 真理値表

よって p;:qの反転である::p;::::p; : : : ; :::q;:::::q; : : :が成り立つ．ラベル pの

閉曲線とラベル:qの閉曲線が交じりあった領域は斜線となっているので p^:qが成り立

つことが読み取れる．しかし pの閉曲線と交わっている領域は，qの領域である斜線部と

交わっていないので p ^ qは成り立たないことが示されている．

図 3.25は図 3.24と反対に:p; qが成り立つので図 3.24とは逆の付値をとることになる．

図 3.26は :p;:qが成り立っていることを示している．また 2つの閉曲線以外の領域は

斜線部となっているので，p; qは成り立たないことを示している．

p q

図 3.23 Venn図

p :q

図 3.24 Venn図
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:p q

図 3.25 Venn図

:p :q

図 3.26 Venn図

Venn図の長所

Venn図の長所は 1つの図で多くの論理式を表現することができることである．上でみ

たように，理論的には 1つのVenn図によって真理値表の 1行を表すことができる．ここ

で理論的には，と断ったのはあまりにも長く複雑な論理式の場合，たとえ図がそれを示し

ていても人間が読み取ることができないためである．しかしながら，1つのVenn図から

いくつかの論理式の付値を直感的に判断することができるのも事実である．

Venn図の短所

Venn図の短所は扱うことのできる命題の数が限られている，ということである．具体

的には Venn図は 3つの命題までしかうまく表現することができない．無理をすれば，3

つ以上の命題を表すことができる．すなわち 1つの命題の領域を 1個以上に分割してやれ

ばいいわけである．しかし，そうした場合図の持つ特性であり，テキスト情報と比べて利

点である，分かりやすさがなくなってしまう．それどころかテキスト情報よりも分かりに

くくなってしまう恐れも生じる．よってVenn図では扱う命題を 3つまでに限定する方が

良い．

また，Venn図で直観主義論理の各可能世界を表現しようとすると問題が生じる．それ

はVenn図の基本的理念が 2値原理であるためである．2値原理が採用されているという

ことは，ある命題が成り立てば，必ずその命題に否定記号を 1つ付けた論理式は成り立た
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ず，ある命題に否定記号を 1つつけた論理式が成り立てば，必ずその命題は成り立たない

ことである．しかし直観主義論理の場合，命題が成り立たないと同時に，その命題に否定

記号を 1つ付けた論理式も成り立たないという可能世界がある．またある命題は成り立た

ないが，その命題に 2つの否定記号を付けた論理式は成り立つ，という可能世界もある．

そういった場合をこのような古典命題論理を表すVenn図では対応しきれない．

3.2.2 I-Venn+Hasse図

ここではHasse図とVenn図を組み合わせることによって直観主義論理のクリプキ・モデ

ルを表す．しかし直観主義論理においては上で述べたVenn図をそのまま用いることはで

きないので直観主議論理に適したVenn図を再定義する．この直観主義論理のためのVenn

図を I-Venn図と呼ぶ．(Intuitionistic Logic Venn Diagram)

定義 9 I-Venn図

直観主義論理で用いる図は図 3.27である．

p; q; r; � � � :

図 3.27 I-Venn図に使われる図

左から長方形，閉曲線，点線閉曲線，影，命題変数である．長方形はすべての命題の領

域を表す．閉曲線はラベルによって指定された命題および論理式の領域を表す．点線閉曲

線は命題の領域を表す．影がついている図形は成り立たない領域を表している．閉曲線に

はそれぞれにラベルと呼ばれるものがつけられる．これを p; q � � �などの記号とする．こ

のラベルはその閉曲線の領域で成り立つ命題を表している．さらにラベルには，たかだか

1個の論理演算子:を付けることができる，とする．これによって命題の否定の領域を表

すことができる．しかし点線閉曲線につけられるラベルには 1個の論理演算子もつかない

ものとする．

また長方形及び閉曲線は反転という特徴をもつ．反転とは，それぞれの長方形および閉

曲線における命題に対する偶数個の否定を付加した論理式がもと命題の付値と同様であ

るということである．これによって，命題 pが成り立つという長方形または閉曲線が描か

れることによって，::p;::::p; : : : が同時に成り立つことを表すことができる．逆に命

題 pが成り立たない長方形または閉曲線が描かれることによって::p;::::p; : : :も成り
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立たないことを表すことができる．

点線閉曲線は，その領域に影がついており，その点線閉曲線についたラベルが示す命題

が成り立っていなくてもその反転，すなわちラベルの記号に偶数個の否定記号をつけたも

のが成り立つものとする．これによって，pというラベルのついた点線閉曲線に影がつい

ていても，::p;::::p; : : :は成り立つことを表すことができる．

直観主義論理においては，可能世界 a 2 W が a 6j= p _ :pまた a 6j= ::p � pといった

付値をとるクリプキ・モデル (W;R; j=)が存在する．（図 3.28）

W = fa; bg

R = ha; ai; ha; bi; hb; bi

b j= p

a

b

p

図 3.28 Hasse図

このクリプキ・モデルの可能世界 a; bそれぞれのとる付値を真理値表で表す．（表 3.3）こ

の真理値表において 1はその命題が成り立つことを，0は成り立たないを意味する．表 3.3

の真理値表をみると可能世界 bを記述するのには，上で述べた古典命題論理を表すVenn

図で足りることがわかる．（図 3.29）というのは直観主義論理において，ある可能世界か

ら到達することができる可能世界がその可能世界以外無いといった，終末の可能世界にお

いてその付値は古典論理の場合と同じだからである．

p

図 3.29 可能世界 bのVenn図
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p :p ::p :::p ::::p p _ :p ::p � p � � �

b 1 0 1 0 1 1 1 � � �

a 0 0 1 0 1 0 0 � � �

表 3.3 1つの命題をもつ真理値表

しかし可能世界 aでは真理値表をみればわかるように，古典命題論理のとる付値とは大

きく異なっている．p;:pが成り立たないにも関わらず，::pが成り立ち，古典命題論理で

はトートロジーであるはずの p _ :p;::p � pすなわち排中律と二重否定除去が成り立っ

ていない．このような可能世界を表すには，2値原理を基礎理念にもつ上で述べたVenn

図では不足である．そこで，ここで新しく導入した点線閉曲線を用いる．

点線閉曲線はその領域に影がついていても，その反転は成り立つという性質をもつので

図 3.28の可能世界 aを図 3.30で表すことができる．

p

図 3.30 可能世界 aのVenn図

図 3.30は真理値表 3.3にしたがって，ラベル pのついた点線閉曲線およびそれ以外の領

域（:p）に影がついているので，p;:pが成り立たないことを図示している．また p_:pを

表す領域である全体図もすべて影がついているので p_ :pも成り立たないことがわかる．

点線閉曲線の性質から::p;::::p; : : :が成り立つことが読み取れる．よって可能世界

aにおいては pが成り立たないにも関わらず，::pが成り立ち，それゆえ::p � pが成り

立たないことがわかる．

表 3.4において，2つの命題をもつ真理値表を表す．左の列の a; b; c; d; e; f; g; h; iは可能

世界である．可能世界 a; b; c; dのとる付値は古典命題論理のとる付値と同様である．その

ため排中律や二重否定除去が成り立っている．よってこれらの可能世界を I-Venn図で表す

とすると，上で述べた古典命題論理のVenn図と同じものとなる．（図 3.31,3.32,3.33,3.34）

つまり可能世界 a; b; c; dにおいては 2値原理が採用されている．

可能世界 a; b; c; dと異なり，可能世界 e; f; g; h; iは直観主義論理の特徴である 2値原理

が成り立たない世界となっている．
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p q

図 3.31 可能世界 aのVenn図

p :q

図 3.32 可能世界 bのVenn図

:p q

図 3.33 可能世界 cのVenn図

:p :q

図 3.34 可能世界 dのVenn図

p q

図 3.35 可能世界 eのVenn図
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p q :p :q ::p ::q :::p :::q p _ :p q _ :q ::p � p ::q � q � � �

a 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 � � �

b 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 � � �

c 0 1 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 � � �

d 0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 � � �

e 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 � � �

f 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 � � �

g 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 � � �

h 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 � � �

i 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 � � �

j 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 � � �

表 3.4 2つの命題をもつ真理値表

p q

図 3.36 可能世界 f のVenn図

:p q

図 3.37 可能世界 gのVenn図

p :q

図 3.38 可能世界 hのVenn図
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p q

図 3.39 可能世界 iのVenn図

p

図 3.40 可能世界 iのVenn図

このように直観主義論理の真理値表である表 3.4の各列を I-Venn図で表すことができた．

I-Venn図は可能世界の内容を一つの図で表すことができる．この I-Venn図とHasse図を

組み合わせることによってクリプキ・モデルを表すことができる．この図を I-Venn+Hasse

図と呼ぶことにする．

I-Venn+Hasse図を使って次のクリプキ・モデル (W;R; j=)を表す．

W = fa; bg

R = ha; ai; ha; bi; hb; bi

b j= p

可能世界 a; bの付値は表 3.5のようになるので，I-Venn図は図 3.41のように描かれる．

また次のクリプキ・モデル (W;R; j=)を I-Venn+Hasse図を使って表すと図 3.42のよう

になる．

W = fa; b; c; dg

p :p ::p

b 1 0 1

a 0 0 1

表 3.5 可能世界 a; bの真理値表
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p

p

図 3.41 I-Venn+Hasse図

R = ha; ai; hb; bi; hc; ci; hd; di; ha; bi; ha; ci; hc; di

a j= q; b j= p; c j= r

a

b c

d

p

pp

:p

q

qq

q

r

r

r

:r

図 3.42 I-Venn+Hasse図

可能世界 cと dは命題の付値を見る限り同じである．(c j= q; c j= r; d j= q; d j= r)しか

し可能世界 dは終末の可能世界なので cとは異なる状態となる．I-Venn+Hasse図 3.42は

それを表現している．つまり可能世界 c; dの両方とも pが成り立たないことは同じである

が，dにおいては:pが成り立ち，cにおいては:pが成り立たない．この違いを図 3.42は

明確に表している．
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3.3 まとめ

これまでクリプキ・モデルを表す図として 3種類の図形を提案してきた．2次元的な

Hasse図（NA-Hasse図も含む），3D-Hasse図，I-Venn+Hasse図である．これらはそれぞ

れ長所，短所をもっているので以下にまとめる．

Hasse図

長所

� 最もシンプルな記述である．

短所

� 成り立つ命題および論理式と成り立たないものの区別がされにくい．

� 様々な定理（終末の可能世界における付値，付値の遺伝的性質など）を明示的に表

現できない．

� 与えられた命題から論理式を導く方法が記号操作である．

3D-Hasse図

長所

� 様々な定理（終末の可能世界における付値，付値の遺伝的性質など）を明示的に表

現することができる．

� 多くの情報が明示的なので，それらを用いてスムーズに論理式の真偽値を導くこと

ができる．

短所

� 多くの論理式を必要とする場合に，複雑な図形となり見辛くなってしまう．

I-Venn+Hasse図

長所

� 様々な定理（終末の可能世界における付値，付値の遺伝的性質など）を明示的に表

現することができる．
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� シンプルな図で多くの論理式の付値を単純かつ明瞭に表現することができる．

� 直観主義論理の可能世界の内部状態を明確に表現できる．

短所

� 命題が高々3つまでのクリプキ・モデルまでしかうまく表現することができない．
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第 4 章

実装と評価

4.1 システムの構成

3章のVenn図とHasse図を組み合わせたモデルに基づいて，C言語により実装をおこ

なった．システムの構成を図 4.1に示す．

システムのモジュール

Input ユーザからのテキストデータによるクリプキ・モデル (W;R; j=)および対象とする

論理式を入力とする．

Worlds Relation Generation 入力されたクリプキ・フレーム (W;R)から可能世界の

関係をつくる．

Assignment Determination 各可能世界において，入力された命題の付値を判定する．

Assignment of Formula Determination 可能世界の付値に応じて，論理式の付値を

判定する．

Formula Parser 入力された論理式を構文解析する．

Output Hasse Diagram 対象とする論理式が成り立つ可能世界を明示したHasse図を

出力する．

Output I-Venn and Hasse Diagram I-Venn図とHasse図を組み合わせた図を出力す

る．
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Input

WorldsRelation

Generation

Formula

Determination

Determination

I � V enn and

HasseDiagram

HasseDiagram

Assignment

Assignment of

Formula Parser

Output
Output

図 4.1 システム構成
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4.2 諸概念の実装

今まで論じてきたHasse図および I-Venn図の理論はシステムにおいて以下の通り表現

される．

� システムにおいて使用される論理記号は以下のようにして代用される．また本シス

テムにおいて�は取り扱わない．

{ _ ! O

{ ^ ! A

{ : ! �

� 論理記号はポーランド記法によって表記される．

（例） p _ :p ! O p � p

� 付値の記号 j=を ] =で代用する．

� I-Venn図における図形は以下のようにして代用される．

{ 青色の閉曲線はその閉曲線のラベルの命題がその領域内で成り立つことを表す．

{ 白の閉曲線はその閉曲線のラベルの命題がその領域内で成り立たないことを

表す．

{ 赤色の閉曲線はその閉曲線のラベルに否定記号をつけたものが成り立つ領域を

表す．

{ 点線閉曲線は黄色の閉曲線で表される．

� システムにおける可能世界の到達可能関係のテキスト表示について，反射的関係は

省略する．

（例）aRa; bRb; � � �

4.3 ユーザインターフェイス

本システムではUNIX上の ktermをユーザインターフェイスとして，テキスト情報と

してクリプキ・モデルおよび論理式を入力する．システムを実行すると以下のような選択

画面が表示される．これに従って入力をしていく．
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1. see model

2. make new model

3. add relation

4. delete relation

5. change relation

6. add assignment

7. delete assignment

8. change assignment

9. change proposition

10. exit

4.4 動作例

システムの動作例として以下のようなクリプキ・モデル (W;R; j=)およびを論理式 p_ q

を入力した場合の出力を見てみる．

W = a; b; c; d

R = fha; ai; hb; bi; hc; ci; hd; di; ha; bi; ha; ci; hc; di; g

a j= q; b j= p; c j= r

システムに実際に入力する際には以下のような入力をする．

Input relation -> aRb,aRc,cRd

Input assignment -> a]=q,b]=p,c]=r

Input proposition -> O p q

それによって図 4.2のHasse図が出力される．また，click here! と書かれたところをマ

ウスでクリックすることによって図 4.3の I-Venn図+Hasse図が出力される．

図 4.2を見てみると，1列目に可能世界の到達可能関係，2列目に各可能世界における

命題の付値，3列目に各可能世界における対象とする論理式の付値がテキスト情報で表示

されている．また 1列目と 2列目の情報で入力時の情報は緑で，入力から導かれた情報は

ピンクの色で区別されている．
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図 4.2 Hasse図

ここで FreeRideの性質がうまく利用されていることが分かる．可能世界の到達可能関

係を例にすると，入力は aRb; aRc; cRd; dReだったが，そこから描かれたHasse図は入力

時の情報はもちろん，aRd; aReという新たな情報も同時に表している．

また 2列目の付値の場合においても，Hasse図のおかげで可能世界の到達可能関係が容

易に判断でき，付値の遺伝的性質から入力 a j= p; e j= qから，b j= p; c j= p; d j= p; e j= p

の情報を得ることが容易にできる．

また 3列目に表示された可能世界における論理式の付値はHasse図の可能世界を同色で

塗り潰すことで表されている．図 4.2において，すべての可能世界が塗り潰されているの

で，このクリプキ・モデルにおいて p _ qが成り立っていることがわかる．

しかし図 4.2の Hasse図およびテキスト情報は，各可能世界においてどの命題が成り

立っていないかを明示的に表してはいない．そこで本研究で提案した I-Venn図のモデル

に基づく図 4.3の I-Venn図+Hasse図をみてみたい．

図 4.3においては，すべての可能世界において qの青色の閉曲線が描かれている．これ

はすべての可能世界で命題 qが成り立っていることを表している．また終末の可能世界

b; dではそれぞれ r; pの赤色の閉曲線が描かれている．これは bでは :rが，dでは :pが

それぞれ成り立っていることを表している．さらに可能世界 aでは p; rが，cでは pが白

色の閉曲線で描かれている．これは a; cでそれぞれ p,p; rが成り立たないことを表してい

る．しかも :p;:r，:rが成り立たないことも表している．
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図 4.3 Hasse図

また次のクリプキ・フレームを入力すると図 4.4のような出力をする．

W = a; b

R = fha; ai; hb; bi; ha; big

b j= p

実行結果の図 4.4では，可能世界 bにおいて pが青色の閉曲線で描かれおり，aにおい

て pが黄色の閉曲線で描かれている．よって a 6j= p;:pがわかる．よって a 6j= p_:pを表

している．また黄色の閉曲線は I-Venn図においての点線閉曲線であるため pに偶数個の

否定記号を付加したものが成り立つので，a j= ::pであることを表している．

48



図 4.4 Hasse図
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第 5 章

おわりに

5.1 まとめ

直観主義論理のクリプキ・モデルを表現する図形として 3つの図を提案してきた．（NA-

Hasse図，3D-Hasse図，I-Venn+Hasse図）これらはどれもそれぞれ長所・短所をもって

いるが，最もうまく直観主義論理を表現した図は I-Venn+Hasse図である．I-Venn+Hasse

図は直観主義論理の様々な特徴（遺伝的性質，排中律の不成立，二重否定除去の不成立

など）をシンプルな図で表している．I-Venn+Hasse図において各可能世界の到達可能関

係は通常のHasse図で描かれており，可能世界の内部状態は，Venn図の機能を追加した

I-Venn図で表している．通常Venn図は 2値原理の基本理念で描かれており，2値原理が

成り立たない直観主義論理を表すことはできないが，反転の機能を付加することによって

表現できるようにした．

さらに I-Venn+Hasse図をモデルとしてシステムの実装をおこなった．このシステムに

おいて，複雑な直観主義論理のセマンティクスをシンプルな記述で表現することができる

ことを示した．本研究の利点は以下の通りである．

I-Venn+Hasse図

� 従来のHasse図では明示的でなかった直観主義論理の様々な性質を図形によって表

すことができる．

� 多くの情報をもつ可能世界の内部状態をVenn図を用いてシンプルに表すことがで

きる．

システム
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� 入力したクリプキ・モデルから生成される図によって，そのクリプキ・モデルにお

ける入力された論理式およびその他の論理式の真偽値，および各可能世界における

付値をスムーズに得ることができる．

� 入力されたクリプキ・モデルおよび論理式から通常のHasse図および I-Venn+Hasse

図の 2つが生成されるので両者の違いが明確にわかる．

5.2 他のシステムとの比較

$ Kripke; Porgi; SKIP

これらはすべて与えられた論理式が偽であるときにカウンターモデルを生成する．その

際に通常のHasse図を用いている．ある論理式がクリプキ・モデルにおいて偽であるとい

うことは，少なくとも一つの可能世界においてその論理式が成り立たないことを意味して

いる．それを与えられた図からよりスムーズに導くことができるのは，より多くの情報を

含んだ本研究におけるシステムのほうである．

$ HyperProof

HyperProof は記号操作と図形操作の両方の機能をもつシステムである．それに対し

て，本研究におけるシステムは入力が記号のみである．図・記号の両方からの操作は，今

後の課題である．

5.3 今後の課題

� I-Venn図は命題を 3つまでしか表せないが，Venn図を 3D化すると 4つの命題をも

つVenn図を表すことができる．従って I-Venn図を 3D化し 4つの命題を表すこと

ができるようにする．

� 図形操作を取り入れたシステムを構築する．図形操作を取り入れるということは，

間違った図を生成しないような制限規則が必要である．よって誤った図を描くこと

がなくなり，図によって誤解が生じることが無くなる．

� 3D-Hasse図および I-Venn+Hasse図の他の論理体系への応用．（様相論理など）
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