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第 1章

輸送問題について

1.1 背景

オペレーションズ・リサーチ（OR）は第二次大戦頃から、文字通りオペレーション（軍

事作戦）のリサーチ（研究）として始まったものであるが、戦後、この考えたかと手法が

経営や社会の問題解決に役立つようになり、1957年には日本オペレーションズ・リサー

チ学会が設立された。オペレーションズ・リサーチは大学の教育にも取り入れられ、経営

工学や管理工学科のある大学ではかならず OR の講義が解説されているのが現状である。

このように目覚しい発達をとげたORは経営科学、社会科学、工学などに大きな影響を

与えている。ORは実際の問題を如何に科学的に解決するかという目的を達成するために

活用されている。数学モデルをつくり、これを解くために数式を使うことが多い。また、

ORでは、解決の難しい問題を、如何に優しく、エレガントに解くかということを目指し

ているのも面白い点である。また、困難な問題点をより平易な手法で解明し、また計算時

間のよりかからない方法を生み出すことは、それだけ高度なものと評価される。

ORの分野に輸送問題というカテゴリーがある。製品を生産地から消費地まで最も安い

費用で輸送する方法を求めるという問題。線形計画問題の一種であるが，条件によってい

くつかのタイプに分けられる。

輸送問題を解くにあたって、重要な性質 Monge property がある。この性質には非常に

長い歴史があり、すでに 1781 年に G. Monge (1746-1818) と言うフランスのエンジニア

と数学者によって考え出された。A.J Ho�man [1]は 1961年に、問題をある形に変形させ、

その変形した形が Monge property を満たせば、North-West Corner Rule と呼ばれる非

常に簡単かつ効率的な方法で輸送問題を解けること示した。その方法は多次元輸送問題

に拡張されている。一般型の輸送問題に対しては、すでに A. Aggrawal と J.K. Park [2]
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により高次元の Monge property が提案されており、また最適解にいたる解法も示されて

いる。

一方、E.R. Barnes と A.J. Ho�man [3] は（二次元）輸送問題に輸送量に対して上界に

関する制約が加わった場合についても同様な方法で解けることを示した。究では、その結

果を三次元輸送問題に拡張した。まず、上界制約が加わった三次元輸送問題に対し、実行

可能解が存在する必要充分条件を示した。さらに、上界制約が加わった三次元輸送問題を

解くアルゴリズムを提案し、その正当性を示した。

1.2 論文の構成

題 2章 　本研究で用いている言葉の定義や扱う問題の定義、制約条件についてのべて

いる。

題 3章 　本研究で提案する上界制約付きの３次元輸送問題の必要十分条件と解を見つけ

るアルゴリズムを述べている。

題 4章 　今後の課題について述べている。
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第 2章

輸送問題について

2.1 輸送問題

輸送問題とは複数の工場（始点）から複数の倉庫（終点）へ製品を輸送する総輸送コ

ストを最小にする最適化問題として広く知られている。例として、m 箇所の石鹸工場が、

n 箇所の倉庫に一定量の製品を輸送するにあたって、輸送費を最小化するといった問題で

ある。

各工場 i (i = 1; 2; : : : ; m) から各倉庫 j (j = 1; 2; : : : ; n) にトラック一台分の製品を送

るのに必要な費用 cij は全て既知であるとする。ここで、もし各工場の生産量に制限がな

ければ問題は簡単に解ける。なざならこの場合は、倉庫の側からみて輸送費の最も安い工

場からその倉庫の必要量を全部送ってやればよいからである。ところが通常は各工場から

送り出せる量には限りがあるので、問題は複雑になる。

今、工場 i の生産量を ai、倉庫 j の必要量を bj とし、工場 i から倉庫 j への輸送量を

トラック xij 台分とすると、以下の制約が満たされる。

� 工場 Ai からの総輸送量は ai 以下である。すなわち、
nX

j=1

xij � ai; i = 1; : : : ; m:

� 倉庫 Bjへの総輸送量は bj と等しい。すなわち、
mX
i=1

xij = bj; j = 1; : : : ; n:

� 輸送は工場から倉庫に向けて一方向的に行われる。すなわち、

xij � 0; i = 1; � � � ; n; j = 1; : : : ; n:
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また、工場 i から倉庫 j へトラック一台分の製品を送るのに必要な費用 cij となること

から、総輸送費は以下のように表すことができる。
mX
i=1

nX
j=1

cijxij (2.1)

以上により、この輸送問題は以下のように定式化できる。

Minimize
mX
i=1

nX
j=1

cijxij; (2.2)

subject to
nX

j=1

xij � ai; i = 1; : : : ; m; (2.3)

mX
i=1

xij = bj; j = 1; : : : ; n; (2.4)

xij � 0; i = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; n: (2.5)

これは、ヒッチコック型の輸送問題 [1] と呼ばれるもので、古くからさまざまな分野で実

際に解かれてきた線形計画問題である。F.L.ヒッチコックが 1941年に定式化し、解法を

しめした。

2.1.1 線形計画問題の標準形と基準形

線形計画問題は、いくつかの変数の一次不等式と一次等式条件の下で、それらの変数に

関する一次式を最小化したり最大化したりする問題である。この中で、特に制約条件がい

くつかの一次等式と変数の非負条件のみからなる問題を標準形の最小化問題という。この

他に、クラス編成問題、飼料混合問題、最適価格決定問題、日程計画問題などが線形計画

法の一種として扱われる。本研究では、特にヒッチコック型の問題に着目する。

本研究で扱っていく問題の標準形は、

Minimize
mX
i=1

nX
j=1

cijxij; (2.6)

subject to
nX

j=1

xij = ai; i = 1; : : : ; m; (2.7)

mX
i=1

xij = bj; j = 1; : : : ; n; (2.8)

xij � 0; i = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; n: (2.9)

制約条件を満たす xij (i = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; n) をこの問題の実行可能解と呼ぶ。実行

可能解の中で目的関数を最小化するものを最適解、そのときの目的関数の値を最適値とい
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j

i 1 2

1

2

m

n

c_11 c_12 c_1n

c_21 c_22

c_mn
c_m1

表 2.1: コスト関数

う。同様の式で、目的関数の最大化する問題も存在する。これは、目的関数を

�

mX
i=1

nX
j=1

cijxij

とする最小化問題と等価であるから、最小化問題が解ければ最大化問題も解けることは明

らかである。

式 (2.6)～(2.9) によって定義される輸送問題が実行可能解をもつためには、工場側の総

供給可能量と倉庫側の総需要量が等しくなければならない。すなわち、

mX
i=1

ai =
nX

j=1

bj:

ここで、本研究で扱う問題は３次元となり、より複雑になる。後のことを考えて、表 2.1

と表 2.2を用意しておく。

2.1.2 North-West Corner Rule

このアルゴリズムは単純でかつ効率的であり、一組の実行可能解を求めるための方法と

して広く知られている ([9]より)。まず、輸送量 x11 の値に a1と b1の小さいほうを割り当

てる。次にまだ決まっていない変数で最も上の左上方 (北西隅)にあるものを選んで、こ
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j

i 1 2

1

2

m

n

x_11 x_12 x_1n

x_21 x_22

x_mn
x_m1

a_1

a_2

a_m

b_1 b_2 b_n

表 2.2: 需要供給制約

の値に対応しるう供給量を固定する。このとき、値は最初に固定した供給量の残存需要

と、値に対応するもうひとつの供給量の小さな値を選択する。アルゴリズムは、以下であ

る [1]。

North-West Corner Ruleのアルゴリズム

Step1 k = 1とする。

Step2 �xikjk = min(aik ; bjk)とする。

Step3 aik を aik � �xikjk ,bik から bik � �xikjkをひく。

Step4 k = mnであれば、終わり。k < mn,であれば、kを k + 1にして Step2へ。

解法を具体的に説明するために、次のm = 3; n = 5の数値例を利用する。North-West

Corner Ruleを用いて解くと表 2.5,表 2.6となる。
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j

i 1 2 3 4 5

1

2

3

3 6 7 5 2

8 3 4 3 5

2 8 6 4 6

c_ij

表 2.3: コスト関数 cij

j

i 1 2 3 4 5

1

2

3

x_11 x_12 x_13 x_14 x_15

x_21 x_22 x_23 x_24 x_25

x_31 x_32 x_33 x_34 x_35

b_j

a_i

16

35

19

18 17 14 6 15

表 2.4: 需要供給制約
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j

i 1 2 3 4 5

1

2

3

x_23 x_24 x_25

x_33 x_34 x_35

b_j

a_i

0

35

19

0 0 14 6 15

16 0 0 0 0

2

0

17

0

表 2.5: xijの決定途中

j

i 1 2 3 4 5

1

2

3

14 2 0

0 4 15

b_j

a_i

0

0

0

0 0 0 6 0

16 0 0 0 0

2

0

17

0

表 2.6: xijの決定
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2.1.3 解の改善法

North-West Corner Ruleで得られた表 2.6の解を改善していくには、以下の条件を設定

する方法をとることができる。これは、最小コストルールと呼ばれる方法である [10]。

Step1 値がゼロになっている変数を一つだけ選んで、その値を０からある正の値（コレ

を �とする。）まで増加させる。

Step2 Step1によって乱される供給のバランスを、正の値をもつ変数だけの調整によって

回復する。

Step3 Step2の手続きの結果、輸送費用が減少するならば,step1で選んだ変数を他の変数

が負にならないぎりぎりのレベルまで増加させる。

このように、どのゼロ変数を増やしても増加分は負とはならない。したがって、上記の手

続きでは、これ以上解を改善することは不可能である。このような状態になったとき輸送

問題の最適解が得られている。先のアルゴリズムでは、供給量 aiと需要量 bjの全てが整

数であれば、変数の値は全ステップを通じて整数値に保たれる。数値例からも明らかなと

おり、北西隅ルールで初期解を得る段階でも、解を改善するステップでも、整数同士の加

算・減算のみで計算が済んでいるためである。
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j

i 1 2 3 4 5

1

2

3

x_21 x_22 x_23 x_24 0

x_31 x_32 x_33 x_34 0

b_j

a_i

1

35

19

18 17 14 6 0

x_11 x_12 x_13 x_14 15

表 2.7: 最小コストルール 1

2.2 Monge property

行列C = (cij)において、この変数 (x11; � � � ; x1n; x21; � � � ; xmn)を並べたベクトルを以下

とする。

x = (x11; � � � ; x1n; x21; � � � ; xmn)
t

そして、m+ n行、mn列の行列を以下の制約によってならべる。そのベクトルをMonge

propertyを満すMonge Sequenceという。

全ての i; jに関して、

ci;j + ci+1;j+1 � ci;j+1 + ci+1;j (2.10)

をみたす。

2.2.1 輸送問題とMonge property

輸送問題において、Ho�manはO(m+ n)のNorth-West Corner Ruleアルゴリズムが、

ソースm,シンク nの二次元輸送問題のある族を解くための必要十分条件を与えた [1]。２

次元輸送問題において、コスト関数がMonge propertyをみたし、かつそのときに限り、

North-West Corner Ruleで解け、ランニングコストをO(m+ n)に減退できる。定理
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j

i 1 2 3 4 5

1

2

3

0 17 12 6 0

18 0 1 0 0

b_j

a_i

0

0

0

0 0 0 0 0

0 0 1 0 15

表 2.8: 最終ステップ

m� nの２次元輸送問題におけるコスト関数CがMonge propertyをみたし、かつそのと

きに限りNorth-West Corner Ruleは２次元輸送問題を解く。

証明

まず、コスト関数がMonge propertyを満たしたときのみ、問題が解けることを証明する。

cijがMonge propertyを満たさないと仮定する。この仮定により、ai; ai0; bj; bj0は 1 � i �

i
0
� m; 1 � j < j

0
� nに関して、

ci;j + ci0;j0 > ci;j0 + ci0;j (2.11)

となる。いま、ai = ai0 = aj = aj0 = 1で全てのほかの入力がゼロとなるようなベクトル

Aと Bを考える。明らかに、問題の必要十分条件である 2.1.1式を満す。。さらに、入力

として与えられたAと Bは、North-West Corner Ruleアルゴリズムにより xi;j = 1また

xi0;j0 = 1となり、実行可能となる。また他の変数はゼロとなる。しかしながら、xi;j = 1と

xi0;j0 = 1にすることは仮定により、ci;j0 + ci0;jは厳密にNorth-West Corner Ruleアルゴリ

ズムによって与えられた ci;j+ci0;j0よりも小さくなるはずである。それにより、North-West

Corner Ruleアルゴリズムは全てのAとBベクトルに関しては輸送問題を解くことができ

ない。

次に、コスト関数がMonge propertyを満たせば、問題が解けるこをと証明する。まず、

辞書列に並んでいる実行可能解Xが最適解ではないとする。そして、X
0を辞書列的に並

11



べられた最適解と仮定する。ここで、辞書式列で早く遅く並んでいる解 � 辞書式列で早

く並んでいる解とする。並んだ仮定により、

c(X) > c(X
0

) かつ � X
0

(2.12)

である。いま、辞書列的にならんだ最初の変数 xi;kはXとX
0

に違う値が割り当てられて

いるはずである。辞書列的にならんでいるはずであるので、xi;j > x
0

i;jを満たすはずであ

る。このとき、aiと bj の制約をみたし、X
0 は i < r � mかつ j < s � nという値に関し

て、少なくとも２つの異なった変数 x
0

i;sと x
0

r;jがあり、それはゼロではない値が割り当て

られていなくてはならない。しかしながら、CはMonge propertyを満たすため、

ci;j + cr;s � ci;s + cr;j (2.13)

である。ここで、x
0

i;sと x
0

r;jから

� = minfx
0

i;s; x
0

r;jg (2.14)

をひく。また、x0i;jと x
0

r;sに同じ �を足す。こうして出来た新しい、c(X 00

) � c(X
0

)でかつ

X
00

� X
0

となる実行可能解をX
00

とする。そうするとX
0

が辞書的に並んだ最適解という

仮定に存在に矛盾してしまう.よって、最適解が得られることとなる。(q.e.d)

2.3 三次元輸送問題の分類

多次元輸送問題の一つに、３次元輸送問題がある。E.D.Shellは３次元輸送問題を４つ

の分類に分けた。

1. Three planar sums

2. Two planar sums

3. One planar and acial sum

4. Three axial sums

12



2.3.1 Three planar sums

この問題は多品目型の輸送問題として扱われている。

Minimize
lX

i=1

mX
j=1

nX
k=1

xijkcijk

subjest to
lX

i=1

xijk = Ajk;

mX
j=1

xijk = Bik;

nX
k=1

xijk = Eij;

mX
j=1

Ajk =
lX

i=1

Bki;

nX
k=1

Bki =
lX

j=1

Eij;

lX
i=1

Eij =
nX

k=1

Ajk

mX
j=1

nX
k=1

Ajk =
lX

i=1

nX
k=1

Bik =
lX

i=1

mX
j=1

Eij

xijk � 0:

ここで、解の必要十分条件は以下である。
mX
j=1

Ajk =
lX

i=1

Bki;

nX
k=1

Bki =
mX
j=1

Eij;

lX
i=1

Eij =
nX

k=1

Ajk

nX
j=1

nX
k=1

Ajk =
lX

i=1

nX
k=1

Bik =
lX

i=1

mX
j=1

Eij

という問題となる。

2.3.2 Two planar sums

Three planar sumsの制約の中でEijの制約がない問題である。他の等式について考え

ると、２次元の問題に着目することができる。つまり、(l +m)この等式が n個あると考

えることができる。したがって、これは、nこの独立した２次元輸送問題として扱うこと

ができる。２次元輸送問題に対しては、現在様々なアルゴリズムが存在する。

Minimize
lX

i=1

mX
j=1

nX
k=1

xijkcijk

subjest to
lX

i=1

xijk = Ajk;

mX
j=1

xijk = Bik;

nX
k=1

xijk = Eij;

xijk � 0:

ここで、この解の必要十分条件は以下である。
mX
j=1

Ajk =
lX

i=1

Bki;

nX
k=1

Bki =
mX
j=1

Eij;

lX
i=1

Eij =
nX

k=1

Ajk
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2.3.3 One planar and one axial sums

それぞれの制約式において、一つの軸と一つの平面についての制約のみで構成される問

題である。

Minimize
lX

i=1

mX
j=1

nX
k=1

xijkcijk

subject to
lX

i=1

nX
k=1

xijk = bj;

mX
j=1

xijk = bik

xijk � 0:

解の必要十分条件は以下である。

mX
j=1

bj =
lX

i=1

nX
k=1

bik

この問題において、仮に xhkが xijkと変換できるのであれば、つまり h = i+ (k � 1)n

とすることが出来る場合には、２次元輸送問題に変換できる。

2.3.4 Three axial sums

この問題は一般型輸送問題として扱われている。

Minimize
lX

j=1

mX
k=1

nX
k=n

cijkxijk;

subject to
mX
j=1

nX
k=1

xijk = ai; 1 � i � l;

lX
i=1

nX
k=1

xijk = bj; 1 � j � m;

lX
i=1

mX
j=1

xijk = ei; 1 � k � n;

xijk � 0; 1 � i � l; 1 � j � m; 1 � k � n

この問題は、Three plannar sumsの問題の特別な場合である。そして、この問題の実行

可能基底解の数は、(l+m+ n� 2)である。本研究では、この問題にたいして、アプロー

チする。

コスト関数C = (cijk)の値を同じにして、４種類別の問題を解いていくと、制約が多けれ

ば多いほど一般的に解が大きくなることが示されている [4]。
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2.4 多次元輸送問題

W.B.Bein等は２次元のMonge propertyを多次元に拡張した [8]。この拡張方法により、

多次元での輸送問題を考える上で、このクラスにおける数値的な特徴を利用することが

できる。本研究では、この問題の三次元の場合について、上界が存在した場合に、実行可

能解の存在についてのべている。W.B.Bein等によって、３次元一般型輸送問題にはすで

に最適解を求めるアルゴリズムが提案されている。したがって、上界が存在した場合の問

題を考えるにあたって、上界が存在しない場合の問題を考察した。(便宜上この問題のみ、

目的関数と制約条件の表記法が他の式と異なる。)

Minimize
X

i1;i2;:::;id

c[i1; i2; : : : ; id]x[i1; i2; : : : ; id];

subject to
mX

i1;i2;:::;id(s:t:ik=I)

= x[i1; i2; : : : ; id] = ak[I];

for 1 � k � d and 1 � I � nk; x[i1; i2; : : : ; id] � 0;

for 1 � i1 � n1; etc:

d � 2において、n1 � n2� : : :� nd である d次元 array C = c[i1; i2; _;id]は以下の式を満た

した時に多次元Monge propertyを持つ。全ての入力 c[i1; i2; � � � id] と c[j1; j2; � � � jd]にお

いて、

c[s1; s2; : : : ; sd] + c[t1; t2; : : : ; td] � c[i1; i2; : : : ; id] + c[j1; j2; : : : ; jd]

wherefor1 � k � d; sk = min ik; jk and tk = maxfik; jkg:

当然のことながら、この多次元Monge propertyを２次元 d = 2の場合にしても成り立つ

ことは明らかである。このMonge propertyを満たす arrayのことをMonge arrayと呼ぶ。

Greedydアルゴリズム

W.W Bein等は多次元のMonge propertyを用いて、North-West Corner Ruleで輸送問

題を解くアルゴリズムを提案した。このアルゴリズムをGreedydと呼ぶ。

Step1 x[1; 1; : : : ; 1] = minfa1[1]; a2[2]; : : : ; ad[1]gにする。

Step2 各 a1[1]; a2[2]; : : : ; ad[1] から minfa1[1]; a2[1]; : : : ; ad[1]gをひく.
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Step3 Step1から Step2を全ての解が求まるまで繰り返し行う。

このアルゴリズムは２次元のNorth-West Corner Ruleの多次元形式と考えることができ

る。このアルゴリズムにおいて、ステップ２で少なくとも a1[1]; a2[1]; : : : ; ad[1]の一つは

0となる。このことは、対応している d� 1次元の subarray Xを扱うことができる。

GREEDYdアルゴリズムは実行可能解を辞書列式にならべる。そして、そのランニング

タイムはO(d(n1 + n2 + � � �+ nd))に減らされる。なぜなら、おのおのの割り当てにO(d)

かかり、少なくとも一つの次元の制約の数を一つ減らせるからである。

定理

C が与えられた d次元 コスト C n1 � n2 � : : : � nd に対し、Monge propertyを満たし、

かつその場合に限り、GREEDYdアルゴリズムは問題を解く。

証明

多次元Monge propertyを満たした場合のみ、問題を解くことができることを証明する。

この証明は限りなくシンプルである。まず、コスト関数CがMonge propertyを満たさな

いとする。この仮定により、入力 c[i1; i2; : : : ; id]と c[j1; j2; : : : ; jd]は以下となる。

c[s1; s2; : : : ; sd] + c[t1; t2; : : : ; td] > c[i1; i2; : : : ; id] + c[j1; j2; : : : ; jd] (2.15)

ここで、1 � k �に関して、sk = minfik; jkgと tk = minfik; jkg。また、

(i1; i2; : : : id); (j1; j2; : : : jd)と (s1; s2; : : : sd); (t1; t2; : : : td)は全て異なっているるとする。さ

て、いまベクトル (1 � k � d)に関してA1; A2; : : : ; Adを考える。ik 6= jkのとき ak[ik] = 1

かつ ak[jk] = 1でとし、また ik = jk のときは ak[ik] = 2とする。そして、その他の

A1; A2; : : : ; Ad入力は 0とする。明らかに、

n1X
i=1

a1[i] =
n2X
i=1

a2[i] = � � � =
ndX
i=1

ad[i] (2.16)

である。そして、Greedydアルゴリズムは (s1; s2; � � � sd); (t1; t2; � � � td)を 1にする。そし

て、他の変数を 0にする。この解は実行可能解となる。ここで仮定により、グリーディー

アルゴリズムによって得られた解において、コスト関数 c[i1; i2; � � � ; id] + c[j1; j2; � � � ; jd]は

厳密にコスト関数 c[s1; s2; � � � ; sd]+ c[t1; t2; � � � ; td]よりも小さくなってしまう。ここで、こ

のGreedydアルゴリズムがすべてのA1; A2; : : : ; Adにたいして輸送問題を解いた事にはな

らなくなってしまう。
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多次元Monge propertyを満たした場合、問題を解くことができることを証明する。辞

書列式にならんだ実行可能解Xが最適解でないと仮定する。また、X
0を辞書列式になら

んでいる最適解とする。仮定により c(X) > c(X 0) and X � X
0である。いま、辞書列式

にならんだ変数 x[i1[i1]; i2[i2]; : : : ; id[id]]にXとX
0が違う値で割り当てられているとする。

Xは辞書列式に並んであるX
0

の辞書式列で後ろに割り当てられているはずである。

そこで、

x[i1; i2; : : : ; id] > x
0

[i1; i2; : : : ; id]

となっていなくてはならない。a1[1]; a2[2]; : : : ; ad[d] が全て満たされることを保証するた

めに、X
0は

X
0

[j1
1
; j

1

2
; : : : j

1

d ]

X
0

[j2
1
; j

2

2
; � � � j

2

d ]

...

X
0

[jd
1
; j

d
2
; � � � j

d
d ]

for 1 � k � d and j
k
l � il;

for 1 � k � d; j
k
k = ik

全ての d個の (X
0

[jk
1
; j

k
2
; : : : j

k
d ]の dは異なっていなくてもいいとする。しかし少なくても

２つはそれらがあるとする。そこでその２つをX
0

[jv
1
; j

v
2
; � � � j

v
d ]とX

0[jw
1
; j

w
2
; � � � ; j

w
d ]と

する。どちらともお互いに他方よりも大きくなることはない。たとえば、

j
v
k < j

w
k and j

v
l > j

w
l

となる kと lが存在する。

さて、ここでCはMonge propertyを満たしているはずなので、

c[s1; s2; � � � ; sd] + c[t1; t2; � � � ; td] � c[jv
1
; i

v
2
; � � � ; i

v
d] + c[jw

1
; j

w
2
; � � � ; j

w
d ]

where for 1 � k � d;

sk = minfjvk ; j
w
k g and tk = maxfivk; j

w
k g

となっているはずである。それゆえに、d個の (jv
1
; i

v
2
; : : : ; i

v
d)と (jw

1
; i

w
2
; : : : ; i

w
d )の両方とも

他よりも大きくなっている故、d個の

(sv
1
; s

v
2
; : : : ; s

v
d)と (jw

1
; i

w
2
; : : : ; i

w
d )は d個の (jv

1
; i

v
2
; : : : ; i

v
d)と (jw

1
; i

w
2
; : : : ; i

w
d )と異なっていな

くてはいけないはずである。ここで、

x
0

[jv
1
; i

v
2
; � � � ; i

v
d] と x

0[jw
1
; i

w
2
; � � � ; i

w
d ] (2.17)
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から

� = min fx0[jv
1
; i

v
2
; � � � ; i

v
d]; x

0[jw
1
; i

w
2
; � � � ; i

w
d ]g (2.18)

をひく。また

x
0[s1; s2; � � � ; sd]) と x

0[t1; t2; � � � ; td] (2.19)

に �を加える。こうすることにより出来る新しい実行可能解をX
00

する。そして、それは

c(X
00

) � c(X
0

) かつ X
00

� X
0 (2.20)

となっているはずである。こうしてできたX
00

の存在というのは、仮定X
0が辞書列式に

ならんでいる最適解の存在に反する。したがって、辞書式に並んだ最適解X
0が最適とな

らないと矛盾を生じてしまう。(q.e.d)
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第 3章

上界制約つき輸送問題

本研究では、従来２次元で行われている上界制約付きの輸送問題を３次元に拡張した。ま

ず、２次元の上界制約付きの輸送問題を定義する。これを解くアルゴリズムはE.R Barnes

とA.J Ho�man[3]によって証明されている。

3.1 二次元上界制約付き Monge property

E.R.BarnesとA.J.Ho�manにより、２次元の輸送問題のあるクラスにおいて、上界制

約を与えた場合に、解を見つける方法が提案された。これは、問題のあるクラスが、与

えられている上界制約とコスト関数がある状態をみたせば、最適解はNorth-West Corner

Ruleアルゴリズムで見つけることができる。この方法は、一般型多次元輸送問題の制約

式にもう一つの入力が与えられている状況において、論じている。

まず次のような輸送問題を考える。

Minimize
mX
i=1

nX
j=1

cijxij (3.1)

subject to
nX

j=1

xij = ai; i = 1; � � � ; m; (3.2)

nX
i=1

xij = bj; j = 1; � � � ; n; (3.3)

xij � 0 for all i and j:
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また、コスト関数C = (cij)に関してはMonge propertyが成立しているとする。

cij + ci+1;j+1 � ci;j+1 + ci+1;j for 1 � i < m and 1 � j < n:

ここで、以下のような状況を定義する。それは、求める xijに関して、上限をつけるとい

うことである。

iX
r=1

jX
s=1

xrs � ij; fori = 1; � � � ; m; and j = 1; � � � ; n;

3.1.1 実行可能解の存在条件

さて、２次元の輸送問題は必ず実行可能解があると証明されている。しかし、上界制約

が負荷された場合は実行可能解が同様に存在するのであろうか？以下に、実行可能解が存

在する必要十分条件とその証明する。

補題 3.1.1 2次元上界制約着き輸送問題の必要十分条件は

ij � maxf0;
iX

r=1

ar �

nX
s=j+1

bsg (3.4)

for i = 1; � � � ; m� 1 and j = 1; � � � ; n� 1:

である。

証明

輸送問題の解 x
0

rsを

iX
r=1

jX
s=1

x
0

rs = maxf0;
iX

r=1

ar �

nX
s=j+1

bsg (3.5)

for i = 1; � � � ; m� 1 and j = 1; � � � ; n� 1:

そのほかの任意の解 xrsは以下を満たす。

iX
r=1

jX
s=1

xrs �

iX
r=1

jX
s=1

x
0

rs (3.6)

必要条件を示す。もしも、xrsが 3.1式の実行可能解だとすると、

ij �

jX
r=1

jX
s=1

xrs
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=

jX
r=1

jX
s=1

xrs �

mX
r=i+1

nX
s=1

xrs �

jX
r=1

jX
s=j+1

xrs +

jX
r=i+1

jX
s=j+1

xrs

=
mX
r=1

ar �

mX
r=i+1

ar �

nX
s=j+1

bs +
mX

r=i+1

nX
s=j+1

xrs

�

iX
r=1

ar �

nX
s=j+1

bs:

ここで、各xはxrs � 0であることから導かれる。以上のことは、当然のことなが ij � 0

ということを意味しており、このことは 3.4を示したことになる。

十分条件を示す。3.4が満たされていたと仮定する。x
0

rsがNorth-East corner ruleで決

められた値とする。つまり、

x
0

1;n = minfa1; bng:

とすることができる。ここで、x
0

rsは r � iと s � j、(r; s) 6= (i; j)に関して、以下の式で

決められる。

x
0

rs = minfai �
nX

s=j+1

x
0

is; bj �

i�1X
r=1

x
0

rjg:

これは、Frechetによって、minimalと呼ばれている。さて、ここで、簡単な帰納法で証

明が可能となる。

iX
r=1

nX
s=j

x
0

rs = minf
iX

r=1

ar;

nX
s=j

bsg

for all = i and = j:

iX
r=1

nX
s=1

x
0

rs =
iX

r=1

ar

であるから、j � 2に対して、

iX
r=1

j�1X
s=1

x
0

rs =
iX

r=1

ar �minf
iX

r=1

ar;

nX
s=j

bsg

= maxf0;
iX

r=1

ar �

nX
s=j

bsg

� i;j�1:

以上によって x
0

ijは実行可能解であることが示された。(q.e.d)
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3.1.2 ２次元上界制約付き輸送問題のアルゴリズム

さて、この問題を解くアルゴリズム (3.1.2)を記載する。

Step1 x11 = minfa1; b1; 11gとする。

Step2 xijが r � i < m; and � j < n; (r; s) 6= (i; j)で求められているならば、

xij = minfai �
j�1X
s=1

xis; bj �

i�1X
r=1

xrj; ij �
X
r�i

X
s�j

(r;s)6=(i;j)

xrsg (3.7)

補題 (3.1.2)

r � iと s � jに関しての (m� 1)� (n� 1)の行列 (ij)は以下の不等式を満たす場合には

アルゴリズム (3.1.2)は実行可能解を持つ。

ij + rs � is + rj; (3.8)

ij � is (3.9)

ij � rj (3.10)

証明

補題により、アルゴリズム (3.1.2)によって定義された (xij)は負ではないと示すことがで

きれば十分である。そして、これにより、3.7の３番目の xij は常に負ではないと示すこ

とができれば十分である。明らかに 11 � 0であるから、x11 である。x11; � � � ; x1;j�1が

1 < j < nに関して、負でないと示されたとすると、(3.3b)と
Pj�1

s=1 x1s � 1;j�1というこ

とは、

1;j �

j�1X
s=1

x1s � 1;j � 1;j�1 � 0:

を意味する。1 � j < nに関して、x1j � 0が導かれる。同様に、1 � i < mに関して、

xi1 � 0。さて、定義されている式3.7の中の３番目の要素はなくなるので、j = n; or i = m

に関して、xij � 0ということが分かる。

さて、各m > i > 1と n > j > 1で 1 � r � i; 1 � s � j (r; s) 6= (i; j)に関して xrs � 0と

示されていたとする。そのとき、s = 1; � � � ; j� 1に関して、xis = 0であると仮定すると、

iX
r=1

jX
s=1

(r;s)6=(i;j)

xrs =
i�1X
r=1

jX
s=1

xrs � i�1;j
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であり、それは

ij �

iX
r=1

jX
s=1

(r;s)6=(i;j)

xrs � i�1;j � i�1;j � 0:

ということを意味する。そして、これは xij � 0を意味することになる。同様に、r =

1; � � � ; i� 1に関して、xrj = 0だと仮定すると、

ij �

iX
r=1

jX
s=1

(r;s)6=(i;j)

xrs � i�1;j � i;j�1 � 0

となり、これは、xrj � 0を意味する。(q.e.d)

3.2 ３次元上界制約付き一般型輸送問題 typeA

本研究では、以下のような３次元問題を考え、その問題が解を持つ為の必要十分条件を

与えることが出来た。また、その問題についてのアルゴリズムを提案する。

さて、問題は

Minimize
mX
j=1

nX
k=1

X
k=n

cijkxijk; 1 � i � l; (3.11)

subject to
mX
j=1

nX
k=1

xijk = ai; 1 � i � l; (3.12)

lX
i=1

nX
k=1

xijk = bj; 1 � j � m; (3.13)

lX
i=1

mX
j=1

xijk = ei; 1 � k � n; (3.14)

lX
i=1

jX
s=1

kX
t=1

xrst � Ajk; 1 � j � m; 1 � k � n; (3.15)

xijk � 0; 1 � i � l; 1 � j � m; 1 � k � n:

また、以下の制約が満たされているとする。

ai; bj; ek; Ajk � 0 (3.16)

lX
i=1

ai =
mX
j=1

bj =
mX

k=1

ek = Amn (3.17)

for all 1 � i � l; 1 � j � m; and 1 � k � n:
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さて、コスト関数C = (cijk)は多次元Monge propertyを満たしているとする。

補題

次の条件を満たすとき、かつその時のみ上記の問題に対して実行可能解が存在する。

Ajk � maxf0;

jX
s=1

bs �

nX
t=k+1

etg; 1 � j � m; 1 � k � n; (3.18)

証明

必要条件を示す。実行可能解 xijkが存在したと仮定する。まず、全ての 1 � i � l; 1 � j �

m; 1 � k � nに関して、

Ajk �

lX
r=1

jX
s=1

kX
t=1

xrst (3.19)

�

lX
r=1

mX
s=1

nX
t=1

xrst �

lX
r=1

mX
s=j+1

nX
t=1

xrst �

lX
r=1

mX
s=1

nX
t=k+1

xrst (3.20)

=
mX
s=1

bs �

mX
s=j+1

bs �

nX
t=k+1

et (3.21)

=

jX
s=1

bs �

nX
t=k+1

et: (3.22)

また、

Ajk �

lX
r=1

jX
s=1

kX
t=1

xrst � 0 (3.23)

for all 1 � i � l; 1 � j � m; 1 � k � n:

であるから、ijk � 0ということになる。よって、必要性が示された。

十分条件を示す。(2.1)が成立したとする。ここで、Upper North-West Corner Ruleに

よって決められた条件式を満たす解とする。これは、まず

x
0

1mn = minfa1; bm; eng (3.24)

とする。ここで、x
0

rstを次のように決める。

x
0

ijk = min

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

ai �

mX
s=j+1

nX
t=k+1

x
n
ist �

nX
t=k+1

x
0

ijt �

mX
s=j+1

x
0

isk;

bj �

lX
r=i+1

nX
t=k+1

x
n
rjt �

0X
t=k+1

x
0

ijt �

lX
r=i+1

x
0

rjk;

ci �

lX
r=i+1

mX
s=j+1

x
0

rsk �

lX
r=i+1

x
0

ijt �

mX
s=j+1

x
0

isk

9>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>;
:
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とする。２次元の場合と同様に以下の式は帰納法によって示めされる。

iX
r=1

mX
s=j

nX
t=k

x
0

rst = min

8<
:

jX
r=1

ar;

mX
s=j

bs;

nX
t=k

ct

9=
; (3.25)

for all 1 � i � l; 1 � j � m; 1 � k � n:

さて、ここで、1 � i � l; 1 � j � m; 1 � k � n;に対して、
Pm

j=1

Pn
k=1 xijk = ai;

Pl
i=1

Pn
k=1 xijk =

bj;
Pl

i=1

Pm
j=1 xijk = ek ということを思い出していただこう。そして、1 � j � mと

1 � k � nに対して、

lX
r=1

jX
s=1

kX
t=1

x
0

rst =
lX

r=1

mX
s=1

nX
t=1

x
0

rst �

lX
r=1

mX
s=j+1

nX
t=1

x
0

rst �

iX
r=1

jX
s=1

nX
t=k+1

x
0

rst (3.26)

=
mX
s=1

bs �

mX
s=j+1

bs �minf
lX

r=1

ar;

jX
s=1

bs;

nX
t=k+1

etg (3.27)

=
jX

s=1

bs �minf
jX

s=1

bs;

nX
t=k+1

etg (3.28)

= maxf

jX
s=1

bs �

jX
s=1

bs;

jX
s=1

bs �

nX
t=k+1

etg (3.29)

= maxf0;
jX

s=1

bs �

nX
t=k+1

etg � Ajk (3.30)

という関係式を書くことができる。このことは、定理の十分条件となる。(q.e.d)

3.2.1 アルゴリズム

さて、この問題の定義と必要十分条件が整ったところで、この問題を解くアルゴリズム

を提案する。

Step1 r � i < l; s � j < m; t � k < nに関して、

x111 = minfa1; b1; e1; A11g

とする。
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Step2 r � i < l; s � j < m; t � k < nに関して、

xijk = min

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

ai �

jX
s=1

kX
t=1

(s;t)6=(j;k)

xist;

bj �

iX
r=1

kX
t=1

(r;t) 6=(i;k)

xrjt;

ei �

iX
r=1

jX
s=1

(s;t)6=(j;k)

xrsk;

Ajk �

iX
r=1

jX
s=1

kX
t=1

(r;s;t)6=(i;j;k)

xrst

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

(3.31)

補題

(yrst)を制約条件を満たす任意の実行可能解とし、(xrst)をアルゴリズムによって求めら

れた解とすると、
iX

r=1

jX
s=1

kX
t=1

xrst �

iX
r=1

jX
s=1

kX
t=1

yrst

となる。

証明

x
0

rstがUpper Northwest corner ruleで決められた値とする。ここで、

x
0

rst = minfa1; b1; en; A11g:

次に、x
0

rstが r � i; s � j; t � k に関して、(r; s; t) 6= (i; j; k)という状況に関して決められ

ていたとする。のとき、

xijk = min

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

ai �

jX
j=1

kX
t=1

(s;t)6=(j;k)

x
0

ist;

bj �

iX
r=1

kX
t=1

(r;t)6=(i;k)

x
0

rjt;

ei �

jX
j=1

kX
t=1

(s;t)6=(j;k)

x
0

rsk;

Ajk �

iX
r=1

jX
s=1

kX
t=1

(r;s;t) 6=(i;j;k)

x
0

rst

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
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がなりたつと仮定する。ここで、帰納法により、

iX
r=1

jX
s=1

nX
t=k

x
0

rst = min

8<
:

iX
r=1

ar;

jX
s=1

bs;

nX
t=k

et; Ajk

9=
;

for 1 � i � l; 1 � j � m; 1 � k � n:

となる。x
0

rst = minfa1; b1; en; A11g:であり、次の式を仮定がなりたっているとする。

i0X
r=1

j0X
s=1

nX
t=k0

x
0

rst = minf
iX

r=1

ar;

jX
s=1

bs;

nX
t=k0

et; Ajkg

for i
0
� i; j

0
� j and k

0
� k:

ここで、

xijk = min

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

ai �

jX
j=1

kX
t=1

(s;t)6=(j;k)

x
0

ist;

bj �

iX
r=1

kX
t=1

(r;t)6=(i;k)

x
0

rjt;

ei �

jX
j=1

kX
t=1

(s;t)6=(j;k)

x
0

rsk;

Ajk �

iX
r=1

jX
s=1

kX
t=1

(r;s;t) 6=(i;j;k)

x
0

rst

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

(3.32)

であるので、

iX
r=1

jX
s=1

nX
t=k

x
0

ist = min

8<
:ai +

i�1X
r=1

jX
s=1

nX
t=k

x
0

ist; bj +
iX

r=1

j�1X
s=1

nX
t=k

x
0

ist; ek +
iX

r=1

jX
s=1

nX
t=k+1

x
0

ist; Ajk

9=
;

= min

8>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>:

ai +min

8<
:

i�1X
r=1

ar;

jX
s=1

bs;

nX
t=k

et

9=
; ;

bj +min

8<
:

iX
r=1

ar;

j�1X
s=1

bs;

nX
t=k

et

9=
; ;

ek +min

8<
:

iX
r=1

ar;

jX
s=1

bs;

nX
t=k+1

et

9=
; ;

Ajk

9>>>>>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>>>>>;
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= min

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

iX
r=1

ar; ai +

jX
s=1

bs; ai +
nX

t=k

et;

bj +
iX

r=1

ar;

jX
s=1

bs; bj +
nX

t=k

et;

ek +
iX

r=1

ar; ek +

jX
s=1

bs;

nX
t=k

et;

Ajk

9>>>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>>>;

= min

8<
:

iX
r=1

ar;

jX
s=1

bs;

nX
t=k

et; Ajk

9=
;

これにより、示された。(q.e.d)

さて、ここでこのアルゴリズムに従って問題を解いていこうとすると、xijkの値に負の値

が割り当てられてしまう場合がある。しがたって、以下の補題を条件に加える。ここで、

この制約を加えることで、このアルゴリズムが実行可能解を出すことを保証できる。しか

し、この議論は補題 (3.1.2)と同じ次元で考えることができるので、以下に制約だけを記

載した。

補題 (m� 1)� (n � 1)の行列Ajkが実行可能解の必要十分条件を満たしていて、以下の

式を s � jと t � jに関して満たせば、解を求めるアルゴリズムは xijkの正数制約を満た

した上で、実行可能解を与える。

Ajk + Ast � Ajt + Ask

Ajk � Ajt

Ajk � Ark

定理

アルゴリズムにより決定された xijkは問題の実行可能解となり、それは最適解となる。

証明

C = (cijk)に関して、定数を cijkに値数を加えても3.11式～3.16式の解と、補題3.18は3.12

より明らかである。さらに、cijkの中のそのような操作は、多次元Monge propertyを崩す

ことはない。さて、ここで多次元Monge propertyは任意の平面において、２次元Monge

propertyが成立している。ここで、Ajkの制約を考えて、j�k平面に注目する。ここで、記号

の関係から、cijkの iを任意に一つ固定して取った場合の cijkを cjk; (1 � j � m; 1 � k � n)

とする。このとき、このことにより、j = 1; � � � ; mに関して、cjn = 0とし、必要であれ

ば、cjkから cinをひく。同様にして、k = 1; � � � ; nに関して、cmk =とし、必要であれば、

cjkから cinをひく。さて、各 j = 1; � � � ; m� 1と k = 1; � � � ; n� 1において、F
jk = (F

jk
st )

を
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F
jk
st =

(
1 (if s � j and t � k)

0 (otherwise)

とおく。ここで、補題 3.2.1により、

max
mX
s=1

nX
k=1

F
jk
st yst =

mX
s=1

nX
k=1

F
jk
st xst

である。それの最大値は、3.12式～3.16式と 3.18式を満たす (yst)に引き継がれる。これ

は、C = F
jkの場合に対して、定理が成り立つことを示している。ここで、

fjk = cjk � cj;k+1 + cj+1;k+1 � cj+1;k

for j = 1; � � � ; m� 1; k = 1; � � � ; n� 1:

とする。多次元Monge propertyは fjk � 0を保証する。すると、

vX
j=s

wX
k=t

fjk = cst � cs;w+1 + cv+1;w+1 � cv+1;t

for any v > s; w > t:

特に、
m�1X
j=s

n�1X
k=t

fjk = cst

である。ここで、

cst =
m�1X
j=s

n�1X
k=t

fjkF
jk
st

となり、

C =
m�1X
j=s

n�1X
k=t

fjk

となる。さて、この議論は、Cの任意の i平面に関しても同様のことがなりたつ。したがっ

て、3.2.1が xrstが 3.11式～3.16式と 3.18式を満たし、かつ問題を解くことができる。そ

して、fijが負ではないことをしめしている。(q.e.d)

3.3 ３次元上界制約着き一般型輸送問題 typeAB

本研究では、さらに制約式が加わった場合の問題についてもアプローチした。
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Maximize
lX

i=1

mX
j=1

nX
k=1

cijkxijk; 1 � i � l; (3.33)

subject to
mX
j=1

nX
k=1

xijk = ai; 1 � i � l; (3.34)

lX
i=1

nX
k=1

xijk = bj; 1 � j � m; (3.35)

lX
i=1

mX
j=1

xijk = ei; 1 � k � n; (3.36)

lX
i=1

jX
s=1

kX
t=1

xrst = Ajk; 1 � i � l; 1 � k � n; (3.37)

iX
r=1

mX
s=1

kX
t=1

xrst = Bjk; 1 � j � m; 1 � k � n; (3.38)

xijk � 0; 1 � i � l; 1 � j � m; 1 � k � n:

また、以下の制約が満たされているとする。

ai; bj; ek; Ajk; Bik � 0 (3.39)

lX
i=1

ai =
mX
j=1

bi =
mX
k=1

ei = Amn = Bln (3.40)

for all 1 � i � l ; 1 � j � m; and 1 � k � n;

さて、コスト関数C = (cijk)は多次元Monge propertyを満たしているとする。

補題

次の条件を満たすときかつその時のみ上記の問題に対して実行可能解が存在する。

Ajk � maxf0;

jX
s=1

bs �

nX
t=k+1

etg; 1 � j � m; 1 � k � n; (3.41)

Bjk � maxf0;
iX

r=1

ar �

nX
t=k+1

etg; 1 � r � l; 1 � k � n; (3.42)

証明

Ajkについては、3.19から 3.23と同じ。Bikについての必用条件を示す。

Bik �

iX
r=1

mX
s=1

kX
t=1

xrst
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�

lX
r=1

mX
s=1

nX
t=1

xrst �

lX
r=i+1

mX
s=1

nX
t=1

xrst �

lX
r=1

mX
s=1

kX
t=k+1

xrst

=
lX

r=1

ar �

lX
r=i+1

ar �

nX
t=k+1

et

=
iX

r=1

ar �

nX
t=k+1

et:�

また、

Bik �

iX
r=1

mX
s=1

kX
t=1

xrst � 0 (3.43)

for all 1 � i � l; 1 � j � m; 1 � k � n:

であるから、ijk � 0ということになる。よって、必要性が示された。

十分条件を示す。Ajkに関しては、式 3.25から 3.30と同じ。全く同様にして、(2.1)が

成立したとする。ここで、Upper North-West Corner Ruleによって決められた条件式を

満たす解とする。これは、まず

x
0

1mn = minfa1; bm; eng (3.44)

とする。ここで、x
0

rstを次のように決める。

x
0

ijk = min

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

ai �

mX
s=j+1

nX
t=k+1

x
0

ist �

0X
t=k+1

x
0

ijt �

mX
s=j+1

x
0

isk;

bj �

lX
r=i+1

nX
t=k+1

x
0

rjt �

0X
t=k+1

x
0

ijt �

lX
r=i+1

x
0

rjk;

ci �

lX
r=i+1

mX
s=j+1

x
0

rsk �

lX
r=i+1

x
0

ijt �

mX
s=j+1

x
0

isk

9>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>;

とする。２次元の場合と同様に以下の式は帰納法によって示めされる。

iX
r=1

mX
s=j

nX
t=k

x
0

rst = minf
jX

r=1

ar;

mX
s=j

bs;

nX
t=k

ctg (3.45)

for all 1 � i � l; 1 � j � m; 1 � k � n:

さて、ここで、1 � i � l; 1 � j � m; 1 � k � n;に対して、
Pm

j=1

Pn
k=1 xijk = ai;

Pl
i=1

Pn
k=1 xijk =

bj;
Pl

i=1

Pm
j=1 xijk = ei ということを思い出していただこう。そして、1 � j � m と
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1 � k � nに対して、

lX
r=1

jX
s=1

kX
t=1

x
0

rst =
lX

r=1

mX
s=1

nX
t=1

x
0

rst �

lX
r=i+1

mX
s=1

nX
t=1

x
0

rst �

iX
r=1

mX
s=j+1

nX
t=1

x
0

rst (3.46)

=
lX

s=1

ar �

mX
s=j+1

as �minf
iX

r=1

ar;

mX
s=j+1

bm;

nX
t=1

etg (3.47)

=
jX

s=1

ar �minf
iX

r=1

ar;

mX
s=j+1

bm;

nX
t=1

etg (3.48)

= maxf
iX

r=1

ar �

iX
r=1

ar;

lX
r=1

as �

nX
t=k+1

etg (3.49)

= maxf0;
iX

r=1

ar �

nX
t=k+1

etg � Bik (3.50)

という関係式を書くことができる。このことは、定理の十分条件となる。(q.e.d)
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第 4章

今後の課題と付録

さて、二次元上界制約付き輸送問題３次元に拡張される際に 3.11式～3.16式と 3.33式

～3.39式を提案し、その実行可能解の必要十分条件をしめした。しかしながら、３次元へ

の拡張の際に、以下のような問題を考えるのが一般的であるように思う方もいらっしゃる

だろう。

4.1 三次元上界制約付き輸送問題 typeABE

Maximize
lX

j=1

mX
j=1

nX
k=1

cijkxijk; (4.1)

subject to
mX
j=1

nX
k=1

xijk = ai; 1 � i � l; (4.2)

lX
i=1

nX
k=1

xijk = bj; 1 � j � m; (4.3)

lX
i=1

mX
j=1

xijk = ei; 1 � k � n; (4.4)

lX
i=1

jX
s=1

kX
t=1

xrst � Ajk; 1 � i � l; 1 � k � n; (4.5)

iX
i=1

mX
s=1

kX
t=1

xrst � Bjk; 1 � j � m; 1 � k � n; (4.6)

iX
i=1

jX
s=1

nX
t=1

xrst � Eij; 1 � i � l; 1 � j � m; (4.7)

xijk � 0; 1 � i � l; 1 � j � m; 1 � k � n:
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また、以下の制約が満たされているとする。

ai; bj; ek; Ajk; Bik; Eij � 0; (4.8)

lX
i=1

ai =
mX
j=1

bi =
mX
k=1

ei = Amn = Bln = Elm (4.9)

for all 1 � i � l ; 1 � j � m; and 1 � k � n;

この必要十分条件を本研究が参考にした [3]を軸に証明していく。そうすると、ある時点

で崩壊してします。簡単にいうと、必要条件と十分条件が異なってしまうのである。いか

に、その証明を載せる。

必要条件

Ajkに関しては、3.19式～3.23式。Bikに関しては、3.23式～3.23式に同じ。また、

Eij �

iX
r=1

jX
s=1

nX
t=1

xrst � 0 (4.10)

for all 1 � i � l; 1 � j � m; 1 � k � n:

確かに、必要条件は type A型と type AB型の拡張に思える。

十分条件を示そうとするとAjkに関しては、3.24式から 3.46より typeAに同じ。Bikに

関しては、3.44式～3.45式に同じ。しかし、同様の証明を進めていくと、

Eij � maxf0;
kX

t=1

ek �

mX
r=i+1

arg

となって欲しい。ここで、仮定として、

iX
r=1

mX
s=j

nX
t=k

x
0

rst = min

8<
:

jX
r=1

ar;

mX
s=j

bs;

nX
t=k

et

9=
;

としておく。しかし、

iX
r=1

mX
s=1

kX
t=1

x
0

rst =
lX

r=1

mX
s=1

nX
t=1

x
0

rst �

lX
r=1

mX
s=1

nX
t=k+1

x
0

rst �

lX
i+1

mX
s=1

kX
t=1

x
0

rst (4.11)

=
1X

r=1

1X
s=1

kX
t=1

x
0

rst �

lX
r=i+1

mX
s=1

kX
t=1

x
0

rst (4.12)

=
kX

t=1

et �min

8<
:

lX
r=i+1

x
0

rst;

mX
s=1

x
0

rst;

kX
t=1

x
0

rst

9=
; (4.13)

= max

8<
:0;

kX
t=1

ek �

mX
r=i+1

ar

9=
; (4.14)
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としたい。しかし、4.12式から 4.13式にいたる段階で、仮定に反してしまう。従って、こ

こではこれ以上証明を進めることができなくなってしまった。今後の課題としては、こ

の方法にのっとり、しかしほかのテクニックを使用して、証明をすすめていくか。もしく

は、全く別のアプローチをとる方法が考えられる。

4.2 三次元上界制約付き輸送問題 typeAの別解

別解

yが負ではない、さらに (i; j; k) = (1; 1; 1)に対して、

x111 = minfa1; b1; e1; A11g (4.15)

は明らかになりたつ。ここで、

k�1X
t=1

x11t �

k�1X
t=1

y11t (4.16)

for all 1 � k � n:

が成り立つと仮定する。また、準備として、

x�i;�j;�k = minfa�i �

P�j
s=1

P
�k
t=1

(s; t) 6= (�j;�k)
xist; b�j �

P
�i
r=1

P
�k
t=1

(r; t) 6= (�i;�k)
xr�jt;

e�i �

P
�i
r=1

P�j
s=1

(r; s) 6= (�i;�j)
xrsk; A�j;�k �

P
�i
r=1

P�j
s=1

P
�k
t=1

(r; s; t) 6= (�i;�j;�k)
xrstg (4.17)

ここで、アルゴリズムとここでの証明の添え字が重複しないように、以下を与えている。

アルゴリズムでの (i; j; k)はそれぞれ、(�i;�j;�k)としてある。

さて、ここの証明の第一段階では、(�i;�j;�k)の値は

�i = 1;�j = 1;�k = k (4.18)

このことは、

x�i;�j;�k = x1;1;k (4.19)

= minfa1 �

P
1

s=1

Pk
t=1

(s; t) 6= (1; k)
xist; b1 �

P
1

r=1

Pk
t=1

(r; t) 6= (1; k)
xr1t

; ek �

P
1

r=1

P
1

s=1

(r; s) 6= (1; 1)
xrsk; A1;k �

P
1

r=1

P
1

s=1

Pk
t=1

(r; s; t) 6= (1; 1; k)
x11tg (4.20)
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= minfa1 �

Pk
t=1

(t) 6= (k)
x11t; b1 �

Pk
t=1

(t) 6= (k)
x11t

; ek; A1;k �

Pk
t=1

(t) 6= (k)
x11tg (4.21)

を導き出す。そうすることによって、

1X
r=1

1X
s=1

kX
t=1

x11t =
kX

t=1

x11t (4.22)

=
k�1X
t=1

x11t + x11k (4.23)

=
k�1X
t=1

x11t +minfa1 �

Pk
t=1

(t) 6= (k)
x11t; b1 �

Pk
t=1

(t) 6= (k)
x11t

; ek; A1;k �

Pk
t=1

(t) 6= (k)
x11tg (4.24)

=
k�1X
t=1

x11t +minfa1 �
k�1X
t=1

x11t; b1 �

k�1X
t=1

x11t

; ek; Ajk �

k�1X
t=1

x11tg (4.25)

= minfa1; b1; ek +
k�1X
t=1

x11t; A1kg (4.26)

� minfa1; b1; ek +
k�1X
t=1

y11t; A1kg (4.27)

=
k�1X
t=1

x11t +minfa1 �
k�1X
t=1

y11t; b1 �

k�1X
t=1

y11t

; ek; Ajk �

k�1X
t=1

x11tg (4.28)

=
k�1X
t=1

y11t +minfa1 �

Pk�1
t=1 y11t

(t) 6= (k)
y11t; b1 �

Pk�1
t=1 y11t

(t) 6= (k)
y11t;

; ek;

jX
s=1

Ajk �

Pk�1
t=1 y11t

(t) 6= (k)
y11tg (4.29)

� y11t (4.30)

また、

i�1X
r=1

xr11 �

i�1X
r=1

yr11 (4.31)

for all 1 � i � l:
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が成り立つと仮定する。そうすることによって、

�i = i;�j = 1;�k = 1 (4.32)

を考えて、

x�i;�j;�k = xi;1;1 (4.33)

= minfar �

P
1

s=1

P
1

t=1

(s; t) 6= (1; 1)
xist; b1 �

Pi
r=1

P
1

t=1

(r; t) 6= (i; 1)
xr1t

; e1 �

Pi
r=1

P
1

s=1

(r; s) 6= (i; 1)
xrs1; A1;1 �

Pi
r=1

P
1

s=1

P
1

t=1

(r; s; t) 6= (i; 1; 1)
xrstg (4.34)

= minfar; b1 �

Pi
r=1

(r) 6= (i)
xr11

; e1 �

Pi
r=1

(r) 6= (i)
xr11; A11 �

Pi
r=1

(r) 6= (i)
xr11g (4.35)

先と同様に展開していくと,

iX
r=1

1X
s=1

1X
t=1

xrst =
iX

r=1

xr11 (4.36)

=
i�1X
r=1

xr11 + xr11 (4.37)

=
i�1X
r=1

iX
s=1

kX
t=1

x11t +minfar; b1 �

Pi
r=1

(r) 6= (i)
xr11

; e1 �

Pi
r=1

(r) 6= (i)
xr11; A11 �

Pi
r=1

(r) 6= (i)
xr11g (4.38)

=
i�1X
r=1

xr11 +minfar; b1 �
iX

r=1

xr11

; e1 �

iX
r=1

xr11; A11 �

iX
r=1

xr11g (4.39)

= minfar +
i�1X
r=1

xr11; b1; e1; A11g (4.40)

� minfar +
i�1X
r=1

yr11; b1; e1; A11g (4.41)

=
i�1X
r=1

yr11 +minfar; b1 �
iX

r=1

yr11

; e1 �

iX
r=1

yr11; A11 �

iX
r=1

yr11g (4.42)
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=
i�1X
r=1

yr11 +minfai; b1 �

Pi�1
r=1

(r; t) 6= (i� 1; 1)
y11txr11;

; e1 �

Pi�1
r=1

(r; 1) 6= (i� 1; 1)
yr11; A11 �

Pi�11
r=1

(r; s; t) 6= (i; 1; 1)
yr11g (4.43)

� yr11 (4.44)

さらに、

j�1X
s=1

x1s1 �

j�1X
s=1

y1s1 (4.45)

for all 1 � j � m:

が成り立つと仮定する。そうすることによって、

�i = 1;�j = j;�k = 1 (4.46)

このことは、

x�i;�j;�k = x1;j;1 (4.47)

= minfa1 �

Pj
s=1

P
1

t=1

(s; t) 6= (j; 1)
x1st; bj �

P
1

r=1

P
1

t=1

(r; t) 6= (1; 1)
xrjt

; e1 �

P
1

r=1

Pj
s=1

(r; s) 6= (1; j)
x1sk; Aj;1 �

P
1

r=1

Pj
s=1

P
1

t=1

(r; s; t) 6= (1; j; 1)
x1s1g (4.48)

= minfa1 �

Pj
s=1

(s) 6= (j)
x11t; bj (4.49)

; e1 �

Pj
s=1

(s) 6= (j)
x1s1; A1;k �

Pj
s=1

(s) 6= (j)
x11tg (4.50)

先と同じく展開していくと、

1X
r=1

jX
s=1

1X
t=1

x1s1 =
jX

s=1

x1s1 (4.51)

=

j�1X
s=1

x1s1 + x1s1 (4.52)

=

j�1X
s=1

x1s1 +minfa1 �

Pj
s=1

(s) 6= (j)
x11t; bj (4.53)

; e1 �

Pj
s=1

(s) 6= (j)
x1s1; A1;k �

Pj
s=1

(s) 6= (j)
x11tg (4.54)
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=

j�1X
s=1

x1s1 +minfa1 �

jX
s=1

x1s1; bj (4.55)

; e1 �

jX
s=1

; A1;k �

jX
s=1

x1sqg (4.56)

= minfa1; bj +

j�1X
s=1

x1s1; e1; Aj1g (4.57)

�= minfa1; bj +

j�1X
s=1

y1s1; e1; Aj1g (4.58)

=
j�1X
s=1

y1s1 +minfa1 �
j�1X
s=1

y1s1; b1

; e1 �

j�1X
s=1

y1s1; A11 �

j�1X
s=1

y1s1y1s1g (4.59)

� y1s1 (4.60)

これで、帰納法により、i = 1; j = 1; k < nと i = 1; j < m; k = 1と i < l; j = 1; k = n

の時、3.2.1式はなりたつ。ここで、

i�1X
r=1

jX
s=1

kX
t=1

xrst �

i�1X
r=1

jX
s=1

kX
t=1

yrst (4.61)

iX
r=1

j�1X
s=1

kX
t=1

xrst �

iX
r=1

j�1X
s=1

kX
t=1

yrst (4.62)

iX
r=1

jX
s=1

k�1X
t=1

xrst �

iX
r=1

jX
s=1

k�1X
t=1

yrst (4.63)

for some i < l and j < m and k < n:

が成り立つと仮定する。ここで、yが負ではないことから、

yijk � minfai �

P
k�1

t=1

P
k

t=1
yist

(s; t) 6= (j; k)y11t; bj �

Pi
r=1

Pk
t=1

(r; t) 6= (r; k)
yrjt; (4.64)

ek �

Pi
r=1

P
s=1

(r; s) 6= (i; j)
yrsk; Ajk

Pi
r=1

Pj
s=1

Pk
t=1

(r; s; t) 6= (i; j; k)
yr;s;tg (4.65)

これは、

iX
r=1

jX
s=1

kX
t=1

yr;s;t � minfai +
i�1X
r=1

jX
s=1

kX
t=1

yrst

; bj +
1X

r=1

j�1X
s=1

kX
t=1

yrst; ek +
iX

r=1

jX
s=1

k�1X
t=1

yrst; Ajkg (4.66)
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� minfai +
i�1X
r=1

jX
s=1

kX
t=1

xrst

; bj +
1X

r=1

j�1X
s=1

kX
t=1

xrst; ek +
iX

r=1

jX
s=1

k�1X
t=1

xrst; Ajkg (4.67)

=
iX

r=1

jX
s=1

kX
t=1

xr;s;t (4.68)

また、i = l orj = m or k = nの場合には、の４番目の式が消されることによって、成

立する。以上により、帰納法によって示された。(q.e.d)
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