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アルゴリズム的コード化定理を満たす
Chaitinマシンの特徴付けの研究

天谷 良章

北陸先端科学技術大学院大学 情報科学研究科

2001年 2月 15日
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1 背景

アルゴリズム的情報理論 (AIT)は、Turingの計算理論と Shannonの情報理論を組み合
わせてできた結果である。その基本的概念はある対象を計算する最小プログラムのビッ
トサイズでその対象の複雑さを測ることである。この概念は Kolmogorov記述量やプロ
グラムサイズの複雑さなどと呼ばれる。この分野は 1960年代の半ばに A.N.Kolmogorov,

R.J.Solomono�, G.J.Chaitinによって独立に導入された。
さらに、1970年代に入り、L.A.Levin, G.J.ChaitinによってAIT2 (Pre�x Complexity)

が導入された。その戦略は、pre�x-free集合を定義域として持つ (Chaitin)マシンによっ
てプログラムサイズの複雑さを測ることにある。これは、きれいな数学的性質を持ってお
り、そのためにAITにおいては、標準的になりつつある。
AITにおいて重要な結果の一つとしてアルゴリズム的コード化定理がある。アルゴリ

ズム的コード化定理によると、任意の万能Chaitinマシンの記述量 (複雑さ)は、そのアル
ゴリズム的確率のエントロピーに関して漸近的に最適 (ある定数で抑えられる)であるこ
とが知られている。
この結果をより一般的にするために、必ずしも万能ではないマシンのクラスや任意の

semi-distributions、そして未知な定数に興味が持たれる。そこで、本研究ではアルゴリズ
ム的情報理論の基礎となるノイズのないコード化、Chaitinマシンを用いたプログラムサ
イズの記述量 (複雑さ)などの基本的概念を調査、考察した上で、任意の Chaitinマシン
や任意の semi-distributionに対して、アルゴリズム的コード化定理を満たすマシンのク
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ラスを調査、考察する。さらに、アルゴリズム的コード化定理を満たしているすべての
Chaitinマシンの特徴付けを行い、最適な (定数が０である)Chaitinマシンのクラスを示
すことを目的とする。

2 ノイズのないコード化

ノイズのない通信路を通るメッセージをエラーがなくかつ可能な限り速く変換 (コー
ド化、デコード化)するため方法として C.E.Shannonによって考案された pre�xコード
や pre�x-free集合の定義や性質を示す。その性質とは、pre�x-codeは唯一に復元可能で
あること、pre�x-free集合 SはKraftの不等式

P
x2S 2

�n � 1を満たすこと、さらに semi-

distributionに対しても Shannonのノイズのないコード化定理を満たすことなどがある。

3 プログラムサイズの複雑さ (記述量)

情報の中身を測るために、Turingマシンの特殊なモデルであり、pre�x-freeな定義域を
持っているChaitinマシンMを用いる。対象 (文字列)xの記述量HM(x)は、Chaitinマシ
ンで x を計算するための最小プログラム pのビットサイズとして定義される。以下の定
理は不変量定理と呼ばれ、AITの起源になっている定理である。ある万能マシン U が存
在して、任意のマシンM に対し、任意の対象 xに対し、以下の式を満たす定数 cが存在
する。

HU(x) � HM(x) + c:

不変量定理は対象 xが記述方法U;M とは独立に決まることを意味している。そして、こ
の U を固定して、簡単な上界を見積もることができる。他の重要な性質として、プログ
ラムサイズの複雑さHM の計算不可能性、準計算可能性などが挙げられる。
AITにおける重要な定理を二つ挙げる。

Kraft-Chaitin定理:
P

i 2
�ni � 1を満たす枚挙可能集合 (r.e.set)S = f(xi; ni) 2 ���N j i �

0gを与えると、M(ui) = xi for all iを満たすマシンM を構成することができる。
この定理は Kraftの不等式を任意の枚挙可能集合に拡張したものである。もう一つは、
Kraft-Chaitin Theoremを利用して導かれた、アルゴリズム的コード化定理である。
アルゴリズム的コード化定理; 任意の万能マシン U の記述量HU(x)はマシンのアルゴリ
ズム的確率 PU に関して、漸近的に最適である (i.e.定数で抑えられる);

HU(x) � � logPU(x) + (1 + c):

HU(x) = minfjuj j U(u) = xg; PU(x) =
X

U(u)=x

2juj:

次のセクションでこの結果を一般的にする。
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4 Characterization

与えられた semi-distribution P の状況のもとで、アルゴリズム的コード化定理を満た
すマシンM を調査する。
基本的な結果：

P を semi-distributionとし、S � �� �N を枚挙可能集合とするとき、以下の
二つの状況を満たすような定数 c � 0が存在する。
状況：任意の x 2 �� に対して

(1)
P

(x;n)2S 2
�n � P (x);

(2) 任意の自然数n 2 Nに対して;もしP (x) > 2�n,そのとき (x; k) 2 Sかつk �

n + cとなる k 2 Sが存在する。

その時、任意の x 2 ��に対し、以下の不等式を満たすマシンM が存在する。

� logP (x) � HM(x) � (1 + c)� logP (x):

この結果を利用し、準計算可能な semi-distribution、計算可能な semi-distributionを与え
た時その条件が満たされているかを調べる。
P が下から準計算可能な semi-distributionの時、c = 1で、アルゴリズム的コード化定

理を満たすマシンを構成できる。P が計算可能な semi-distributionの時、c = 0で、アル
ゴリズム的コード化定理を満たすマシンを構成できる。
最後に、アルゴリズム的コード化定理を満たすクラスのマシンは、以下の条件を満たす

ような c � 0が存在するときである。
条件: 任意の自然数 nに対し,もし PM(x) > 2�nならば,そのとき HM(x) � n + cを満た
すときである。。
定数 c = 0でアルゴリズム的コード化定理を満たすクラスのマシンは、任意の異なる文

字列 u 6= u0に対し、M(u) = M(u0)ならば juj 6= ju0jを満たすときである。
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