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概 要

公平分割問題は、二人以上のプレイヤーが共同で所有している単数または複数のものを分

配するとき、「公平」な分配を求める問題である。共同で所有しているものには、分割可

能なものと分割不可能なもの、また、手に入れて有利なものと不利なものが考えられる。

身近なところではケーキの切り分け、遺産相続、仕事の分担などがあり、昔から考えられ

てきた問題である。

本研究では、分割不可能で手に入れて有利なものと分割可能で手に入れて不利なものを

共同で所有している場合の公平分割問題の一例としてハウスメイト問題を取り上げた。

公平分割問題において、解が「公平」であるか判断するために公平の基準が必要であ

る。ハウスメイト問題では、公平の基準として、比例性、無羨望性、正確性が提案されて

いる。

従来研究において、����	と
��
���は、各ハウスメイトの得る割引額の合計が最大に

なるような比例性を満たす解を求めるアルゴリズム、��� ���������を提案した。また、

彼らは、無羨望性を満たす解の存在について、� � �であれば無羨望性を満たす解は常に

存在し、� � �であれば無羨望性を満たす解が存在するとは限らないことを示した。その

後 、���
 と ����� は無羨望性を満たす解が存在するとき、その割当ては必ず最大合計

割当てになることを示した。さらに、彼らは無羨望性が存在するとき、そのうちの一つを

出力するアルゴリズムを提案した。また、無羨望性を満たす解が存在するとき、一般に一

意に定まらないことを示した。

本研究では、公平の基準を平等性としたハウスメイト問題を考え、平等性を満たす解が

常に存在することを示した。また、解によって、各ハウスメイトの得る割引額が異なるこ

とから平等性と比例性を満たす解が存在するか判定する問題を考え、その問題が��完全

であることを示した。このことから、平等性を満たす解の中で、各ハウスメイトに最大の

割引額を与える問題は��困難であることがわかった。さらに、���
 と �����により提

案されているアルゴリズムの拡張として、無羨望性を満たし、ハウスメイトが得る割引額

の最小と最大の差が最小となる解、すなわち、無羨望性を満たす解の中で最も平等な解、

を求める効率的なアルゴリズムを提案した。
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第�章 ハウスメイト問題

��� はじめに

公平分割問題は、二人以上のプレイヤーが共同で所有している単数または複数のもの

を分配するとき、「公平」な分配を求める問題である。共同で所有しているものには、分

割可能なものと分割不可能なもの、また、手に入れて有利なものと不利なものが考えられ

る。身近なところではケーキの切り分け、遺産相続、仕事の分担などがあり、昔から考え

れてきた問題である。#!$。

公平分割問題において、分配が「公平」であるかを定める基準として、様々な公平の基

準が提案されている。ここで、その提案されている公平の基準の代表的なものを紹介す

る。まず、分配した結果は、共有しているものを�分割したもの� % &��� ��� � � � � ��'と

割当て �で定義される。ここで、�&�' % � はプレイヤー � に �� を割当てることを意味す

る。また、すべてのプレイヤーが同じ価値観とは限らないため、各 � � ��� �� � � � � �� に対

し、��をプレイヤー �が分配されるものの価値を与える関数とする。

この分配が比例性を満たすとは、各プレイヤーが自分の価値観で評価して、自分の取り

分の価値が全体の価値の �	�以上である。すなわち、

��&��&�'' �
�

�

��
���

��&��' (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

を満たす。また、この分配が無羨望性を満たすとは、各プレイヤーが自分の価値観で評価

して、自分の取り分の価値が他のプレイヤーの取り分の価値以上である。すなわち、

��&��&�'' � ��&��' (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

を満たす。さらに、この分配が正確性を満たすとは、各プレイヤーは自分の価値観で評価

して、すべてのプレイヤーの取り分の価値が等しい。すなわち、

��&��' % ��&��' % � � � % ��&��' (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

�



を満たす。これらの定義から、明らかに、正確性を満たす分配は無羨望性も満たし、また、

無羨望性を満たす分配は比例性も満たす。

��� ハウスメイト問題

分割不可能で手に入れて有利なものと分割可能で手に入れて不利なものを共同で所有

している場合の公平分割問題の多くは、現実の問題であるハウスメイト問題に定式化でき

る。ハウスメイト問題とは、� &� �' 人のハウスメイトで �部屋ある家賃 
 &� �' の家を

借りるとき、どのハウスメイトにどの部屋をいくらの部屋代で割り当てるかを考える問題

である。この問題において、部屋は分割不可能で手に入れて有利なものであり、家賃は分

割可能で手に入れて不利なものである。

各ハウスメイト �は各部屋 �に支払ってもよい非負の評価値 ��� を付ける。ただし、各

ハウスメイトが付けた評価値の合計は家賃 
となる。よって、ハウスメイト問題の入力と

は、�� �行列� % #���$と 
であり、以下の条件が満たされる。

��� � � (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

��� + ��� + � � �+ ��� % 
 (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

各ハウスメイトはちょうど一つの部屋が割当てられその部屋の部屋代を支払う。よって、

ハウスメイト問題の出力とは、割当て � � ��� �� � � � � �� � ��� �� � � � � ��と非負の �,次元の

ベクトル 
 % #��� ��� � � � � ��$の対 &�� 
 'で表される。部屋の割当て �に対し、�&�' % � は

ハウスメイト �に部屋 �が割当てられ、その部屋代 ��を支払うことを意味する。ただし、

各部屋の部屋代は非負であり、その合計は家賃 
となる。すなわち、各 � � ��� �� � � � � ��

に対し、��を部屋 �の部屋代と表すと、以下の条件が満たされる。

�� � � (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

�� + �� + � � �+ �� % 


各ハウスメイトは自分の取り分、すなわち部屋とその部屋代、を割引額で評価する。こ

こで、ハウスメイト �が部屋 �で得る割引額 ���とは、支払ってもよい金額 ���と実際に支

払う部屋代 �� の差である。すなわち、

��� % ��� 	 �� (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

である。

�



ここで、ハウスメイト問題において提案されている公平の基準を紹介する。公平の基準

は割引額を用いて定義される。

解 &�� 
 'が比例性を満たすとは、各ハウスメイトが自分の価値観で評価して、自分の

取り分の価値が全体の �	�以上である。すなわち、

������ �
�

�

��
���

��� (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

を満たす。また、解 &�� 
 'が無羨望性を満たすとは、各ハウスメイトが自分の価値観で評

価して、自分の取り分の価値が他のハウスメイトの取り分以上である。すなわち、

������ � ��� (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

を満たす。さらに解 &�� 
 'が正確性を満たすとは、各ハウスメイトが自分の価値観で評価

して、すべてのハウスメイトの取り分の価値が等しい。すなわち、

��� % ��� % � � � % ��� (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

を満たす。

��� 従来研究

比例性を公平の基準とした従来研究において、����	と
��
��� #�$は、比例性を満た

す解を求めるアルゴリズム、��� ��������� を提案した。そのアルゴリズムの特徴とし

て、部屋の割当てが最大合計割当てであることが挙げられる。最大合計割当てとは、各ハ

ウスメイトの付けた評価値の合計が最大になるような割当てである。

また、彼らは、無羨望性を公平の基準とした問題についても考えている。彼らは、無

羨望性を満たす解の存在について、� � �であれば無羨望性を満たす解は常に存在し、

� � �であれば無羨望性を満たす解が存在するとは限らないことを示した。その後、���


と ����� #�$は無羨望性を満たす解が存在するとき、部屋の割当ては必ず最大合計割当て

になることを示した。さらに彼らは無羨望性が存在するとき、そのうちの一つを出力する

アルゴリズムを提案した。そして、無羨望性を満たす解が存在するとき、一般に一意に定

まらないことを示した。

�



本研究では、公平の基準を平等性としたハウスメイト問題を考えた。ハウスメイト問題

において、解が平等性を満たすとは、ハウスメイトが得る割引額が等しい。よって、平等

性を満たす解が存在するとき、解により、各ハウスメイトの得る割引額が異なることがあ

る。よって、平等性と比例性を満たす解が存在するか判定する問題の難しさについて検討

し、��完全問題とされている問題をその問題に還元をすることを考えた。そして、平等

性を満たす解の中で、各ハウスメイトに最大の割引額を与える問題についても難しさを

検討した。さらに、���
 と �����により提案されているアルゴリズムの拡張として、無

羨望性を満たし、ハウスメイトが得る割引額の最小と最大の差を最小にする、すなわち、

無羨望性を満たす解の中で最も平等な解を求める効率的なアルゴリズムを提案を試みた。

��� 本論文の構成

本論文の構成は次の通りである。第二章では、ハウスメイト問題に関する従来研究を紹

介する。第三章では、公平の基準をそれぞれ、平等性、平等性と比例性、平等性と無羨望

性としたとき、検討したことを述べる。第四章では、無羨望性を満たす解の中で最も平等

な解を求めることについて述べる。そして、第五章では本研究のまとめを述べる。

�



第�章 従来研究

この章では、ハウスメイト問題に関する従来研究について紹介する。

��� 比例性

ハウスメイト問題では、各 � � ��� �� � � � � �� に対し、
��
���

��� %
��
���

&��� 	 ��' %
��
���

��� 	
��
���

�� % 
	 
 % �

となるため、解 &�� 
 'が比例性を満たすとは各ハウスメイトが得る割引額が �以上となる。

比例性を満たす解は常に存在する。そのような解を求める方法を以下に示す。まず、
��
���

������ � 


となる割当て �を求める。このような割当て �は常に存在する。ここで、各 � � ��� �� � � � � ��

に対し、

����� % ������

�

��

��� ������

�

となる &�� 
 ' をハウスメイト問題の解とする。明らかに、各 ����� は非負であり、
��
���

����� %
��
���

������

�

��

��� ������

�
% 


となり、かつ、

������ % ������ 	 ������

�

��

��� ������

�
� �

となるので、&�� 
 ' は比例性を満たす。

����	 と 
��
��� #�$ は、比例性を満たす解を出力するアルゴリズム、��� ���������

を提案した。このアルゴリズムの特徴として、部屋の割当てが最大合計割り当てになるこ

とが挙げられる。最大合計割当て �とは、任意の割当て �に対し、
��
���

������ �
��
���

������

�



を満たす割当てである。

��� ���������

�� 最大合計割り当て �を求める。

�� すべての � � ��� �� � � � � ��に対し、����� % ������ �% ������とする。

�� ��� + ��� + � � �+ ��� � 
のとき、次の手順を繰り返す。

&�' すべての � � ��� �� � � � � ��に対し、�� �% ���とする。

&-' 各部屋 �に対し、��� � ��� となる最大の評価値を求め、��� �% ��� とする。そのよう

な ���が存在しなければ �に対し、���を変更しない。

�� �� + �� + � � �+ �� � 
のとき、各 � � ��� �� � � � � ��に対し、

�� �% �� 	

�
�� 	 �����

���&�� 	 ���'

�
&

��
���

�� 	 
'

とする。そうでなければ、�� % ��とする。

�� 部屋代を 
 % #��$とする。

�� &�� 
 'を出力する。

ハウスメイトが得る割引額の合計は、各ハウスメイトが割当てられた部屋に付けた評価

値の合計から家賃を引いたものであるので、��� ���������は、ハウスメイトが得る割引

額の合計が最大となる解を求める。

��� 無羨望性

����	 と 
��
��� #�$ は無羨望性を満たす解の存在について以下のことを示した。

命題 ��� � � �のとき、無羨望性を満たす解は常に存在する。

まず、� % �、すなわち二人のハウスメイトで二部屋ある家を借りる場合、を考える。

このとき、一人のハウスメイトがもう一人のハウスメイトよりも大きい評価値を付ける

か、二人とも同じ評価値を付けるかのどちらかである。前者の場合、各ハウスメイトにそ

れぞれより大きい評価値を付けた部屋に割当てる。そして、評価値の合計が家賃となるよ

うに各ハウスメイトに部屋代を与える。このとき、割当てられなかった部屋で得られる割

�



引額は、割当てられた部屋で得る割引額よりも少ないので、どちらのハウスメイトも他の

ハウスメイトを羨望しない。後者の場合、どちらか一方にどちらか一方の部屋を割当て

る。評価値の合計は家賃となり、評価値が部屋代となる。このとき、各ハウスメイトの得

る割引額は等しいので、羨望しない。

� % �、すなわち三人のハウスメイトで三部屋ある家賃 ���の家を借りる場合、を考え

る。ハウスメイトが付けた評価値は次のような場合を考える。

� %

�
���

� ���	 � �

� ���	 � �

� ���	 � �

�
		


このとき評価値の関係は � � � � �とする。この評価値に対し、部屋の最大合計割当て

�は、�&�' % �� �&�' % �� �&�' % �である。��� ���������によって得られた部屋代は、

�� % �� �� % ���	 �� �� % �である。

ハウスメイト �は部屋 �でのみ正の割引額を得るので他のハウスメイトを羨望しない。

同様にハウスメイト �も部屋 �でのみ正の割引額を得るので、他のハウスメイトを羨望し

ない。ハウスメイト �はそれぞれの部屋で得られる割引額が �となるので、他のハウスメ

イトを羨望しない。

命題 ��� � � �のとき、無羨望性を満たす解は存在するとは限らない。

四人のハウスメイトで四部屋ある家賃 ���の部屋を借りる場合を考える。ハウスメイト

が付けた評価値が以下の場合を考える。

� %

�
������

�� �� �� �

�� �� �� �

�� �� �� �

�� �� �� �

�
					


このとき、無羨望性を満たす解が存在しないことを示す。まず、無羨望性を満たす解が存

在すると仮定する。部屋 �を割当てられたハウスメイトを �とする。すなわち、�&�' % �

とする。ハウスメイト �が無羨望であるため、すべての部屋 �で得られる割引額 ��� 	 ��

は部屋 �で得られる割引額 ��� 	 ��以下になるので、部屋代 
 % #��$は � % �� �� �� �に対

し、�� % ���となる。

� % �のとき

!



部屋１に部屋代以上の評価値を付けたのはハウスメイト �だけである。しかし、ハウス

メイト �には部屋 �が割り当てられているので、部屋 �はハウスメイト �以外のハウスメ

イト ��に割当てる。そうすると、ハウスメイト ��は負の割引額を得るので、ハウスメイト

�を羨望する。よって、�%�のとき、無羨望性をみたさない。

同様に � % �� �のときも無羨望性を満たさない。

� % �のとき

このとき、部屋代は
 % #��� ��� ��� �$となる。部屋 �の部屋代が �であるため、無羨望

性を満たす解では、各ハウスメイトは �以上の割引額を得る。よって、ハウスメイト �に

は部屋 �が割当てられる。同様に、ハウスメイト �には部屋 �が割当てられる。最後にハ

ウスメイト �に部屋 �を割当てる。ここでハウスメイト �が部屋 �で得られる割引額が �

であるのに対し、ハウスメイト �が部屋 �でより大きな割引額 �を得る。よって、ハウス

メイト �はハウスメイト �を羨望する。よって、無羨望性を満たさない。

以上より、解が無羨望性を満たすことに矛盾する。よって、無羨望性を満たす解は存在

しない。

����� 部屋の割当て

ハウスメイト問題の解は部屋の割当て �と部屋代 
 の対 &�� 
 'で表される。�人のハ

ウスメイトの場合、異なる部屋の割当ては �.通り存在する。���
と�����は無羨望性を

満たす解が存在する場合の部屋の割当てについて以下のことを示した。

命題 ��� もし、&�� 
 'が

������ 	 ����� � ��� 	 �� (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

を満たすのならば、部屋の任意の割当て �に対し、割当て �は、

��
���

������ �
��
���

������

を満たす。

証明� &�� 
 'が

������ 	 ����� � ��� 	 �� (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

 



を満たすとき、任意の部屋の割当て �について、

������ 	 ����� � ������ 	 ����� (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

となる。よって、
��
���

&������ 	 �����' �
��
���

&������ 	 �����'

から
��
���

������ �
��
���

������

が成り立つ。　

命題 ��� もし、&�� 
 'が

������ 	 ����� � ��� 	 �� (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

を満たすならば、
��
���

������ �
��
���

������

となる部屋の任意の割当て �に対し、&�� 
 'は

������ 	 ����� � ��� 	 �� (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

を満たす。

証明� &�� 
 'が

������ 	 ����� � ��� 	 �� (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

を満たすことから、部屋の任意の割当て �に対し、

������ 	 ����� � ������ 	 ����� (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

となる �を
��
���

������ �
��
���

�����

を満たす部屋の割当てとする。

"



ある � � ��� �� � � � � ��が存在し、

������ 	 ����� � ��� 	 �� (�� 	��� � � ��� �� � � � � ��

を満たすと仮定する�このとき、

������ 	 ����� � ��� 	 �� � ������ 	 �����

となる。これより、

��
���

������ 	
��
���

�� %
��
���

&����� 	 �����' �
��
���

&����� 	 �����' %
��
���

������ 	
��
���

��

が成り立つ。しかし、これは
��
���

������ �
��
���

�����

に矛盾する。

この二つの命題により、無羨望性を満たす解における部屋の割当てと無羨望性を満たす

解に関する以下の性質が導かれる。


 ハウスメイト問題において、無羨望性を満たす解が存在するのならば、部屋の割当

ては必ず最大合計割当てである。


 無羨望性を満たす解 &�� 
 'に対し、�と異なる最大合計割当て��が存在するならば、

&��� 
 'もまた無羨望性を満たす解である。

よって、一つの無羨望性を満たす解を求めるには任意の最大合計割当てに着目すればよ

い。最大合計割当てを求める問題は重みつき二部グラフにおける最大マッチング問題と同

価であり、�&��'時間で解けることが知られている。

����� 無羨望性を満たす解を求めるアルゴリズム

また、彼らは次に示す性質から、線形計画法を用いて無羨望性を満たす解が存在するか

を判定し、無羨望性を満たす解が存在するならば、そのうちの一つを求めるアルゴリズム

を提案した。

��



命題 ��� もし、&�� 
 'が

������ 	 ����� � ��� 	 �� (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

を満たすのならば、任意の実数 �に対し、��� % �� + �となる 
 � % #���$ は

������ 	 ������ � ��� 	 ��� (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

証明� &�� 
 'が無羨望性を満たすことから、

������ 	 ������ % ������ 	 ����� 	 � � ��� 	 �� 	 � % ��� 	 ��� (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

が成り立つ。

���
 と ����� のアルゴリズム

�� 最大合計割当て �を求める。

�� 次の線形計画問題を解き、その最適解を 
 � % #��� $とする。

/�����0� �� + �� + � � �+ ���

	�-1��2 2� �� 	 ����� � ��� 	 ������ (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

�� � � (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

�� もし、��� + ��� + � � �+ ��� � 
の場合、「無羨望性を満たす解は存在しない」と出力す

る。そうでなければ、無羨望性を満たす解が存在する。
 % #��$を

�� % ��� +

	

��
��� �

�
�

�
(�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

とし、&�� 
 'として出力する。

また、徳重によりグラフを用いた無羨望性を満たす解を求めるアルゴリズムが紹介され

ている。上記の線形計画問題は、条件が連立差分制約式になっていることから、単一始点

最長パス問題として解くことができる。そして単一始点最長パス問題は、�������,3���

のアルゴリズムを用いて解くことができる。結果として上記の線形計画問題を解くことが

できる #�$。また、���
と�����はこの無羨望性を満たす解が存在する必要十分条件は、

この線形計画問題で求まった �� + �� + � � �+ ��が 
以下であることを示した。よって、ア

ルゴリズムは次のようになる。

グラフ理論を用いた手法

��



�� 条件に対応する制約グラフ�を構成する。

�� そのグラフに�������,3���のアルゴリズムを適用する。ここで ��は頂点 �から �ま

での最長パスである。

�� ��� % ��とする。��� は線形計画問題の最適解となる。

�� ���+���+� � �+��� � 
のとき、「無羨望性を満たす解は存在しない」と出力する。そうでな

ければ、無羨望性を満たす解が存在する。部屋代を
 % #��$とし、各 � � ��� �� � � � � ��

に対し、

�� % ��� + �

とし、&�� 
 'を出力する。ただし、各 � � ��� �� � � � � ��に対し、

� %

	

��
��� �

�
�

�

上記の制約グラフ�は以下のように定義される。

� % ��� �� � � � � ��

� % ��&�� �' � � % �� �� � � � � �� � �&�� �' � �� � % �� �� � � � � ���

また、各辺の長さが次のように定義される。頂点 �から出るすべての辺はすべて長さ �を

もつ。各 � � ��� �� � � � � ��に対し、� 
% � のとき、辺 &�&�'� �'は�に含まれ、長さ ���	������

をもつ。ここで、制約グラフ�において、正の長さのサイクルが存在しないことを示す。

制約グラフ�の任意のパスを �とする。

� % &��� ��� � � � � ����'

定義より、辺 &�&�'� �'の重みは�&�&�'� �' % ��� 	 ������ なので，割当て �&�' % �とすると、

頂点 ��から頂点 ��への重みは

�&��� ��' % �&�&��'� ��' % ����� 	 ��������

同様に頂点 ��から頂点 ��への重みは

�&��� ��' % �&�&��'� ��' % ����� 	 ��������

��



よって頂点 ��から ����への重みの合計は

��
���

�&��� ����' %
��
���

&��� ���� 	 ��������' %
��
���

��� ���� 	
��
���

��������

ここで制約グラフ�は正のサイクルをもつと仮定すると

��
���

��� ���� 	
��
���

�������� � �

よって
��
���

��� ���� �
��
���

��������

ここで、���� % �&��'とすれば、

��
���

������� � �
��
���

��������

上記より、最大合計割当てより大きい割当てが存在することが示された。しかし、これは

ハウスメイト問題において無羨望解における割当ては最大合計割当てになることに矛盾

する。よって制約グラフ�において正のサイクルは存在しない。したがって、制約グラ

フ�において最長パスが定義できる。4�����5 6��	��	��5 ��� 7�)�	2 #�$により、制約グ

ラフ�において、頂点 �から各頂点への最長パスの長さ ��に対し、以下の性質を満たす。

�� �� � � (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

�� �� � ����� + ��� 	 ������ (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

��
��

��� �� (�� �)��* � � ��� �� � � � � �� が最小化

性質 �について、頂点から出るすべての辺の長さが �であることより性質 �を満たす。

性質 �について、最長パスの性質から

�� � �� + �&�� �'

� % �&�'5�&�� �' % ��� 	 ������とすると、

�� � �� + �&�� �' % ����� + ��� 	 ������

よって性質 �を満たす。

性質 �を示すために次の二つの補題を示す。

��



補題 ��� 制約グラフ�において、任意のパス � % &�� ��� ��� � � � � ��� �'、
�を頂点 �から �

へのパスの集合、�&�' をパスの重みの合計としたとき、各 �� � � ��� �� � � � � ��に対し、

�� � �� + �&�� �'� �� � �� �� � ��8��&�' � � � 
��

証明�

�� � �	 + �&�� ��' % � + �&�� ��'

ここで頂点 �から頂点 ��までの長さが ��が

�� � ���� + �&����� ��'

が成り立つと仮定する。枝を一本増やして、頂点 �までの長さ ��は

�� � ��+�&��� �' � ����+�&����� ��'+�&��� �' � �&�� ��'+�&��� ��'+� � �+�&��� �' % �&�'

よって数学的帰納法により、

�� � ��8��&�' � � � 
�� (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��　

が成り立つ。

補題 ��� 制約グラフ�において、各 �� � � ��� �� � � � � ��に対し、

�� % ��8��&�' � � � 
�� � �� � �� + �&�� �'� �� � �

証明� ��は最長パスなので、

�� � �� + �&�� �' (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

また、頂点 �から出るパスの長さは �であるので、

�� � � (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

が成り立つ。

そして、性質 �について、補題として示す。

��



補題 ��� 線形計画問題の条件を満たす任意のベクトル ��に対し、

�� � �� (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

証明� ��が各 �� � � ��� �� � � � � ��に対して、線形計画問題の条件、

�� � �� + �&�� �'

�� � �

を満たすとする。このとき、制約グラフ�において、頂点 �から頂点 �までのパスの集合

を 
�とし、任意のパスを � % &�� ��� ��� � � � � �'、パス �の重みの合計を�&�'とすると、各

� � ��� �� � � � � ��に対し、補題 ���より

�� � ��8��&�' � � � 
��

が成り立つ。

一方、制約グラフ�において、各 � � ��� �� � � � � ��に対して、

　 �� % ��8��&�' � � � 
��

となるパスが、各 �� � � ��� �� � � � � ��に対して、補題 ���より

　 �� � �� + �&�� �'

�� � �

を満たす。よって、

�� � �� (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

が成り立つ。

補題 ���により � � ��� �� � � � � ��に対し、各 �� が最小化されているので、その合計��
��� ��も最小化されている。よって、性質 �を満たす。

��� 正確性

一般の公平分割問題において、正確性と平等性は混同されることが多い。そこで、この

節ではハウスメイト問題における正確性について述べる。また、平等性と正確性の違いに

ついては、次の章で述べる。

��



����� 解の存在

命題 ��� 正確性を満たす解 &�� 
 'が存在するための必要十分条件は

��� % ��� % � � � % ��� (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

証明� 解が正確性を満たすとは、各 � � ��� �� � � � � �� に対し、

��� % ��� % � � � % ���

である。ここで、各 � � ��� �� � � � � �� に対し、

��
���

��� %
��
���

�� % 


であるため、各 �� � � ��� �� � � � � �� に対し、��� % �� となる。一方、各 �� � � ��� �� � � � � ��

に対し、��� % �� となるなら、任意の割当て � に対し、

����� % ������ (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

となる &�� 
 'は正確性を満たす。以上から、正確性を満たす解が存在する必要十分条件は

��� % ��� % � � � % ��� (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

である。

よって、ハウスメイト問題において正確性を満たす解が存在するとき、各ハウスメイト

は同じ部屋に同じ評価値を付ける。このとき、部屋代を評価値と同額にすれば、各ハウス

メイトは割引額 �を得る。

��



第�章 平等性

前章では、公平の基準を比例性、無羨望性、正確性とした従来研究を紹介した。この章で

は、ハウスメイト問題では、平等性を公平の基準とした問題を考える。

��� 平等性の定義

平等性と呼ばれる公平の基準について定義する。一般に、平等性とは、すべてのプレイ

ヤーが同じ額の利益を得ることである。ハウスメイト問題において、平等性を満たすと

は、すべてのハウスメイトの得る割引額が等しい。すなわち、

������ 	 ����� % ������ 	 ����� % � � � % ������ 	 �����

が成り立つ。

��� 解の存在

ハウスメイト問題において、部屋の割当ては �.通り存在する。解が平等性を満たすと

き、ハウスメイトが得る割引額が等しいことから、部屋の割当てさえ決めれば、部屋代が

求まる。よって、部屋の割当てをみれば、平等性を満たす解が存在するかどうか判定でき

る。そこで、部屋の割当てについて検討し、次の定理を示した。

定理 � 平等性を満たす解は常に存在する。

この定理を以下の三つの補題により示す。

補題 ��� 平等性を満たす解 &�� 
 'が存在するための必要十分条件は、

���
�����

������ �

��
��� ������ 	 


�

�!



証明� 解 &�� 
 'が平等性を満たすとき、各ハウスメイトが得る割引額は等しいので、

������ %

��
���&������ 	 �����'

�
%

��
��� ������ 	 


�
(�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

����� % ������ 	 ������より

����� % ������ 	

��
��� ������ 	 


�
(�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

また、各部屋代は �以上であるため、

������ 	

��
��� ������ 	 


�
� � (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

すなわち、

������ �

��
��� ������ 	 


�
(�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

よって、

���
�����

������ �

��
��� ������ 	 


�

が成り立つ。

また、

���
�����

������ �

��
��� ������ 	 


�

と仮定する。すなわち、各 � � ��� �� � � � � ��に対し、

������ �

��
��� ������ 	 


�

が成り立つ。このとき、部屋代 
 % #��$を次のように定義する。各 � � ��� �� � � � � �� に

対し、

����� % ������ 	

��
��� ������ 	 


�

とする。すると、各 ��は �以上であるため、各ハウスメイト �が割り当てられた部屋で得

る割引額は

������ %

��
��� ������ 	 


�
(�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

となる。よって、解 &�� 
 'は平等性を満たす。

上記の補題から平等性を満たす解が存在するための必要十分条件がわかった。そこで、

平等性を満たす解の存在について、以下に二つの補題を示す。

� 



補題 ��� もし、解 &�� 
 'が
��
���

������ � 


を満たすならば、

���
�����

������ �

��
��� ������ 	 


�

を満たす。

補題 ���

��
���

������ � 


を満たす割当て �は少なくとも一つは存在する。

証明�

�� % �� � ��� �� � � � � �� � ��� �� � � � � �� � � 
% �� �&�' 
% �&�'�

� � ��を満たす評価値の合計
��

��� ������のすべてが
��

��� ������ � 
になると仮定する。

一方、� � ��を満たす評価値の合計を足し合わせると、

�
����

��
���

������ % 
× �.

これは
��

��� ������ � 
に矛盾する。よって、少なくともひとつの割当て �は

��
���

������ � 


を満たす。

以上により、平等性を満たす解は常に存在する。また、ハウスメイトの付けた評価値の

合計が最小になる割当てを求めれば、その解は必ず平等性を満たす。

��� 平等性と比例性

前節より平等性を満たす解は常に存在することが示された。よって、平等性を満たす解

が存在するとき、解により、ハウスメイトの得る割引額が異なる。そこで、平等性と比例

性を満たす解が存在するかを判定する問題（以下、この節において、ハウスメイト問題と

�"



呼ぶことにする）について検討し、��完全とされている問題をハウスメイト問題に還元

を示すことにより、平等性と比例性を満たす解が存在するか判定する問題が��完全問題

であることを示した。

ここで、����* と 9���	�� #�$により、��完全問題とされている�:7;<;<=� 問題を

紹介する。

	
��
�
��問題

入力：有限集合�、各  � �に対し大きさ �& ' � !�

質問：
�

��	� �& ' %
�

��	�	� �& ' となる部分集合��が存在するのか？

また、この問題は、���� % ���	�、すなわち集合��の要素数が集合�の要素数の半分で

ある場合、についても��完全問題であることが示されている。よって ��� % ��とした

とき、この問題は次のように定義される。

入力：有限集合�、各 � � �に対し大きさ �� � !�

質問：
�

��	� �� %
�

��	�	� �� となる部分集合 ��が存在するのか？ただし、��� % ��、

���� % �

定理 � 平等性と比例性を満たす解が存在するか判定する問題は �� 完全である。

証明� この �� 完全性は �:7;<;<=� 問題からの還元で示す。まず、�:7;<;<=�問

題の入力から、ハウスメイト問題の入力、すなわち各ハウスメイトが各部屋に付けた評価

値 #���$ と家賃 
、を作る。各ハウスメイトの付けた評価値 #��� $ を以下のように定義する。

各 � � ��� �� � � � � ��� に対し、

��� %

���

���

�� (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��5

"	 �� (�� �)��* � � �� + �� � � � � ���5

� (�� � % �� + �5

また、

������ %

�
" (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��5

� (�� �)��* � � ��+ �� � � � � ��+ ��5

ただし、" を " �
���

��� �� となる任意の整数とする。よって、ハウスメイトがつけた評価

��



値 #���$ の行列は次のように表される。�
�����������

�� � � � �� "	 �� � � � "	 �� �

�� � � � �� "	 �� � � � "	 �� �
���

���
���

���
���

���
���

���
���

���

��� � � � ��� "	 ��� � � � "	 ��� �

" � � � " � � � � � �

�
										

�

そして、家賃を �" とする。すなわち、
 % �" である。この入力は、ハウスメイト問題

における入力に関する条件である各ハウスメイトの付けた評価値の合計は家賃 
 % �" と

なることを満たしている。

ここで、この入力に対し、平等性と比例性を満たす解 &�� 
 ' が存在すると仮定する。

すべてのハウスメイトが部屋 �� + �に評価値 �を付けていることに注目する。解 &�� 
 '

は比例性を満たすことから、部屋 �� + � の部屋代は �となり、その部屋を割当てられた

ハウスメイトは割引額 �を得る。一方、解 &�� 
 ' は平等性も満たすため、すべてのハウ

スメイトは割引額 � を得る。よって、各ハウスメイトの割当てられた部屋に付けた評価値

が部屋代となる。部屋代の合計は家賃となることから、この入力において、平等性と比例

性を満たす解が存在するか判定する問題は、
�����

��� ������ % �"となる割当てが存在するか

判定する問題となる。

割当ては &�� + �'.通り存在するが、
�����

��� ������ % �" となる割当て � は �&�� + �' %

�� + � を満たさなければならない。このことを背理法を用いて示す。すなわち、� �

�&�� + �' � ��ならば、
�����

��� ������ 
% �"となることを示す。まず、� � �&�� + �' � �

の場合，�������������� % " であり，� 
% ��+� かつ �+ � � �&�' � �� となる � が � 個存

在する．そのため，
�����
���

������ � "+ �"	
���
���

�� � �"

となる。また、�+ � � �&��+ �' � �� の場合、�������������� % � であり，� 
% ��+ � か

つ � + � � �&�' � �� となる � が �	 � 個存在するため，

�����
���

������ � � +
���
���

�� + &�	 �'" � �"

よって、
�����

��� ������ % �" となるならば �&��+ �' % ��+ �となることが分かる。

��



次に、
�����

��� ������ % �" となる � が存在するならば�:7;<;<=� 問題の解も存在する

ことを示す。そこで、
�����

��� ������ % �" となる � が存在するとし、�:7;<;<=� 問題の

解を次のように作る。集合�� を次のように定義する。� � �&�' � � となる � を集合��の

要素とする。すなわち、

�� % �� � ��� �� � � � � ��� � � � �&�' � ��

と定義する。上で示したように �&��+ �' % ��+ � となるため、���� % �となる。また、�����
��� ������ % �" となるため、

�" %
�����
���

������

%
�
��	�

������ +
�

��	�	�

������ + �

%
�
��	�

�� +
�

��	�	�

&"	 ��'

%
�
��	�

�� + �"	
�

��	�	�

��

となり、 �
��	�

�� %
�

��	�	�

��

が導かれる。したがって、�� は �:7;<;<=� 問題の解である。

最後に、�:7;<;<=� 問題の解が存在するとき
�����

��� ������ % �" となる割り当て � が

存在することを示す。集合 �� を � 個の要素をもち、

�
��	�

�� %
�

��	�	�

��

を満たすと仮定し、割当て � を次のように定義する。まず、ハウスメイト ��+ � を部屋

��+� に割当て、集合 �� に含まれる � 人のハウスメイトを部屋 � から部屋 � に割当て、

その他のハウスメイトは残りの部屋に割当てる。すると、

�����
���

������ %
�
��	�

�� +
�

��	�	�

&"	 ��'

%
�
��	�

�� + �"	
�

��	�	�

��

%
�
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�� + �"	
�
��	�

��

% �"
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となる。

明らかにこの還元は多項式時間還元であるため、平等性と比例性を満たす解が存在する

か判定する問題は �� 完全であることが示された。

一方、平等性を満たす解が存在するとき、一般に複数個存在することがある。そこで、

それらの中から最大の割引額を与えるものを求めることが考えられる。しかし、この問題

が解けたら、��完全問題である平等性と比例性を満たす解が存在するか判定する問題は

解けてしまう。よって、以下の系が導かれる。

系 � 平等性を満たす解の中から最大の割引額を与えるものを求める問題は ��困難で

ある。

��� 平等性と無羨望性

比例性を満たす解と同様に、無羨望性を満たす解は、存在する場合、一意に定まらない

ことが知られている。平等性と無羨望性を満たす解について、徳重 #�$は、その解が存在

する必要十分条件を示した。

命題 ��� 平等性と無羨望性を満たす解が存在するための必要十分条件は、各 � � ��� �� � � � � ��

に対し、

������　 � ��8�������� ������� � � � � �������

��
��� ������ 	 


�
�

証明� 平等性と無羨望性を満たす解 &�� 
 'が存在すると仮定する。このとき、

������ 	 ����� % ������ 	 ����� (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

������ 	 ����� � ������ 	 ����� (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

が成り立つ。よって、������ � ������となる。また、平等性を満たすことから

�&������ 	 �����' %
��
���

&������ 	 �����' %
��
���

������ 	 


となり、各 � � ��� �� � � � � ��に対し、

������ % ������ 	

��
��� ������ 	 


�

��



が成り立つ。また、各部屋代 ��は �以上であるため、各 � � ��� �� � � � � ��に対し、

������ 	

��
��� ������ 	 


�
� �

となる。したがって、各 � � ��� �� � � � � ��に対し、

������　 � ��8�������� ������� � � � � �������

��
��� ������ 	 


�
�

が成り立つ。

また、各 � � ��� �� � � � � ��に対し、

������　 � ��8�������� ������� � � � � �������

��
��� ������ 	 


�
�

と仮定する。このとき、部屋代 
 % #��$を次のように定義する。各 � � ��� �� � � � � ��に

対し、

������ % ������ 	

��
��� ������ 	 


�

とする。すると、各 ��は �以上であり、各 � � ��� �� � � � � ��に対し、ハウスメイト �が割

当てられた部屋 �&�'で得る割引額は、

������ 	 ������ %

��
��� ������ 	 


�

となり、明らかに平等性を満たす。また、������ � ������であるため、

������ 	 ����� % ������ 	 ����� � ������ 	 �����

となり無羨望性を満たす。よって、&�� 
 'は平等性と無羨望性を満たす解となる。

��� 平等性と正確性

一般の公平分割問題において、平等性と正確性は混同されていることが多い。そこで、

この節では、ハウスメイト問題における平等性と正確性の違いについて説明する。正確性

を満たすとは、どのハウスメイトがどの部屋をみてもすべてが同じ価値に見えることであ

る。つまり、どの部屋を割当てられても各ハウスメイトにとって同じ価値を持つ。また、

平等性を満たすとは、各ハウスメイトがもらった部屋に対する価値が同じであることをい

う。よって、正確性を満たす分配は、平等性を満たすが、平等性を満たす分配は正確性を

満たすとは限らない。

��



第�章 緩和した平等性

��� 緩和した平等性の定義

平等性と無羨望性を満たす解について、徳重 #�$はその解が存在する必要十分条件を示

した。また、平等性と無羨望性、平等性と比例性を満たす解は常に存在するとは限らない

ことから、平等性を緩和した基準についても考えている。その基準とは、ハウスメイト

が得る割引額の最小と最大の差 &以後、ギャップと呼ぶことにする'を最小にすることで

ある。

�&�� 
 ' % ��8
�����

������� 	 ������ 	 ���
�����

������� 	 ������

無羨望性、比例性を満たす解において、各ハウスメイトは �以上の割引額を得る。よっ

て�&�� 
 'の最小値は �である。�&�� 
 ' % �であれば、平等性を満たすので、この基準

は平等性を緩和した基準である。徳重はこの基準を定義した理由を次のように説明してい

る。評価値はハウスメイトが部屋に払ってもよいと思う金額である。よって、割引額はハ

ウスメイトが得をした額と考えることができる。そこで、ハウスメイトが得る割引額の最

小と最大の差を最小にすることでより平等な解が求まる。

��� 緩和した平等性と無羨望性

����� 部屋の割当て

無羨望性を満たす解の割当ては、最大合計割当てになる。よって、無羨望性と緩和した

平等性を満たす解の割当ても最大合計割当てとなる。命題 ���において、無羨望性を満た

す解 &�� 
 'に対し、�と異なる最大合計割当て ��が存在するとき、解 &��� 
 'もまた無羨

望性を満たす解である。

このように、部屋代は同じで、異なる部屋の割り当てをもつ二つの緩和した平等性と無

��



羨望性を満たす解 &�� 
 'と &��� 
 'に対し、徳重は、�&�� 
 'と�&��� 
 'の関係について

以下のことが示した。

補題 ��� 緩和した平等性と無羨望性を満たす解 &�� 
 'と &��� 
 �'


 % 
 � � �&�� 
 ' % �&��� 
 �'

証明� &�� 
 'と &��� 
 �'が無羨望性を満たす解であることから

������ 	 ����� � ��8
�����

���� 	 ���

������ 	 ������ � ��8
�����

���� 	 ����

が成り立つ。そして、
 % 
 �となるとき、

������ 	 ����� % ������ 	 ������

となり、各ハウスメイトが &�� 
 'と &��� 
 �'で得られる割引額は等しい。よって、

��8
�����

������� 	 ������ % ��8
�����

������� 	 �������

と

���
�����

������� 	 ������ % ��8
�����

�������� 	 ��������

が成り立ち、�&�� 
 ' % �&��� 
 �'となる。

この補題から部屋の割当てを変更することによって、各ハウスメイト間の割当てられた

部屋から得る割引額の差は変わらない。したがって、緩和した平等性と無羨望性を満たす

解を求めるには、一つの最大合計割当てに注目すれば良い。

����� 緩和した平等性と無羨望性を満たす解を求めるアルゴリズム

ここでは、緩和した平等性と無羨望性を満たす解を求めるアルゴリズムを示す。

アルゴリズム

�� 条件を満たす制約グラフ�を構成する。

�� 制約グラフ�に�������,3���のアルゴリズムを適用し、その出力を� % #��� ��� � � � � ��$

とする。ここで ��は最長パスである。

��



�� ��� % ��とする。

�� ��� + ��� + � � �+ ��� � 
であれば、「緩和した平等性と無羨望性を満たす解は存在しな

い」と出力する。そうでなければ、緩和した平等性と無羨望性を満たす解が存在す

る。各 � � ��� �� � � � � ��に対し、��� % ��� とする。

�� ��� + ��� + � � �+ ��� � 
において、以下を繰り返す。

&�' 部屋代を増やすハウスメイトの集合を/とし、�
を部屋代
 �で得られる最大の割

引額とする。

������ 	 ������ % �
 � � �#、

�� �� �# ������ 	 ������ % ������ 	 ������ � � �#

&-' ���、� �# であれば、>�� % ��� + $&
 '、そうでなければ、各 � � ��� �� � � � � ��に対し

、>�� % ���とする。

ただし、

$&
 ' % ������8
���

�������	�
�
�����	��8

� ���
�������	�

�
������ ���

���
����
��������	�

�
�����	�������	�

�
������

&�' ��� % >��とする。

�� ���、� � # であれば、�� % ��� + &
	
��

��� �
�
�'	�# �、���、� 	� # であれば、�� % ���と

する。

!� 部屋代を 
 % #��$とする。

 � &�� 
 'を出力する。

����� アルゴリズムの正当性

前節において、緩和した平等性と無羨望性を満たす解を求めるアルゴリズムを提案し

た。ここでは、そのアルゴリズムの正当性を示す。

まず、部屋代が
 であるときのハウスメイトが割当てられた部屋でもらえる最大の割引

額を �
とし、�
 % �� � � � � �
�とする。ただし、�
� は�������,(���のアルゴリズムに

より求まった部屋代における最大の割引額である。すなわち、最大の割引額を �と固定し

たとき、異なる部屋代でのギャップの関係について考える。このときギャップの関係はど

うなるであろうか。補題として、ハウスメイトが得る最大の割引額を �と固定したとき、

部屋代の合計がちょうど 
になる部屋代と、部屋代の合計が 
以下で部屋代の合計が最小

�!



になる部屋代におけるギャップの関係について、以下に示す。

補題 ��� 次のように 
 � ?
 を定義する。ただし，
� % �
 � �
 % ��である。


：


 
 � 
�


 
 �����	
���



��

��� �� % 


?
：


 ?
 � 
�


 ?
 �����	
���



��

��� ?�� � 




��

��� ?�� % ����
��

��� �
�
� � 


� � 
��

��
���

?�� �
��
���

�� � �&�� ?
 ' � �&�� 
 '

証明� 定義から
��
���

?�� �
��
���

��

ギャップはハウスメイトが得る割引額の最小と最大の差である。したがって、ハウスメイ

トの得る最大の割引額が �と固定されている部屋代において、各部屋代が最小化 &補題 ��!'

、すなわち各割引額が最大化されているので、ギャップは最小である。

���������

�&�� 
 '

�

� 



よって、

�&�� ?
 ' � �&�� 
 '

が成り立つ。

この補題では、最大の割引額が等しい部屋代におけるギャップの関係を示した。次に最

大の割引額とギャップの関係を考える。�������,(���のアルゴリズムで求まった部屋代は

最小化されている #補題 ���$。よって、ギャップを小さくするためには、部屋代を増やし

ていく。すなわち、割引額を減らしていく。そこで、最大の割引額を小さくするとギャッ

プはどうなるであろうか。最大の割引額とギャップの関係を以下に示す。　

補題 ��� � � �� �� � �� �� ?
 � � 
�� >

�� � 
��

� � �� � �&�� ?
 �' % �&�� >
 ��'

証明� 各 � � ��� �� � � � � ��に対し、

>�� % ?�� + �	 ��

とすると、

>
 �� � 
��であり、 >
 ��は無羨望を満たし、ギャップは ?
 �と等しい。

よって、

�&�� >
 ��' % �&�� ?
 �'

補題 ���により、�が等しいとき、部屋代の合計が 
以下でかつ部屋代の合計が最小に

なるような部屋代のギャップは、部屋代の合計がちょうど 
となる部屋代のギャップ以下

になることがわかった。そして補題 ���では、�を小さくしていくと、�を小さくする前

とでは、ギャップは等しいことがわかった。したがって、最小となる部屋代の合計がちょ

うど 
になる部屋代を 
 �、そのときの最大の割引額を �
�とし、
 と ?
 は補題 ���で定

義した通りとし、��
 � �
とすると、それら部屋代におけるギャップの関係は、

�&�� 
 ��' � �&�� ?
 ��' % �&�� >
 ���' � �&�� 
 ����'

となる。

�"



また、最小の部屋代の合計は、�が大きくなるにつれて、増えることはない。すなわち、

�が大きくなるにつれ、最小の部屋代の合計は単調減少していく。よって、横軸を最大の

割引額 �、縦軸を部屋代の合計
��

��� ��とし、上記の関係を表した図は次のようになる。

��
��� ��

�

�
� �





���
����
��

��� ���

�&�� 
 ����'

�&�� >
 ���'

�&�� ?
 ��'

�&�� 
 ��'

�

よって、最小の部屋代の合計がちょうど 
であるような部屋代において、ギャップは最小

となる。したがって、最小の部屋代の合計がちょうど 
になるような �を見つければよい。

ここで、�
 % �と固定した場合の最小の部屋代の求め方がわからないが、�
 � �、す

なわちすべての割引額が �以下とした場合の最小の部屋代の求め方はわかっている。よっ

て、� � � � �
�において、�
 % �と固定した場合と、�
 � �とした場合では、最小の部屋

代を求めることが同等であることを示す。まず、
 �
� % �
 � �
 � ��としたとき、
�� 


�
�

に関してそれぞれ以下のことを示す。

補題 ���

� � � � �
�� 
� � 
� 
% %

証明� 
 	 � �
�、� � � � �
�において、


 	 + �� �
� 	 �

が成り立つとき、
 � 
�は存在する。よって、
 	に � � & � �
� を足すと


 	 + & � 
�
��
��

よって，� � � � �
�であれば、
� 
% %である。

��



補題 ��� � � � � �
� において、少なくとも割引額のひとつはちょうど �になる。

証明� 条件


 ������ 	 ����� � � (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��


 ����� � � (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

を満たす。すなわち、

����� � ��8��� ������ 	 �� (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

を満たす。ここで、各 � � ��� �� � � � � ��に対し、

����� � ��8��� ������ 	 ��

と仮定する。このとき、

� % ���
�����

������ 	 ��8
�����

��� ������ 	 ��� � �

とすると、

����� 	 � � ����� 	 & ���
�����

������� 	 ��8
�����

��� ������ 	 ���' % ��8
�����

��� ������ 	 ��

これは各 � � ��� �� � � � � ��に対し、各 �����が最小 &補題 ���'であることに矛盾する。よっ

て、少なくとも割引額の一つはちょうど �になる。

上記二つの補題により、明らかに 
 �
� � 
�となる。このことから、
�に含まれる最小

の部屋代と 
 �
�に含まれる最小の部屋代の関係について以下に示す。

補題 ���


 �
� % �
 � �
 � ��� 
� % �
 � �
 % ��


 �
� � 
� � ���

��� �
�


 � ���
����




� � � � �
� において、
 �
�に含まれる最小の部屋代は 
�の要素でもあるので、�
 % �

と固定するかわりに、�
 � �、すなわち、すべての割引額が �以下として最小の部屋代を

求めることにする。

��



以上から、すべての割引額が �以下となる部屋代において、最小の部屋代の合計が 
 と

なるような �を求められれば、最小のギャップを求めることができることがわかった。

ではどのようにして �の値を求めるのか。そこで、�から �
� の間を区間に区切ること

を考える。区間を区切ることにより、その区切りでの部屋代の合計がわかるので 
と比べ

ることにより 
が存在する区間がわかる。ではどのようにして区間を区切るのか。

ここで、部屋代を増やすハウスメイトには同じ額を増やすことにする。すべてのハウス

メイトのもらう部屋の部屋代を増やしてしまうとギャップは変わらない。それでは、どの

ハウスメイトのもらう部屋の部屋代を増やしたらよいだろうか。あるハウスメイトのもら

う部屋の部屋代を増やすことにより、そのハウスメイトが他のハウスメイトを羨望するこ

とがある。よって、ハウスメイト �のもらう部屋 �&�'の部屋代を増やすとき、

������ 	 ����� % ������ 	 ����� (�� 	��� �� � � ��� �� � � � � ��� � 
% �

となるハウスメイト �がもらう部屋 �&�'の部屋代も同時に増やさなければならない。た

だし、割引額は �
�より大きくなることはないので、最大の割引額を得るハウスメイトが

もらう部屋の部屋代を増やす。

ここで、部屋代を増やす人の集合を# とし、次のように定義する。

# �

�� ������ 	 ����� % �
 � � �#

�� �� � # ������ 	 ����� % ������ 	 ����� � � � # そして、増やすを額を $&
 'とす

ると、

$&
 ' % ������8
���

�������	������	��8
� ���

�������	������� ���
���
� ���

��������	������	�������	��������

ここで、�
�から �
�の区間での増やすハウスメイトを関数#&
 	'で表すことにする。
 	

は�������,3���のアルゴリズムにより求まっているので、#&
 	'は求まる。$&
 	'は、

$&
 	' % ������8
���

�������	�
	
�����	��8

� ���
�������	�

	
������ ���

���
����
��������	�

	
�����	�������	�

	
�������

よって �
�は、

�
� % �
� 	 $&
 	'

次に �
�が求まることにより 
 �が求まる。また、
 �が求まることにより、#&
 �'、$&
 �'

が求まるので、�
� % �
� 	 $&
 �'と求まる。同様に �
�� �
�� � � �と区間を区切っていく。こ

��



のように区間を区切っていくとき、最小の部屋代の合計がちょうど 
になる �を見つけら

れることを示せれば良い．よって、次の補題を示す。

補題 ��� 次の条件を満たす ��が与えられ、上記と同様に >��が求まる。

���


 �� � � 
�� ����� � � ��� �� � � � � ��


 �� 
� ����	
��� 
�� ����� � � ��� �� � � � � ��


 �� % ���������
�
� � �� 
 � 
� ����	
���� ������	������ � �
� 
�� ����� �� � � ��� �� � � � � ��

>���

>�� %

�
�� + Æ� 

 � �#

��� ������
��

ただし，� � Æ � $&
 'である。

このとき、以下の性質が満たされることを示す。

�� ������ 	 >����� � �
 	 Æ� 
�� ����� � � ��� �� � � � � ��

�� >�� � � 
�� ����� � � ��� �� � � � � ��

�� >�� 
� ����	
��� 
�� ����� � � ��� �� � � � � ��

�� >�� % ����
 �
��


�
� � �� 
 �
� ����	
����������	������ � �
	Æ� 
�� ����� � � ��� �� � � � � ��

証明� 性質 �について、 >��� � �# については明らかに満たす。

また、 >��� � 	�# � �� �#� ������ 	 ����� 
% ������ 	 �����より

&������ 	 �����'	 &������ 	 �����' � � � �#� � 	�# (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

$&
 'の定義より、

$&
 ' � &������ 	 �����'	 &������ 	 �����' � �#� � 	�# (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

また，������ 	 ����� � �
より、

������	����� � &������	�����'	$&
 ' � �
	$&
 ' � �#� � 	�# (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

��



よって、各 � � ��� �� � � � � ��に対し、

������ 	 >����� � �
 	 $&
 '

が成り立つ。また，� � Æ � $&
 'より，

������ 	 >����� � �
 	 Æ (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��

よって、性質 �が満たされる。

性質 �については、すべての � � ��� �� � � � � ��に対して、�� � �と $&
 ' � �，>��の定義

より明らかに満たす。

性質 �について、部屋代を増やさないハウスメイトは他のハウスメイトを羨望すること

はない。また、部屋代を増やすハウスメイトについても $&
 'の定義から、

� � $&
 ' � ���
���
� ���

�&������ 	 �����'	 &������ 	 �����'� (�� �)���* �� � � ��� �� � � � � ��

また、� � Æ � $&
 'より、

� � Æ � ���
���
� ���

�&������ 	 �����'	 &������ 	 �����'� (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

よって他のハウスメイトを羨望することはないので性質 �を満たす。

性質 �を示すため、まず次の線形計画問題を考える。条件


 ������ 	 ����� � ��� 	 �� (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��


 �� � � (�� �)��* � � ��� �� � � � � ��


 �� � ������ 	 &�	 Æ' (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

を満たし、�� + �� + � � �+ ��を最小化する 
 % #��� ��� � � � � ��$を求める。

補題 ���において最小化を示しているがそのときの条件との違いは以下の条件だけで

ある。

����� � ������ 	 &�	 Æ' (�� �)��* �� � � ��� �� � � � � ��

そこで、制約グラフ �に新しい頂点 ��� � � ��� �� � � � � ��を追加する。各辺は次のように

定義される。頂点 �から出るすべての辺は長さ �をもち、各 � � ��� �� � � � � ��に対し、辺

��



&��� �&�''は長さ ������	 &�	 Æ'をもつ。また、各 �� � � ��� �� � � � � ��に対し，辺 &�&�'� �'は

長さ ��� 	 ������をもつ。このグラフを��とする。また、割当ては最大合計割当てである

ため、正のサイクルは存在しない。よって、最長パス ��が補題 ���と同様に定義できる。

よって、��が � � ��� �� � � � � ��に対し、

�� � �� + �&�� �'

�� � �

とすると、補題 ���と同様に各 � � ��� �� � � � � ��に対し、各 ��の最小化が示される。

以上より、性質すべてが満たされることを示せた。

補題 ��!より、区間内で合計が最小となる部屋代が求まることがわかった。よって、そ

のときの �の値も求まる。また補題 ���と補題 ���により、最小の部屋代の合計がちょう

ど 
になるような �が求まれば、最小のギャップが求まることがわかっている。アルゴリ

ズムでは正当化で示した通りに計算しているので、アルゴリズムの正当性が示せた。

����� アルゴリズムの評価

ここでは、提案したアルゴリズムの計算時間について述べる。このアルゴリズムは、$&
 '

の計算に�&��'時間かかり、区間は最大で ��個に区切れるので、 �&��'時間で解くこと

ができると考えられる。

��



第�章 おわりに

本研究では、分割不可能で手に入れて有利なものと分割可能で手に入れて不利なものを分

配する公平分割問題であるハウスメイト問題を取り扱った。ハウスメイト問題の解析を行

う上で、新たな観点として公平の基準を平等性とした。

まず、従来研究で混同されていた平等性と正確性の違いについて述べた。そして、平等

性を満たすハウスメイト問題の解は常に存在することを示し、そのような解は効率的に求

められることが分かった。

また、平等性を満たす解において、すべてのハウスメイトは同額の割引額を得るが、得

る割引額は解によって異なる。そこで、平等性と比例性（すなわち各ハウスメイトが得る

割引額が０以上）を満たす解を求める問題について考えた。結果として、その問題はＮＰ

完全であることが分かった。このことから、平等性を満たす解の中で最大の割引額を与え

るものを求める問題はＮＰ困難であることを示した。

さらに、平等性と無羨望性が常に存在するとは限らないことから、従来研究において、

平等性を緩和した公平の基準が示されている。そこで、本研究では無羨望性と緩和した平

等性を満たす解を求めるアルゴリズムを提案し、そのアルゴリズムの正当性を示した。
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