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概要

鉄フタロシアニンは、元来は青色顔料として普及した分子であるが [1]、光電池や触媒、
ガスセンサー等と様々に応用されていることから機能性触媒と呼ばれている。また、近年
では、鉄フタロシアニン分子結晶が強い磁気異方性をもつことや [2]、さらに分子を取り
巻く環境の変化に対して鉄が異なる電子配置を取り、磁気容易化方向が変化することが報
告されて以来 [3, 4]、スピントロニクスへの応用も期待されている [5, 4]。

これら多彩な物性を実現しているのは、鉄の 3d軌道を占める電子の多体電子配置がエ
ネルギー的に縮退していることである。しかしながら、多体電子配置のエネルギー準位
のみならず、その基底電子配置すらも先行研究からは未だにコンセンサスが得られていな
い。さらに重篤なのは、最も簡素に理想化した、「対称性の高い孤立金属錯体の基底状態
電子配置」についてでさえも、第一原理諸手法はそれぞれ異なる理論予見を与えており
[6, 7, 8, 9, 10]、半世紀もの間、決着のつかない難問にもつれ込んでいる。近年では、厳密
な模型の枠組みである配位子場理論の適用も登場し、如何なるパラメタ選定に対しても、
多くの第一原理計算による予見を支持しないという、一見した矛盾をつきつけており、当
該分野の研究を大きく阻害している [11]。

鉄フタロシアニンの電子状態は、その中心に位置する鉄の 3d電子殻に対する電子の占
有パターンにより特徴付けられる。そのうち、エネルギー基底電子状態は、スピン 3重項
状態であることが知られており [12]、なかでも注目すべき電子配置はA2g,B2g,Eg(a),Eg(b)

の 4つに限定される。本研究では、これらのエネルギー準位を量子拡散モンテカルロ法
[18]により算定した。従来法の密度汎関数理論では、相関効果と呼ばれる量子力学特有の
効果を、交換相関汎関数というフィッティング汎関数により近似的に取り扱うが、汎関数
の種類に依存して予見傾向が大幅に変化することが信頼性の高い予見を行う上でネック
になっている。一方、量子拡散モンテカルロ法では、基底電子配置に対する射影演算によ
り、相関効果を厳密に取り扱うことができる。射影演算は、波動関数の振幅を厳密に変分
最適化するもので、波動関数の節は計算対象とする電子配置の試行関数から予め与える
必要があるが、これには、完全活性空間自己無撞着場法を用いる。量子拡散モンテカル
ロ法による励起状態の評価は前例の少ない新規的試みであるが、2004年にAspuru-Guzik

らが無金属フタロシアニンの励起エネルギーを良く再現することを示している [13]。この
論文では、単参照理論に属する制限開殻ハートリー・フォック法により初期試行関数を与
えているが、本研究では、これを多参照理論に拡張した完全活性空間自己無撞着場法を用
いることで予見信頼性を向上させる。完全活性空間自己無撞着場法には特定状態法と状態
平均法と呼ばれる 2つの方法があるが、Boubcaらは、量子拡散モンテカルロ法の試行節
としては後者によるものの方が適していることを示しており [14]、本研究でもこちらを用
いる。上記の結果、基底電子配置以外のエネルギー準位に関しては、統計的誤差の範囲で
結果が重なったため、エネルギー準位を同定することは出来なかったが、基底電子配置は
A2gと予見され、これは多くの第一原理計算の帰結を支持するものである [7, 6, 10]。

加えて、密度汎関数法が、交換相関汎関数の違いにより異なる基底電子配置予見を与え
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ていることに注目し、具体的に、交換相関汎関数のどの要因が予見を決定づけるものか
を、量子拡散モンテカルロ法との比較から調べた。Liaoらは、鉄ポルフィリンの電子配
置のエネルギー準位を各種交換相関汎関数から調べており、交換効果の取り込みが予見を
決定付けることを示している [15]。そこで、主に交換効果について様々なバリエーション
を提供する、ミネソタ汎関数群からエネルギー準位の予見を行なった。その結果、交換効
果を、相互作用の距離に応じて短距離交換と長距離交換とに分けたときには、長距離交換
は予見にあまり効かないのに対し、短距離交換が量子拡散モンテカルロ法の結果を再現す
る上で重要であるという結論が得られた。

上記の議論から、第一原理計算からは A2g 配置が基底電子配置であると結論付けられ
る。一方、第一原理計算とは、また異なるアプローチである、配位子場理論ベースの先行
研究 [11]では、理論に含まれる任意パラメータが如何なる値をとる場合にも、A2gは基底
電子配置として現れておらず、第一原理計算の結果と一見して齟齬を来している。一方、
配位子場理論を用いた他の先行研究 [16]では、A2gは基底配置と成り得るとしている。こ
れに対し、一般的に用いられるスーパーポジション模型 [17]と呼ばれる近似が、先の先行
研究で課されていることが原因であることを突き止めた。スーパーポジション模型とは、
ざっというと、中心金属を囲むイオンの価電子が中心金属の電子配置に対する影響を制限
することにより、理論中に含まれる任意パラメータの数を減らすことができる近似設定で
ある。この模型の想定するイオンの価電子軌道形状と、完全活性空間自己無撞着場法によ
り算定されたものとを比較し、スーパーポジション模型ではイオンの価電子による寄与を
十分に表現することができないことが A2g 可能性排除の原因であることを見出し、これ
について説明した。
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第1章 序論

1.1 問題の背景

1.1.1 鉄フタロシアニンとは

鉄フタロシアニンは、フタロイミド合成過程の事故によって生じた青緑色の不純物とし
て、1928年に Scottish Dyes社に発見された。Dandridgeらはこれを試験し、高い安定性
をもつ顔料であることを見出した [1]。鉄フタロシアニンは、着色性・安定性・生産コス
トという面で優れていたこと、当時の市場で青色色素として決定的なものを欠いていたこ
とから、新たな色材として広く普及し、発見から 80年以上過ぎた現在に至っても青色染
料として利用されている [25]。これに加えて、鉄フタロシアニンをはじめとする遷移金属
フタロシアニンは、光電池、触媒、ガスセンサー等に応用されていることから、機能性触
媒と呼ばれている。最近では、鉄フタロシアニンが単分子として強い磁気異方性をもつこ
とや [2]、さらに分子を取り巻く環境の変化に対して、鉄が異なる電子配置をとり、磁気
容易化方向が変化することが報告されていることから [3, 4]、スピントロニクスの方面へ
の応用も期待されている [5, 4]。

1.1.2 鉄フタロシアニンの電子状態

鉄フタロシアニンの電気的・磁気的性質は鉄の電子配置により特徴付けられることから、
電子配置に関連した研究が精力的に行われてきた。スピン多重度に関しては、当初、平均
有効磁気モーメントが S = 1と S = 2にあるという報告 [26]がなされた。Daleら [12]は、
1.25 Kから 300 Kの温度域で β相の磁気感受率の測定を行い、25 Kでは有効磁気モーメ
ントが S = 1と S = 2中間の値をとるが、1.25 Kから 20 Kの温度域では、温度に関係な
くS = 1をとることを示した。以降、スピン状態については、基底配置で三重項状態であ
るとのコンセンサスが確立した。スピン三重項の制限下において、3d電子配置の可能性
は図 1.2に示すA2g, B2g, Eg(a), Eg(b)の 4つに限定される。一方、これらの中で、どの電
子配置が基底配置であるかということに関しては、未だコンセンサスは得られていない。

実験的には、主に分子結晶中の鉄フタロシアニンが測定の対象となっている。フタロ
シアニンの結晶構造には、積層角 ϕの違いにより、最安定構造の β相 (ϕ = 44.8◦)、準安
定構造の α相 (ϕ = 26.5◦)が存在する 1.4。2000年代以前には、専ら最安定結晶である β

相を対象に研究が行われていた。β相は 1 Kまで常磁性であるのに対し、図 1.3に示すよ
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図 1.1: 鉄フタロシアニンの分子構造。中央の鉄イオンが 4回対称の環境中で四配位を構
成している。

4つの可能性のうち、どれが実現されているか？ 

A2g B2g Eg(a) Eg(b) 

eg dxz ,dyz 

a
1g d

z
2







b
2g dxy 

図 1.2: 鉄フタロシアニンの三重項状態の図。d軌道は 5つであるが、dx2−y2 ではその電
子分布が最近接窒素の向きに分布することで、他の電子配置と較べて静電的に不安定化
することから、dx2−y2軌道への占有を考慮しない場合、三重項状態は上記の 4つに限定さ
れる。
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うに、α相はキュリー温度 5.6 K以下で常磁性から強磁性に転移することが知られてい
る [27, 28]。この報告以降、磁性への興味から、α相の研究が活発になり、その後の研究
より自発磁化は分子面方向を向くという磁気異方性をもつことが新たに明らかになった
[29, 4]。電子配置に関して、実験からは一貫してEg(a)が基底配置であると結論付けられ
ているが [2, 29, 5]、電子励起スペクトルの実験データに基づく配位子場理論による解析
ではEg(b)が一貫して基底配置と予見されている [16, 11, 4]。

図 1.3: 鉄フタロシアニンの β結晶と α結晶の磁化率の温度依存性に対する実験データ。
文献 [30]の図 3より引用したもの。β, α結晶共に、キュリー・ワイスの法則に従い、磁化
率は 50 K付近まで直線的に減少しているが、それ以下の温度では、β結晶の場合には、
磁化率は 1 Kまで緩やかに減少していくのに対し、α結晶の場合には約 10 K以下で強磁
性となることが見て取れる。

実験的環境が電子状態に影響をあたえる要因として、α相、β相の夫々における錯体間
相互作用 [6, 32]や、スピン軌道相互作用 [33, 4]といった、より複雑な要因が議論されて
いる。しかしながら、純粋な孤立錯体が与える電子状態を出発点に議論を行うのが自然で
ある。この考えに沿って、高対称性を保った孤立錯体の基底状態電子配置に関する一連の
密度汎関数法による計算が盛んに行われてきた。この範囲内で、スピン軌道相互作用など
も考慮しない範囲でも、以下に述べるように、これまでの先行研究は既に互いに予見齟齬
を来している。そこで、本研究でも、以降、考察対象を、孤立系に限定した基底状態配置
の同定に絞る。

1.1.3 鉄フタロシアニンの基底配置；何が問題となっているのか？

孤立系の電子配置に対する理論的アプローチとして、§ 3.4で述べる密度汎関数法がよく
適用されている。図 1.1.3に示すように、先行研究ではA2g電子配置が基底状態として予
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図 1.4: 鉄フタロシアニン結晶で実現する積層構造である β相と α相とを図示したもの。
文献 [31]より引用。

見される傾向を見て取ることができるが [7, 8, 6]、交換相関汎関数や基底系の違いといっ
た計算条件の違いから予見は定まっていない [33, 9, 8]。本研究でも交換相関汎関数を変え
て各電子状態について計算を行なったが、同様に、主としてA2gを基底配置と予見する傾
向が見て取れるもの交換相関汎関数といった計算条件に依拠して予見は定まらない。具体
的に述べると、まず、LDA+U計算 (U=0.0-0.4 eV)では、一貫してEg(a)が基底配置とし
て得られるが、調整パラメータである U が大きくなるにつれ、第一励起配置のA2gが相
対的に安定化した (図 5.2)。またミネソタ汎関数でのDFT計算では、A2g、または、B2g、
または、Eg(a)が基底配置と予見されている (図 5.2)。総じて、これら密度汎関数法予見
は、交換相関汎関数に依存するようにみえる。

表 1.1: 先行研究で報告されている密度汎関数法による基底電子状態予見をまとめた表。
基底系や交換相関汎関数といった計算条件については、§ 3.4で詳しく説明するが、此れ
らの差異から予見齟齬が生じていることを見て取ることができる。

基底系 交換相関汎関数 基底電子配置
STO GGA A2g [7]

6-31(d) B3LYP A2g [10]

film-FLAPW GGA A2g [6]

各種ガウス基底 B3LYP, M06, PBE, PBEh A2g or B2g [8]

DZP GGA Eg(a) [9]

このような交換相関汎関数に依存した予見齟齬は、鉄ポルフィリン類の電子配置に対す
る、各交換相関汎関数からの予見傾向を網羅的に調べた先行研究でも同様に確認されてい
る [15]。§ 3.4.5で述べる交換効果の取り込みの差異や § 3.3.2で述べる静的相関といった
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量子力学特有の効果の取り込みに応じて、予見傾向が大きく異なることが示されている
[15]。計算条件に依拠した上記の予見傾向は、例えば交換相関汎関数 τ − HCTHは鉄ポル
フィリンの高スピン状態のエネルギーを過小評価 [15]するのに対し、コバルトポルフィリ
ンのこうスピン状態では逆にエネルギーを過大評価 [34]するといったように、対象系に依
拠して予見傾向は変化し、このこともまた当該系に類する物質群での密度汎関数法による
信頼性の高い予見を難しくしている。

一方、第一原理計算とは相補的な理論アプローチとして、配位子場モデルがある [16,

11, 4]。孤立系のD4h対称性を仮定して得られたモデルでは、α相を想定したパラメタ選
定に対して、一貫してEg(b)が基底配置として得られている [11, 4] 1。元来の配位子場モ
デルでは、パラメタ自由度は 3で、これらの調整如何によっては、第一原理計算が予見す
るA2g基底配置も可能性として許される [16]。結晶場パラメタと分子構造との対応を調べ
易くする目的で、結晶場パラメタの数を 2に減ずる更なる近似を施した superpositionモ
デル [17]が当該系に適用されている [11]。そこでは、いかなる配位子場パラメタに対して
も、A2gは基底配置として現れない。このことは、DFTで A2gを基底配置と予見する傾
向と一見して齟齬を来している。

1.2 本研究の目的

1.2.1 本研究が取り扱う問題

本研究では、第一原理計算の予見 (A2g基底配置)とスーパーポジション模型による予見
[11]との齟齬に注目する。本研究では、次の小節で説明する、量子拡散モンテカルロ法と
いう、従来法よりも予見信頼性の高い手法を用いたところ、A2gが基底配置であるという
予見が得られ、これは密度汎関数法による予見傾向を支持している。一方、模型計算であ
る、スーパーポジション模型からは、A2gが基底配置であるという可能性は排除されてし
まうというのが、先ほどの齟齬の内容である。これについては、「最近接配位子のみでの
記述」に代表される、スーパーポジション模型で置かれた仮定の妥当性について考え、分
子軌道の形状に着目した議論からこれを説明した。

密度汎関数法は、交換相関汎関数に依存して全く異なる予見を与えているが、此の原因
を考えるのも興味深い。そこで、本研究では、各種交換相関汎関数の密度汎関数法の予見
結果を参照標準とする量子拡散モンテカルロ法のものと比較することで、その予見傾向を
調べる。問題は、どの交換相関汎関数を対象とするかということである。これに対して、
鉄フタロシアニンと類似する鉄錯体である鉄ポルフィリンを対象に各種交換相関汎関数か
ら電子配置のエネルギー準位を調べた先行研究では、GGA、meta-GGAといった相関効

1尚、第一励起状態は B2g で [11, 4]、さらに、スピン軌道相互作用を考慮した際には、これら 2つの混
合配置が基底配置として得られる。磁気的性質に関して、Eg(b)が軸磁気異方性、B2g が平面磁気異方性を
もち、混合配置では、Eg(b)が支配的な電子配置となっているにも拘らず、平面磁気異方性をもつことが示
されている [4]。
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果の取り扱いの違いに対して予見にあまり差はみられなかったものの、一方、交換効果の
取り扱いでは、予見が大きく異なることが示されている。したがって、本研究では主に交
換効果の取り扱いの異なる交換相関汎関数を比較したいが、この目的に適した汎関数群と
してミネソタ汎関数シリーズが挙げられる。よって、本研究ではこれら一連の汎関数を上
記計算に用いる。その結果、交換効果は予見傾向を決定づける要因であることが分かり、
特に、交換効果を相互作用の距離に応じて分類したときには短距離のものがとりわけ良く
効いているという帰結が得られた。

1.2.2 本研究の方法

鉄フタロシアニンの電子配置予見では、交換相関汎関数に依存してその傾向が大きく
異なっている。本研究では、量子拡散モンテカルロ法から、交換相関汎関数無しで基底電
子配置、および、電子配置間の相対エネルギーを予見する。量子拡散モンテカルロ法は、
変分原理に基づき、波動関数の振幅を最適化する手法であり、最も予見信頼性の高い手法
の一つである。量子拡散モンテカルロ法には、入力として、他の手法より得られた波動関
数が必要であり、これには密度汎関数法が一般的に用いられている。しかしながら、密度
汎関数法には、波動関数を基底電子配置に対応するスレータ行列式のみで表現するため、
エネルギー的に近接した電子配置間の相互作用である静的相関をうまく取り込むこと困難
であるという問題がある。例えば、典型的な 6配位鉄である [Fe(CO)6]

2+に対して、各種
交換相関汎関数から 2つのスピン状態間のエネルギー差を調べた仕事でも、静的相関の寄
与が大きいことに起因して実験値を再現することはできていない [35]。静的相関の強い系
では、上記の交換相関汎関数から得られた試行関数から、量子拡散モンテカルロ法に持ち
込んだときにも、依然として信頼性の高い予見を行うことが困難であるということが知ら
れている。静的相関を取り込むための有効な手段は、エネルギー的に近接している複数の
電子配置に対応するスレータ行列式から成る波動関数を考えることである。これには完全
活性空間自己無撞着場法 (CASSCF法)や多参照配置間相互作用法を用いることができる。
本研究では、CASSCF法から鉄フタロシアニンの 4つの三重項状態A2g, B2g, Eg(a), Eg(b)

のそれぞれに対し、関数形としても静的相関が取り込まれている、複数の電子配置に対応
するスレータ行列式より構成される試行関数から量子拡散モンテカルロ計算を行うこと
で、信頼性の高いエネルギー予見を行う。

1.2.3 本論文の目的と構成

本論文は以下のように構成される。まず、§ 2 では対象系の記述を行う。ここでは、分
子構造の対称性に関連する物理と密接に関係する群論について説明し、このとき A2g や
Eg(a)といった電子配置の分類について導入する。また、対称性に関連した物理理論であ
る配位子場理論についてもここで説明する。§ 3では、密度汎関数法や量子モンテカルロ
法といった本研究で用いる一連の電子状態計算手法について説明する。§ 4では、本研究
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における計算手続きや計算条件等について説明する。§ 5では、上記の計算結果を示し、
§ 6で此等の結果について考察を展開する。そして、最後の § 7で本論文を総括する。
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第2章 対象系の理論的記述

この章では、電子配置間の相対的な安定性について述べる。まず、此れを大枠で捉える
上で重要な概念であるフント則と結晶場分裂について説明し、それらの大小関係により、
電子配置のスピン状態がどのように決まるかを説明する。次に、これまで電子配置を識別
するために用いてきたA2gやEg(a)といった既約表現と呼ばれるものが、点群と呼ばれる
数学的な操作の変換性を取り扱う理論により導入されることを述べ、既約表現による分類
が物理とどのように関係するかについて述べる。さらに、比較する先行研究で用いられて
いる、各電子配置のエネルギー的安定性を配位子場パラメータにより表現した理論であ
る、配位子場理論について説明する。

2.1 系の舞台設定と概念
遷移金属錯体の電子配置を大枠で捉えるためには、フントの規則と結晶場分裂という 2

つの概念を押さえておく必要がある。フント則は各電子のスピンが揃う状態が安定とし、
一方、結晶場分裂では、スピンよりも電子がどの空間軌道に入るかということが優先さ
れ、一つの空間軌道にスピンが反並行で対で入ることとなり、結果的にスピンの揃わな
い状態を安定化する。この節では、まずは上記 2つの概念について詳細に説明し、その結
果、電位配置のスピン状態がどのように決まるかについて述べる。また此のときに、低ス
ピン状態や高スピン状態、中間スピン状態といった概念についても説明する。

2.1.1 3d電子配置とフント則

電子が原子核の周囲に束縛されているとき、第一近似として、一つの電子が受けるポ
テンシャルを、中心力ポテンシャル 1/rとみなすことが出来る。中心力場中での電子軌道
は、次の 4つの量子数で区別することができる:

主量子数 n : 1, 2, 3, ... (2.1)

方位量子数 l : 0(s), 1(p), 2(d), ..., n− 1 (2.2)

磁気量子数m : −l,−l + 1,−l + 2, ...+ l (2.3)

スピン量子数 s : −1/2,+1/2 (2.4)
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此等の電子軌道では、nと lとが共に等しい空間軌道は対応する磁気量子数mの数に応
じてエネルギー的に縮退する。したがって、各電子軌道は量子数 nと lの組み合わせとし
て、一般的に 2sや 4pのように区別される。本研究で注目している、鉄の 3d軌道におい
て、その空間軌道はm = 0,±1,±2の 5つである (図 2.2)。電子間相互作用を考慮すると、
上記の縮退は解け、この時のエネルギー準位は大方としてフント則と呼ばれる経験則に従
うことが知られている。この規則に従えば、各電子のスピン方向がより揃っている電子配
置がより安定となる。したがって、基底電子配置は、スピンが最もよく揃っている状態と
いうこととなるが、これは各電子のスピンの和 S = s1 + s1 + · · ·+ sN の絶対値を最大化
する状態であると言い換えることができる。

2.1.2 結晶場分裂

錯体中金属では、その電子軌道は、孤立分子の場合と同様に金属周囲に局所化してお
り、そのため周囲のイオンの影響は孤立分子の場合に対する摂動として捉えることができ
る。周囲のイオンは、中心金属の価電子軌道を静電的に不安定化するように作用する。こ
の影響により、孤立分子ではエネルギー的に縮退していた各価電子軌道はエネルギー的に
分裂することになる。これを結晶場分裂という。

2.1.3 高スピン状態と低スピン状態

3d電子配置のスピン状態は、3d電子間の相互作用と配位子場寄与との大小関係により
決まる。前者が勝るときには、フント則より、スピンの和が最も大きな状態が最安定とな
る。一方、配位子場寄与が勝る場合には、配位子場寄与からより安定化した空間軌道を電
子が閉殻で占有し、スピン和の小さい状態が最安定となる。ここで、前者の状態を高スピ
ン状態、後者の状態を低スピン状態という。鉄フタロシアニンの場合には、3d殻に 6つ
電子が入るため、取り得るスピン状態は 1重項状態 (S = 1)、3重項状態 (S = 3)、5重項
状態 (S = 5)の 3つであるが、その内、基底電子状態は 3重項状態としてコンセンサスが
得られていた。このような中間スピン状態では、3d電子間の相互作用と配位子場寄与と
を共によく評価する必要があるため、基底電子配置の同定はとりわけ難しい問題となる。

2.1.4 平面四角形型分子のエナジティクス

鉄フタロシアニンの基底電子配置の同定が困難であるのは、鉄フタロシアニンのような
平面四角形分子では、3d軌道のエネルギー準位構造が比較的複雑なものになるためであ
る。対比として、まずは、[Fe(CO)6]

2+や [Fe(NCH)6]
2+に代表される、八面体型錯体のエ

ネルギー準位と基底電子配置について考える。遷移金属錯体において、結晶場理論の枠組
みでは、電子軌道のエネルギー準位構造は中心金属を取り囲むイオンの作る場の対称性か
ら特徴付けられる。八面体型錯体では、d軌道は相対的に安定な準位 dxy, dyz, dzxと不安
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図 2.1: 八面体対称性での、d軌道の電子配置を図示したもの。(a)及び (b)は、フント則
に従い、エネルギー準位の低い軌道から電子がスピン方向を平行にして占有していく様子
を表している。また、(c)及び (d)は、(b)から更に電子を足した時に可能性のある 2つの
電子配置である、低スピン状態と高スピン状態をそれぞれ図示したものである。図は友田
著「基礎量子化学」の図 4.22より引用したものである。

定な dz2 , dx2−y2の 2つの準位へと分裂する。Fe(II)イオンは 6つの価電子をもち、これら
が d軌道をどのように占有するかで電子配置は決まるが、八面体型錯体の場合、電子配置
はスピン一重項状態かスピン三重項状態のいずれかが基底配置となるのが一般的である。
まず、スピン一重項状態の場合には、安定な軌道 dxy, dyz, dzxが閉殻で占有される電子配
置が基底電子配置となる。また、スピン三重項状態では、比較的安定な軌道から不安定な
軌道へと電子が一つ移ることになるが、フントの第二規則「占有軌道の磁気量子数和の絶
対値が大きい電子配置がより安定」を勘案すると、スピン一重項状態から dxy(m = 0)か
ら dx2−y2へと電子を移動させてできる電子配置が最安定となる。一方、平面四角形分子の
場合、d2zが大きく安定化し、また dxz,yzも僅かに安定化することで、d軌道はエネルギー
的に擬縮退した 4つの軌道 dz2 , dxz,yz, dxyと相対的に不安定な dx2−y2 とに大別される。こ
のような場合、それぞれのスピン状態の中で、複数の電子配置がエネルギー的に近接する
こととなり、そのため基底電子配置の同定が難しくなる。

2.2 電子配置と既約表現
電子軌道や電子配置をはじめとする分子周囲に作られる場は、分子構造を不変に保つよ

うな回転操作に対して対称性をもつことが知られている。これまでの記述で、電子配置を
A2gやEgといった記号を用いて区別してきたが、これらは既約表現と呼ばれ、場の対称
性を表すものである。 この節では、まず既約表現について導入する。次に、平面四角形
型錯体の場合に、各 3d軌道がどの既約表現に属するかについて述べ、これより前出の各
電子配置の既約表現を導出する。最後に、前節で述べたように、同じ既約表現に属する価
電子軌道が同じ既約表現に属する理由について説明し、次の配位子場理論に関する節の導
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図 2.2: 各磁気量子数の 3d電子軌道の軌道形状の図。
http://www.slideshare.net/RioCaal/chem-1st-ltより引用。

入とする。

2.2.1 対象操作と既約表現

遷移金属錯体は、比較的対称性の高い構造をとる。このような構造に対し、という変換
の前後で構造全体を自分自身に重ね合せるような幾つかの回転対称操作を考えることが
できる。このような回転操作からなる群は点群と呼ばれ、配位子場は対応する点群より区
別することができる。ここで、空間軌道をはじめとする場の対称変換について考える。場
を基底関数展開すれば、場の対象変換を基底関数に対するものに置き換えることができ、
線形操作のアナロジーから対称操作を行列演算として表すことができる。この行列のこと
を表現行列という。対称操作の行列表現としては基底系の取り方に付随して無数の組み合
わせがあるが、ブロック対角化すれば一意に決まる。一方、基底関数系の選択に関しては
依然として自由度が残る。

各既約表現のブロック対角化行列は共通の基底系をもち、各基底は各対称操作に対して
位相がどのように変わるか、どの基底と交換するかということから区別できる。このよう
な各基底の変換性は既約表現として表現され、これらはマリケンの記号により記述される
のが一般的である。既約表現は、ある対称操作に対し、基底関数が交換するかどうかで大
別できる。如何なる対称操作に対しても基底が交換しないものをA or B、2(3)つの基底
が交換されるものをE(T )と記述する。交換する基底の数を既約表現の次元といい、一次
の既約表現は各対象操作に対する位相の変化からさらに細分化され表現され、既約表現の
アルファベットA/Bや添え字を用いて区別される。
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2.2.2 空間軌道と電子配置の既約表現

空間軌道は、系のもつ対称性に対し、ある既約表現の基底となっている。ここで、例え
ば、ある空間軌道がある既約表現 Γの基底であるとき、この空間軌道は既約表現 Γに従
うという。また、このような空間軌道に対する電子占有状態である電子配置も、ある既約
表現に従うことになるが、このとき電子配置の既約表現は、占有軌道の既約表現の直積と
して与えられる。このとき、積の順序で既約表現が変わるのは不合理であるため、対象操
作から成る群は必ず可換群である。また、同じ空間軌道の積は、対象操作に対して不変、
つまり全対称表現従うため、電子配置の既約表現には関係しない。つまり、電子配置の既
約表現は、開殻軌道の既約表現の直積として得られる。以後の記述では、空間軌道の既約
表現を小文字のアルファベット、電子配置のものを大文字で書くことにする。

実際に、FePcの場合で各電子配置の既約表現を調べてみる。静的ヤーンテラー効果等
による分子構造の歪みを無視し、完全な正方形型構造、すなわち、D4h対称性を仮定する
ならば、各 3d軌道は既約表現と次のように対応付けられる: [dxy : b2g], [dyz,xz : eg], [dZ2 :

a1g], [dx2−y2 : b1g]. 既約表現間の直積は、対称性ごとに纏められた直積表を利用して算定
することができる。D4h対称性の積表を図 2.1に示すが、これより各三重項状態の既約表
現はそれぞれ次のように得られる:

(dz2)
2 (dxz,yz)

2 (dxy)
2 = (a1g)

2 (eg)
2 (b2g)

2 = A1g or A2g or B1g or B2g (2.5)

(dz2) (dxz,yz)
4 (dxy) = (a1g) (eg)

4 (b2g) = B2g (2.6)

(dz2)
1 (dxz,yz)

3 (dxy)
2 = (a1g) (eg)

3 (b2g)
2 = Eg (2.7)

(dz2)
2 (dxz,yz)

3 (dxy)
1 = (a1g)

2 (eg)
3 (b2g)

1 = Eg (2.8)

一つ目の電子配置の既約表現が一意に決められないのは、D4h対称性では、群論的に dxz
と dyz軌道とを区別することができないためである。このような場合には、「低対称化の
方法」と呼ばれる方策が便利である。上記の 2つの軌道を区別することができるような
D4h群の部分群を考え、それとの対応から既約表現を同定する。まず、このような部分群
としてD2h群を考える。この群では、dxzおよび dyz 軌道は、それぞれ既約表現 b2gおよ
び b3gに対応付けられ、D2h群の積表に従えば、その直積は b2g ⊗ b3g = B1gと分かる。一
方、D4hの考えている 4つの既約表現は、D2hのものと、それぞれ

A1g, B2g → Ag (2.9)

A2g, B1g → B1g (2.10)

と対応付けられるから、可能性はA2gまたはB1gの 2つに絞られる。次に、C4vを考える
と、同じく積表より、dxz,dyz軌道の既約表現の直積はA2であり、一方でD4hの既約表現
は、C4vの既約表現とそれぞれ A2g → A2, B1g → B1gと対応づけられるため、結局、式
(2.5)の電子配置はA2g既約表現に従うことがわかる。
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表 2.1: D4h対称性における対称表現の直積表。表中の各成分にある添字の gはゲラーデ
(gerade)対称性であることを表しており、反転操作に対して対称であることを表している
が、d軌道は全てゲラーデ対称性であることから、直積表にはゲラーデ対称性の既約表現
のみを示した。

A1g A2g B1g B2g Eg

A1g A1g A2g B1g B2g Eg

A2g A2g A1g B2g B1g Eg

B1g B1g B2g A1g A2g Eg

B2g B2g B1g A2g A1g Eg

Eg Eg Eg Eg Eg A1g + A2g +B1g +B2g

2.2.3 電子状態のエネルギー縮退と既約表現

基底電子状態や第一励起状態といった、各電子状態の多体波動関数は、次の多体偏微分
方程式

Ĥ
(
R⃗
)
Φ
(
R⃗
)
= EΦ

(
R⃗
)

(2.11)

の解として得られる。この多体偏微分方程式の対称操作を考えると、まずハミルトニア
ン Ĥは、系の構造と同じ対称性をもつから、対称操作に対して不変である。一方、多体
波動関数は、各々が属する既約表現に応じた変換を受ける。まず、多体波動関数が 1次の
既約表現に属する場合には、両辺の多体波動関数はその対称性に応じて符号を変えるが、
方程式の形は不変に保たれる。一方、多体波動関数が 2次の既約表現に属するとき、ある
対称操作に対して多体波動関数は異なる電子状態のものに変換されることになるが、ハミ
ルトニアンやエネルギー固有値は変換の前後で不変であるため、此等の 2つの電子配置は
エネルギー的に縮退したものとなる。以上は、「ある対称操作に対して互いに交換する電
子状態はエネルギー的に縮退する」と標語的にまとめることができる。

2.3 配位子場理論

2.3.1 概要

遷移金属錯体では、金属を取り囲むイオンは、金属の価電子と反発的な相互作用をする
ものとして価電子軌道のエネルギー準位を変化させ、電子配置の相対的安定性に影響を及
ぼす。これらのイオンを便宜的に単なる負電荷とみなし、そのポテンシャル寄与の大きさ
に対し電子配置間の相対エネルギーを追う理論のことを結晶場理論という。これに対し、
配位子場理論は、鉄とその周りのイオンとの化学結合といった更なる寄与を取り入れたも
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のと位置付けることができる。ここで、金属の価電子配置に対し、影響を及ぼすイオンの
ことを配位子といい、これらが作る場のことを配位子場という。

2.3.2 ハミルトニアン行列

各電子配置のエネルギーは多体電子系のハミルトニアンの固有値として与えられるが、
配位子場理論では相対的安定性に興味のある各電子配置を基底とするハミルトニアン行列
を構成し、これを対角化すること算定できる。ハミルトニアン行列の各成分は、1929年
にH.A. Betheにより確立された方策より、分子のもつ対称性に応じて有限の数の配位子
場パラメータにより表現することができ、其の固有値として各電子配置の相対的安定性を
パラメータとして表現できる。本研究では、10つのスピン軌道をもつ 3d殻に 6つの電子
が占有する配置を考えているため、10C6 = 210次元のハミルトニアン行列を取り扱うこと
となる。

2.3.3 弱い配位子場と強い配位子場

各電子配置のエネルギーを結晶場パラメータにより表現するためには、ハミルトニア
ン行列を対角すればよい。しかしながら、前小節で述べたように、ハミルトニアン行列は
210次元と非常に大きく、解析的に解く場合には、これを真面目に解くのは困難であり、
通常は弱い配位子場や強い配位子場といった摂動近似が用いられる。此等の摂動近似は、
それぞれ配位子場寄与、3d電子間の相互作用による寄与を摂動近似するといったもので
あり、このうち、どちらを用いるべきかは配位子の配置と評価対象とする電子配置の 2つ
の要因から決まる。この内、電子配置に関しては、一般的に、高スピン状態では 3d電子
間の相互作用が支配的になることから、弱い配位子場理論が適していることが知られてお
り、一方、低スピン状態では、配位子場寄与が支配的となっているので、これを主とする
強い配位子場の方が適している。中間スピン状態など、どちらの近似が妥当であるかを判
断するのが難しいとき場合、数値計算を利用する方策がある。数値計算では配位子場パラ
メータを解析的に与えることはできないが、各パラメータごとに各電子配置の相対的安定
性を調べることからでき、そこから描くことができる基底電子配置のマッピング図を弱い
配位子場と強い配位子場とから得られたものと比較することで、それぞれの摂動近似の妥
当性を検証できる (図 2.3)。

2.3.4 配位子場パラメータの算定方法

実際に、配位子場理論を用いて、電子配置間の相対エネルギーを定量的に調べるには、
ハミルトニアン行列に含まれる配位子場パラメータを同定する必要がある。パラメータの
決定には、実験や第一原理計算から得られた電子励起エネルギーを再現するように、配位
子場パラメータをフィッティングする方法が用いられている。図 2.4の右図は、基底電子配
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図 2.3: 数値計算、および、解析的手法により得られた、基底電子配置の配位子場パラメー
タに対するマッピング図。それぞれ、文献 [11]の図 1、および、図 3より引用。左図、右
図は数値計算、および、解析的手法により得られたものである。解析的手法は、数値計算
よりも基底電子配置をより詳細に分類することができるという点で優れているが、一方
で強い配位子場や弱い配位子場といった摂動近似の恣意的な選定に依存し、予見結果が変
わってしまうという欠点がある。これに対して、解析的手法より得られたマッピング図を
数値計算により得られたものと比較することで、選択した摂動近似の妥当性を検証するこ
とができる。

置からスピン三重項状態への電子励起スペクトルを示したものであり、第一励起配置と第
二励起配置との 2つのピーク ε1, ε2を見てとることができる。一方、左図は配位子場理論
の代表的な模型である田辺・菅野ダイアグラムであり、各電子配置間の相対エネルギーを
パラメータDqで与えるが、第一励起状態、第二励起状態への励起エネルギーを ε1, ε2に
近づけるようにDqを決めることができる。また、このとき、他の電子配置もエネルギー
準位も自動的に与えられる。
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図 2.4: 左図は実験や第一原理計算から得られるスピン三重項状態間の電子励起スペクト
ルを表現したものであり、右図は田辺・菅野ダイアグラムで各電子配置の相対エネルギー
を配位子場パラメータDqに対して表したものである。電子励起エネルギー ε1, ε2のフィッ
ティングから配位子場パラメータを同定する方法を図示したものである。これらの図は
夫々、今野豊彦著「物質の対称性と群論」の図 17.1、及び、図 17.2より引用したもので
ある。
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第3章 電子状態計算法

本章では密度汎関数法や量子モンテカルロ法の概略を述べる。此等の手法は §3.1で述
べる多体シュレディンガー方程式を解くための異なる方法論である。密度汎関数法の先行
研究では予見の交換相関汎関数依存性が問題となっていることを述べたが、交換相関汎関
数とは何かを述べる。それと共に、このような状況下において、本研究のメイン手法であ
る量子モンテカルロ法が何故有効な方策となり得るかを述べる。

3.1 多体シュレディンガー方程式
物質中の電子系の状態はシュレディンガー方程式と呼ばれる固有値方程式により記述さ

れる: {
− h̄2

2m
∇⃗2 + V (r⃗1, · · · , r⃗N)

}
Φ (r⃗1, · · · , r⃗N) = E · Φ (r⃗1, · · · , r⃗N) (3.1)

r⃗1, · · · , r⃗Nは系を構成するN電子の位置ベクトルである。固有関数 {Φi}i=0,1,2,...、および、
固有値 {Ei}i=0,1,2,...

は、それぞれ各電子配置の波動関数および其の固有エネルギーに対応
する。各波動関数から各電子配置の如何なる定常的性質も得ることが出来る。エネルギー
の大小関係をE0 < E1 < E2 < · · · とすると、i = 0の状態は基底状態、また其れ以外の
状態は iの状態に応じて第 i次励起状態と呼ばれるが、実現しているのは主に基底状態で
あり電子系の状態の中で最も重要である。当該方程式は 3N 次元の偏微分方程式であり、
N > 2では厳密解を得ることができない。解を得るには近似を導入する必要があるが、そ
の近似指針の違いが手法のバラエティを生んでいる。

3.2 変分原理
変分原理は多体波動関数 Φ0 (r⃗1, · · · , r⃗N)をを得るために利用される量子力学の基本原

理である。変分原理は Φ0 (r⃗1, · · · , r⃗N) よりもエネルギーの低い多体波動関数が存在しな
いことを保証する。よって、エネルギーを低くする向きに所与の多体波動関数 Φを改良
すれば、基底状態の多体波動関数 Φ0 (r⃗1, · · · , r⃗N) に機械的に近づけることが出来る。変
分原理は以下のように証明できる: 任意の多体波動関数

Φ (r⃗1, · · · , r⃗N) (3.2)
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はエネルギー固有関数 {Φj}j=0,1,2,··· の線形結合

Φ = c0Φ0 + c1Φ1 + c2Φ2 + · · · (3.3)

として表現することができる。ここで、E0 ≤ E1 ≤ E2 ≤ · · · が成り立つものとする。ま
た {cj}j=0,1,2,···はすべて実数とする。ここでΦが規格化されているならば、波動関数のエ
ネルギーは

E = c20E0 + c21E1 + c22E2 + · · · (3.4)

として与えられるが、これは明らかに

c20E0 + c21E1 + c22E2 + · · · = E0 (3.5)

よりも高い。よって任意の波動関数 Φ (r⃗1, · · · , r⃗N) は必ず基底波動関数のエネルギー E0

よりも高いエネルギーを取ることがわかる。

3.3 ハートリー・フォック法
変分原理に基づき、エネルギーを下げる向きに波動関数を改良すれば基底波動関数に機

械的に近づけられるが、多体波動関数は 3N個の自由度をもつため、何ら近似を課すこと
なく此れを実行することは困難である。歴史的には多用されてきたのは独立軌道近似に基
づくものである。ハートリー・フォック法はその中で最もプリミティブなものに位置づけ
られる。以下では其の数理について述べる。ハートリー・フォック法で記述しきれない部
分は総じて相関効果と呼ばれ、その他の手法は相関効果をどのように補うものかという観
点から捉えられる。よって、ハートリー・フォック法を理解することが種々の第一原理計
算手法を理解する上での第一歩となる。

3.3.1 理論の概要

多体波動関数Φ (r⃗1, · · · , r⃗N)を一体電子軌道 {ϕi (r⃗j)}Ni,j=1 の積として与えられることを
仮定することを独立軌道近似という。そのような場合の最もシンプルな変数分離型は

Φ (r⃗1, · · · , r⃗N) = ϕ1 (r⃗1) · · ·ϕ1 (r⃗N) (3.6)

であり、これはハートリー積と名付けられている。しかしながら、多体波動関数をハート
リー積で表現した場合には量子間の位置の入れ替えに対して波動関数の値が変化してし
まい、これは「同じスピンをもつ同種量子は区別することができない」とする量子力学の
原理を満たさない。このような要求に対し、ハートリー・フォック法では、粒子位置の置
換により現れるハートリー積の全ての可能性の線形結合を取ることで、位置交換に対して
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不変な形で多体波動関数を構成する。例えば、同じスピンをもつ同種 2量子系の場合の波
動関数は

Φ (r⃗1, r⃗2) = ϕ1 (r⃗1)ϕ2 (r⃗2)± ϕ2 (r⃗1)ϕ1 (r⃗2) (3.7)

(複合同順)の 2通りであり、また 3量子系の場合には

Φ (r⃗1, r⃗2, r⃗3) = ϕ1 (r⃗1)ϕ2 (r⃗2)ϕ3 (r⃗3)± ϕ1 (r⃗1)ϕ3 (r⃗2)ϕ2 (r⃗3) (3.8)

+ ϕ2 (r⃗1)ϕ3 (r⃗2)ϕ1 (r⃗3)± ϕ2 (r⃗1)ϕ1 (r⃗2)ϕ3 (r⃗3) (3.9)

+ ϕ3 (r⃗1)ϕ1 (r⃗2)ϕ2 (r⃗3)± ϕ3 (r⃗1)ϕ2 (r⃗2)ϕ1 (r⃗3) (3.10)

(複合同順)の 2通りである。±の符号は量子位置の奇置換に対して符号が反転するか (-)

否か (+)で決まり、反転するものをフェルミオン、反転しないものをボゾンと呼ぶ。量子
のスピンが半整数である場合フェルミオン、スピンが整数である場合にボゾンとなるこ
とが相対論の範疇で示されており、電子は 1/2のスピンをもつためフェルミオンである。
フェルミオンの「量子の位置交換に対して波動関数の符号が反転する性質」を反対称性原
理という。

ハートリー・フォック法では、上 (下)スピンの電子をそれぞれN (+)(N (−))個含む電子
系の波動関数は、スレーター行列式を用いて以下のように与えられる:

Φ (r⃗1, · · · , r⃗N) =
1√

N (+)N (−)!

∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1 (r⃗1) · · · ϕ1 (r⃗N(+))

...
. . .

...

ϕN(+) (r⃗1) · · · ϕN(+) (r⃗N(+))

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1 (r⃗1) · · · ϕ1 (r⃗N(−))
...

. . .
...

ϕN(−) (r⃗1) · · · ϕN(−) (r⃗N(−))

∣∣∣∣∣∣∣
(3.11)

ここで、N = N (+) + N (−)とした。スレーター行列式とは、3×3次元までの一般の正方
行列式で成り立つたすき掛けの展開則を 4×4次元以上でも成立するものとしたものであ
る。この規則に従って展開すれば、偶置換のハートリー積は正符号、奇置換のものは負符
号として、全てのハートリー積のパターンの線形結合として多体波動関数が得られる。ス
レーター行列式で与えられた波動関数を基礎方程式式 (3.1)に代入すると、電子系のエネ
ルギーは以下のように与えられる:

E =
N∑
i=1

∫
ϕ∗
i (r⃗)

(
−∇⃗2

i

2m
+ V (r⃗)

)
ϕi (r⃗)

+
1

2

N∑
i,j=1

∫
ϕ∗
i (r⃗)ϕ

∗
j (r⃗

′)
ϕi (r⃗)ϕj (r⃗

′)

|r⃗ − r⃗′|2
d3r⃗d3r⃗′ (3.12)

− 1

2

N∑
i,j=1

δσi, σj

∫
ϕ∗
i (r⃗)ϕ

∗
j (r⃗

′)
ϕi (r⃗)ϕj (r⃗

′)

|r⃗ − r⃗′|2
d3r⃗d3r⃗′

ここで、σiは i番目の電子のスピンであり、±1/2の 2通りである。第一項は運動エネル
ギー項、および、各電子軌道の感じる外場ポテンシャルである。後者としては電子-原子
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核間のクーロン相互作用、電子スピンが感じる磁場ポテンシャル等が挙げられる。第二項
は電子間に働く古典的クーロン斥力相互作用エネルギーである。第三項は電子間交換相互
作用エネルギーである。電子間交換相互作用はフェルミオン特有のものである。量子位置
の交換に対して波動関数が節をもつ、つまり其の領域で疎になることから分かるように、
反対称性原理は電子が互いに避け合う向きに作用し、電子間相互作用は其の効果を一体軌
道に働く相互作用の形式で記述するものに相当する。ここで、基底状態について考えてい
ることから、変分原理よりエネルギーEを最小化するように電子軌道は決まる。ここで、
一体軌道の組 {ϕi}Ni=1がエネルギーEを最小化しているとするならば、一体軌道の微小変
化 ϕi → ϕi + δϕiに対してエネルギーEは不変、つまり δE/δϕi であり、このことを満足
する軌道の組 ϕi → ϕi + δϕiは以下の方程式の解として与えられる:{

ĥ+
N∑
j ̸=i

(
Ĵj − K̂j

)}
· ϕi (r⃗) = εϕi (r⃗) (3.13)

ĥ = −∇⃗2
i

2m
+ V (r⃗) (3.14)

Ĵj · ϕi (r⃗) =
N∑
j=1

∫
ϕ∗
j (r⃗

′)ϕj (r⃗
′)

1

|r⃗ − r⃗′|2
ϕi (r⃗) d

3r⃗′ (3.15)

K̂j · ϕi (r⃗) =
N∑
j=1

δσi, σj

∫
ϕ∗
j (r⃗

′)ϕi (r⃗
′)

1

|r⃗ − r⃗′|2
ϕj (r) d

3r⃗′ (3.16)

この方程式のことをハートリー・フォック方程式という。上式の各項はそれぞれハートリー
項、クーロン項、交換項と呼ばれ、其れに付随し各演算子 ĥ、Ĵj、K̂j はそれぞれハート
リー演算子、クーロン演算子、交換演算子と呼ばれる。

式 (3.13)は、指標 iの電子軌道に対する場の寄与を記述するものであるにも拘らず、式
(3.15)と式 (3.16)の総和に j = iの項が含まれるのは、一見して不合理である。しかし、
よく見てみると、クーロン項と交換項とで j = iの項は互いに打ち消し合い、そのため実
質的には方程式に i = jの項は含まれていないことが分かる。式 (3.15)の i = j項で記述
されるフィクシャルな寄与を自己相互作用といい、これは次章で述べる密度汎関数理論で
問題となるのでそこで詳しく述べる。

上記の方程式を解くのは一見して困難に思えるが、自己無撞着場法と呼ばれる解法が確
立されている: まず、初期のスピン軌道に適当に用意し、それらに対して式 (3.13)で中括
弧内の「場」を計算し、その「場」に対して解を求める。次に、得られた軌道に対して再
度「場」を計算し、その「場」に対してもまた軌道を計算する。以後は、上記の計算を繰
り返し、反復的に軌道、および、「場」を更新していくことで、入力された軌道から作ら
れた「場」が入力と同じ軌道を出力として与えるような収束解として、変分方程式の固有
関数が得られる。次に、上記の操作で得られた固有関数 ϕi(r⃗)からスレータ行列式を構成
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することを考える。ハートリー・フォック方程式の解は無数に存在するため、スレータ行
列式の構成にはどの軌道を用いたらよいかが問題となるが、多体波動関数のエネルギー期
待値は占有軌道のエネルギー固有値の和として与えられるため、変分原理に従い、エネル
ギー固有値の低いものから順番に軌道を詰めていったものが基底電子配置の多体波動関数
を近似するスレータ行列式となる。

電子軌道の入力 

自己無撞着場計算 

収束? 

開始 

終了 

自己無撞着場 

計算で得られた 

電子軌道を 

次の入力とする 

図 3.1: ハートリー・フォック法をはじめに用いられる自己無撞着場計算のフローチャー
ト。初期推定に対して反復的に固有解の求値と場の算定を行うことで場と矛盾しない固有
解を得る方法を図示したものである。

3.3.2 電子相関効果

上記で説明したハートリー・フォック法での近似設定は、互いに直交する一粒子軌道
ϕi (r⃗)から多体波動関数を構成する独立軌道近似と、単一のスレータ行列式として多体波
動関数を構成する近似の 2つに分けて捉えることができる。これらの近似に依拠する厳密
解からの誤差のことを電子相関といい、これは更に動的相関と静的相関の 2つに分類され
る。動的相関は、電子同士の接近する状況での各々の軌道の避け合いを正しく記述できな
いことに由来する誤差のことで、これは特に違いの電子のスピンが反平行の場合に深刻と
なる。何故ならば、互いのスピンが平行ならば、反対称性原理に従い電子は互いに避け合
うため、動的相関による軌道形状の変化は比較的小さくなるのに対し、反平行の場合には
電子が接近することで動的相関の寄与が大きくなるためである。上記にて、交換効果と相
関効果に伴い電子分布が小さくなるのを夫々、交換孔と相関孔というが、本小節で説明し
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たハートリー・フォック法の特徴は、標語的に「交換孔は空くが、相関孔は空かない」と
しばしば言われる。系のトータルエネルギーに対する動的相関の寄与は全体の 1%未満で
あるものの、粒子の交換するような領域での記述性は化学結合と密接に関わっており、現
象の記述性を著しく低下させる要因となっている。次に、静的相関とは、単一のスレータ
行列式では、エネルギー的に縮退した複数の電子配置間に働く相互作用を記述することが
難しいことに由来する誤差である。静的相関が顕著となる物質群として 3d/4f 遷移金属
を含む錯体系が代表的な例として挙げられる。

3.4 密度汎関数法の概略
本節では、第一原理計算の手法の中で最も多用されている密度汎関数法について説明す

る。本研究の主たる方法論は後述する量子モンテカルロ法であるが、密度汎関数法の結果
を量子モンテカルロ法によるものと比較した議論を展開するため本節ではこれについて
導入する。

3.4.1 ホーヘンベルク・コーンの定理

密度汎関数法は、ホーヘンベルク・コーンの定理によって基礎づけられる。当該定理で
は、3N 次元の波動関数Φ (r⃗1, · · · , r⃗N) について記述された基礎方程式 (3.1)を、僅か 3次
元の電子密度関数 n (r⃗)を用いて其れと等価な方程式に書き換えられることを保証する。
ホーヘンベルク・コーンの定理は、基底電子状態の電子密度 n0 (r⃗) が与えられた場合に、
それを実現する外部ポテンシャル Vext (r⃗)が一意に決まることを示すものである。当該定
理により外部ポテンシャル Vext (r⃗)が決まれば、シュレディンガー方程式 (3.1)を介して基
底波動関数を含むエネルギー固有関数も決まり、また基底状態の電子密度も基底波動関数
のノルムとして与えられる。すると、外場 Vext (r⃗) やエネルギー固有関数 {Φi}i=0,1,2,··· と
いった基礎方程式 (3.1)の構成量は、結局基底電子状態の電子密度 n0 (r⃗)により決定付け
られるので、基礎方程式 (3.1)を其れと等価な n0 (r⃗)についての方程式に書き換えること
ができる。

以下では、ホーヘンベルク・コーンの定理を、「同一の基底状態電子密度 n0 (r⃗)を与え
る 2つの異なる外部ポテンシャル V

(1,2)
exp (r⃗) が存在することを仮定し矛盾を見つける」こ

とで、背理法により証明する。2つの異なる外部ポテンシャル V
(1,2)
exp (r⃗)は、夫々異なるハ

ミルトニアン Ĥ(1,2)、および、基底波動関数Φ(1,2)を与える。ここで、Φ(2)はハミルトニ
アン Ĥ(1)の基底波動関数では無いので

E(1) =
〈
Φ(1)

∣∣∣Ĥ(1)
∣∣∣Φ(1)

〉
<
〈
Φ(2)

∣∣∣Ĥ(1)
∣∣∣Φ(2)

〉
(3.17)
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が成立する。更に式変形を進めると

E(1) <
〈
Φ(2)

∣∣∣Ĥ(1)
∣∣∣Φ(2)

〉
E(1) <

〈
Φ(2)

∣∣∣Ĥ(2)
∣∣∣Φ(2)

〉
+
〈
Φ(2)

∣∣∣Ĥ(1) − Ĥ(2)
∣∣∣Φ(2)

〉
E(1) < E(2) +

∫
dr⃗ ·

[
V

(2)
ext − V

(1)
ext

]
· n0 (r⃗) (3.18)

となる。また 1と 2を入れ替えた

E(2) < E(1) +

∫
dr⃗ ·

[
V

(2)
ext − V

(1)
ext

]
· n0 (r⃗) (3.19)

も同様に得られるが、上述した 2式の和を取るとE(1) +E(2) < E(1) +E(2) となって矛盾
が生じる。よって、n0 (r⃗)を与える外部ポテンシャルは 2つ存在するという仮定は否定さ
れ、所与の n0に対して Vextは一意に決まることが示される。
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ホーヘンベルク・コーンの定理 

波
動
関
数
の
ノ
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を
取
る
 

図 3.2: ホーヘンベルク・コーンの定理周辺の推理の概略図。当該定理の存在により、外
場ポテンシャルVext (r⃗)、基底波動関数Φ0 (r⃗1, r⃗2, · · · , r⃗N)、基底状態の電子密度分布n0 (r⃗)

の内、どれかが決まれば他はすべて循環して得られることが保証される。したがって、支
配方程式 (3.1)と等価な、密度分布 n0 (r⃗)についての方程式が存在することが保証される。

基礎方程式 (3.1)の構成量である多体波動関数 {Φi}i=0,1,2,··· および外部ポテンシャル
Vext (r⃗)は共に基底電子状態の電荷密度 n0 (r⃗)により決まるので、式 (3.12)で与えられる
基底エネルギーE0は n0 (r⃗)の汎関数として以下のように与えられる:

E [n] = T [n] +
1

2

∫
d3rd3r′·n (r⃗)n (r⃗′)

|r⃗ − r⃗′|
+ EXC [n] +

∫
d3r · Vext (r⃗)n (r⃗) (3.20)

ここで、第一項の T [n]は運動エネルギー項、第二項は古典静電エネルギー項、第三項の
EXC [n]は交換相関エネルギー項、第四項は外部ポテンシャルエネルギー項であり、基底エ
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ネルギーE0はE [n]のn (r⃗)についての最小値として与えられる。しかしながら、コーン・
シャムの定理ではEXC [n]の具体的な形については与えられていない。その具体的な構成
方法について §3.4.3以下で述べるが、それが与えられたという仮定の下でのmin {E [n]}
の求め方については直下の小節で述べる。

3.4.2 コーン・シャム法

コーン・シャム法はmin {E [n]}を求めるのに一般に使用される手法である。当該手法
では波動関数形に式 (3.22)のスレーター行列式を仮定する。すると、電荷密度 n (r⃗)は一
体電子軌道のノルム和 n (r⃗) =

∑
i

|ϕi (r⃗)|2 として与えられる。E [n]が n (r⃗)について最小

化されている時、変分条件 δEHK [n]/δn = 0が成り立ち、ハートリー・フォック方程式と
類似した一体電子軌道についての自己無撞着方程式{

−1

2
∇⃗2 + Vext (r⃗) +

∫
d3r′ · n (r⃗′)

|r⃗ − r⃗′|
+ µXC [n]

}
ϕi (r⃗) = εiϕi (r⃗) (3.21)

が得られる。これをコーン・シャム方程式という。シュレディンガー方程式 (3.1)と比較
して、三次元の r⃗を変数とし大幅に簡素化されたものであるが、ホーヘンベルグ・コーン
の定理に基づき多体効果を取り込んでいる。基底状態のエネルギーは式 (3.21)の解を式
(3.20)に代入し得ることができる。

3.4.3 交換相関汎関数

密度汎関数法では、式 (3.21)に現れる交換相関ポテンシャル µxcが正確に与えられれ
ば、コーン・シャム方程式から電子多体問題を厳密に解くことができる。ホーヘンベル
ク・コーンの定理は、其のような交換相関ポテンシャルが存在することを保証する一方、
その汎関数形について如何なる示唆も与えておらず、したがって実用上は何らかの近似に
基づき交換相関ポテンシャル µXCは設定される。最もプリミティブなものは交換相関ポ
テンシャル µxc [n]が局所密度 n (r⃗)により決まると仮定したもので、これを局所密度近似
(LDA)という。LDA汎関数は一般には一様電子ガスの正確なシミュレーション結果を再
現するように数値的に構成され [37]、これは自由電子模型の描像と合う金属系の記述に優
れる傾向にある。一方、半導体や絶縁体、表面系といった電子分布の差が大きな系の場合、
同じ密度 nを与えている空間点でも、密度勾配 ∇⃗ · n (r⃗)の差により量子多体効果は大き
く異なってくることが懸念される。LDAではこのような差異を取り込むことが出来ない
ことから予見信頼性は低くなる傾向にある。その LDAの欠点を補うために一次補正とし
て密度勾配 ∇⃗ · n (r⃗)を含むように拡張されたものを一般化勾配近似 (GGA)という。また
最近ではラプラシアン ∇⃗2n (r⃗) まで含めたメタGGA汎関数の普及が急速に進んでいる。

LDA汎関数は先述の通り一様電子ガスのシミュレーションを再現するように構成され
るのに対し、GGAやメタGGAには具体的な汎関数系として数多くのバリエーションが
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存在する。汎関数の構成指針としては、電子ガスや構造のシンプルな結晶・分子系での高
精度シミュレーション結果を再現するように構成する方法の他に、カスプ定理や総和則な
どといった保存則を満たすように作るもの、調整可能なパラメータを与えて実験値を再現
するように最適化するものなどがある。密度汎関数法の計算コードでは、こういった多彩
な汎関数をユーザーが選択可能な形で準備しているものの「当座の問題に対してどの汎関
数が最も信頼性の高い予見を与えるか」を知るための指針は存在しない。したがって、密
度汎関数法計算の適用場面では、文献調査から対象系での予見で実績のある汎関数を見つ
けるか、複数の異なる交換相関ポテンシャルを用いて注意深く予見を検証することがなさ
れる。

3.4.4 自己相互作用

自己相互作用とは、式 (3.15)の i = j項に由来する相互作用のことである。ハートリー・
フォック法では、式 (3.16)の i = j項との打ち消されるため、i = j項の寄与は残存しな
いと述べたが、密度汎関数法では、交換項が交換相関ポテンシャルの中に吸収されてしま
う関係から、自己相互作用が生じてしまう。自己相互作用は、物理的にはある電子が自身
の占有軌道から受けるクーロン斥力相互作用であると捉えることができる。したがって、
各占有軌道は自身を避けて不当に非局所化する。自己相互作用の残存の問題に対し、交換
相関汎関数の交換項に対して式 (3.16) の交換項を混ぜることにより、これを緩和する方
策がある。このような交換相関汎関数のことをハイブリッド汎関数という。ハイブリッド
汎関数は、一般的に、広範な種類の系に対して高い記述性を発揮することが示されてい
る。一方、式 (3.16)では、場の寄与を電子密度として表すことが出来ず、ある位置座標 r⃗

でのポテンシャルを算定するのに空間全域に亘る積分を行う必要がある。このような「非
局所性」の性質をもつがために、ハイブリッド汎関数では計算量のオーダーがO(N3)か
らO(N4)へと大幅に増大する欠点がある。上記の性質は規模の小さな分子系ではあまり
問題にはならないものの、大規模分子や、特に、結晶のような周期系では計算を困難な
ものにしてしまう。此の問題に対し、DFT+U と呼ばれる代替策がある。此の方策では、
ハミルトニアンをハバード模型の U 項を含む有効ハミルトニアンに置き換え、パラメー
タ U の強さに応じて軌道が局所化するように補正することで、空間軌道の自己相互作用
による不正な非局所化を矯正する。

3.4.5 ミネソタ汎関数

上記のハイブリッド交換相関汎関数の中でも広く利用されているものとしてミネソタ汎
関数を挙げられる。ミネソタ汎関数は交換効果の取り込みの異なる多用なバリエーション
を提供している。ミネソタ汎関数は世代毎に大別され、M06ファミリー [39, 40, 41]、M11

ファミリー [42, 43]、MN12ファミリー [44, 45] などが一般に用いられている。まず、M06
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ファミリーは、交換相関汎関数の交換項に含まれるフォック項1の割合が異なるバリエー
ションを提供している。交換項が完全にフォック項であるものをM06-HF、フォック項が
全く含まれないものをM06-Lといい、またHF交換項を 27%、54%の割合で含むものをそ
れぞれM06、M06-2Xという。フォック項の割合の増加に伴い、自己相互作用をより打ち
消すことができるが、静的相関の評価は甘くなる傾向にあることから、フォック項の割合
は対称性系に合わせて決める必要がある。次の世代のM11ファミリーの代表選手である
M11汎関数は距離分離型汎関数と呼ばれるものである。交換相互作用の働く距離に応じ
てフォック項の割合を変化させる。短距離で交換を占めるフォック項の割合は 42.8%であ
るが、長距離では全てフォック項に置き換わる。静的相関と関係するのは主に短距離交換
であり、そこでのフォック項の割合を 42.8%に抑えると共に、長距離では其の割合を 100%

にすることで自己相互作用を完全に打ち消すことができる。一方、次の世代のMN12シ
リーズの代表選手であるMN12汎関数では、短距離相互作用でのみフォック項を導入して
おり、通常のハイブリッド汎関数と比べて計算コストを大幅に削減することができる。

3.5 基底系の概要
上記のハートリー・フォック法や密度汎関数法をはじめとする多くでの第一原理電子状

態計算手法では、電子軌道間の相互作用はそれらの電子軌道の積を含む積分から評価され
るが、上記の評価は電子軌道を所与の基底関数から展開し、各基底関数間での積分値を足
し上げることにより積分値を算定する。基底関数として、結晶等の周期系での計算では、
ブロッホの定理に由来して平面波が用いられるのが一般的であるのに対し、本研究で取り
扱う鉄フタロシアニン分子をはじめとする孤立分子系の計算では、平面波とは対称的に空
間的に局在した関数が用いられるのが一般的である。これには、次のスレータ関数

ξSlater (r⃗ − r⃗0) = P (r⃗ − r⃗0) exp [−α |r⃗ − r⃗0|] (3.22)

やガウス関数

ξGauss (r⃗ − r⃗0) = P (r⃗ − r⃗0) exp
[
−α(r⃗ − r⃗0)

2] (3.23)

等が一般的に用いられているが、スレ－タ基底関数は原子核付近のカスプ形状の再現性の
良い反面、積分計算に要するコストでガウス基底関数に劣ること、また核付近での記述性
は化学反応の記述に殆ど影響を及ぼさないことから、大方としてガウス基底関数が用いら
れている。ここで、式 (3.22)、式 (3.23)の P (r⃗)は x, y, zから成る多項式である。

ガウス基底関数は、原子核付近でのカスプ形状の再現することができないが、これには
複数のガウス関数から一つの基底系を表現し、カスプ形状を再現する方策が有効である。
これを基底関数の短縮という。此のように表現された基底関数を短縮関数、また短縮関数
を構成するガウス関数はプリミティブな関数と呼ばれる。

1ハートリー・フォック法で定義される交換項のこと。
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局在基底による電子軌道の最小構成は、それぞれの原子の各電子軌道に対し、一つの
基底関数を対応させるといったもので、最小基底系と呼ばれる。この基底系では、計算
コストを非常に低く抑えることが出来るものの、化学結合による価電子軌道伸縮を再現
することが出来ず、大凡の結果しか得ることができない。此れに対し、スプリット・ヴァ
レンス (split valence)基底系は、価電子軌道に対して空間的広がりの異なる複数の基底関
数を割り当てることで、軌道の伸縮を記述出来るようにしたものである。価電子軌道を
構成する基底関数の数に応じて名前が付けられおり、基底の数が 2, 3, 4であるのに対し、
それぞれダブルゼータ (double zeta)、トリプルゼータ (triple zeta)、クアドラプルゼータ
(quadruple zeta)と呼ばれる。

スプリット・ヴァレンス基底系が軌道の伸縮に対応するものであるのに対し、軌道形状
の変形に対応するものというコンセプトで開発されたのが分極基底系であり、原子の価電
子軌道よりも大きな各運動量の基底を基底関数系に加えることにより此れを実現してい
る。また、スプリット・ヴァレンス基底系では表現出来ないような、電子分布の更なる広
がりを表現するのがディフューズ (diffuse) 関数というが、本研究での計算対象であるス
ピン三重項状態のような不対電子の生じる場合に有効なものとして知られている。

3.6 量子モンテカルロ法の概略
本節では、本研究のメインとなる手法である量子モンテカルロ法について述べる。密度

汎関数法の汎関数による記述は多くの場合に正しい予見を与えるが、遷移金属化合物や
ファンデルワールス系といった特定の系の記述において汎関数に依拠した予見齟齬が問題
となる。一方、量子モンテカルロ法では交換相関汎関数を利用せず、シュレディンガー方
程式 (3.1)を R⃗ = (r⃗1, r⃗2, · · · , r⃗N) で記述された多体形式のままで解くことで、汎関数に依
拠しない信頼性の高い予見結果を与えることが出来る。量子モンテカルロ法には多くのバ
リエーションがあるが、最も多用されるのは変分モンテカルロ法と拡散モンテカルロ法を
併用するもので、本研究でもこの方策をとっており、以下では此等について説明する。

3.6.1 変分モンテカルロ法の概略

変分モンテカルロ法は、拡散モンテカルロ法の前段階として、波動関数に含まれるパラ
メータの変分最適化のために用いられる: 変分モンテカルロ法自体は所与の波動関数のエ
ネルギーを算定することしか出来ないが、エネルギーを最小化するように変分パラメータ
を最適化することで所与のパラメータ自由度の範疇で基底波動関数に近づけることが出
来る。パラメータ自由度をどのように与えるかは §3.7.3で述べるが、以下では変分モンテ
カルロ法によるエネルギー算定とパラメータの変分最適化法について述べる。
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変分モンテカルロ法の出発点は以下のエネルギー期待値の算定式である:

E =

∫
dR⃗ · n

(
R⃗
)
·EL

(
R⃗
)
, (3.24)

n
(
R⃗
)

=

∣∣∣Φ(R⃗)∣∣∣2∫
dR⃗′ ·

∣∣∣Φ(R⃗′
)∣∣∣2 , EL

(
R⃗
)
=

ĤΦ
(
R⃗
)

Φ
(
R⃗
) (3.25)

ここで n
(
R⃗
)
は波動関数Φ

(
R⃗
)
の電子密度分布、EL

(
R⃗
)
は局所エネルギーと呼ばれる

量である。式 (3.24)は「確率分布 n
(
R⃗
)
に従う確率変数 R⃗から成る確率変数EL

(
R⃗
)
の

平均値としてエネルギー期待値が与えられる」と読み替えることができる。電子密度分布
n
(
R⃗
)
を電子配置

{
R⃗
}

i=1,2,3,···
のヒストグラムで表現できれば、各 R⃗iの局所エネルギー

EL

(
R⃗i

)
の平均としてエネルギー平均値を算定することができる。

電子密度分布 n (r⃗)に従うヒストグラムは、以下の詳細釣り合い条件

n
(
R⃗
)
G
(
R⃗ → R⃗′

)
= n

(
R⃗′
)
G
(
R⃗′ → R⃗

)
(3.26)

を満たすようにヒストグラムを成すウォーカー分布を遷移させていき、その収束解として
得ることができる。式 (3.26)を満たす遷移方法にはいくつかバリエーションがあるが、そ
の中でもメトロポリス法と呼ばれる手法が最も早く収束解を得られるものとして知られ
ている。当該手法では、まずガウス分布に従って各ウォーカーについて遷移予定先をラン
ダムに決定し、その遷移を承認の可否を以下の遷移確率

G
(
R⃗ → R⃗′

)
= min

{
n′
(
R⃗
)/

n
(
R⃗
)
, 1
}

(3.27)

に従って決定する。これは「遷移先の密度分布が遷移元よりも高ければ遷移を無条件に承
認、低ければどれだけ低いかに従って可否を決める」と書き下され、式 (3.26)の詳細釣り
合い条件を満たす。

式 (3.24)を解くのに上記のような確率論的な手法を用いるのは、積分算定値の誤差を抑
制するためである。数値積分の決定論的手法として台形則やシンプソン則等が挙げられる
が、積分空間の次元が高くなると空間差分幅に依拠した誤差が爆発的に増大することから
3N 次元の積分を取扱う当該問題には適さない。一方、変分モンテカルロ法では、積分空
間の次元によらず、積分値の誤差はサンプル数Mの増加に伴い 1/

√
Mに比例して減少す

るため高次元の積分に適している。加えて、各ウォーカーの独立な遷移として実装される
ことから、並列計算に非常に適した手法となっている。

3.6.2 変分モンテカルロ法によるパラメータ最適化

波動関数がパラメータセット α⃗を含む形Φ
(
R⃗, α⃗

)
で与えられている場合に、変分モン

テカルロ法よりαを最適化し、基底波動関数の厳密解Φ0

(
R⃗
)
に近づけたい。最もプリミ
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ティブなアイデアは波動関数のエネルギー

E (α⃗) =

∫
dR⃗ ·

∣∣∣Φ(R⃗, α⃗
)∣∣∣2 · EL

(
R⃗, α⃗

)
(3.28)

を最小化するようにパラメータ αを決定する方策である。ここでΦ
(
R⃗, α⃗

)
は規格化され

ているものとした。エネルギー最小化とは異なる方策として、1986年に、セパレー氏に
よって、分散値

Var {EL} =

∫
dR⃗ ·

∣∣∣Φ(R⃗, α⃗
)∣∣∣2 · [EL

(
R⃗, α⃗

)
− E (α⃗)

]2
(3.29)

を最小化するアイデアが提案された。もしΦ
(
R⃗, α

)
= Φ0

(
R⃗
)
ならば、式 (3.25)で定義

される局所エネルギーは R⃗に依存しない定数になり、式 (3.29)の分散値は 0になることか

ら、パラメータ αがより小さい分散値を与える場合に、波動関数Φ
(
R⃗, α

)
は基底波動関

数Φ0

(
R⃗
)
のより良い近似となっているものと考えられる。分散値最小化法はエネルギー

最小化法よりもパラメータをロバストに最適化することができる。エネルギー最小化法
では、各パラメータαに対応するエネルギー値E (α⃗)の分散値が大きいことから、エネル
ギー値E (α⃗)を大きく過小評価するということが一定確率で生じうる。これはパラメータ
αの最適化を後退させてしまう。分散値最小化では分散値が抑えられているので、後退は
起こりにくい。

3.7 拡散モンテカルロ法の概要
変分モンテカルロ法は、所与のパラメータ自由度の範疇で波動関数を変分最適化する手

法であったのに対し、拡散モンテカルロ法では変分自由度を恣意的に設定すること無しに
変分最適化計算を行うことができる。その場合、変分モンテカルロ法が必要無いようにみ
えるが、変分モンテカルロ法が拡散モンテカルロ法に対してどのような役割を担うかは
§3.7.3で述べる。

拡散モンテカルロ法の出発点となる基礎方程式は以下の射影演算である:

Φ
(
R⃗, τ

)
= c · exp

[
−τĤ

(
R⃗
)]

ΦT

(
R⃗
)
, ΦT

(
R⃗
)
= Φ

(
R⃗, τ = 0

)
(3.30)

ここで、波動関数の初期状態ΦT

(
R⃗
)
を試行関数といい、密度汎関数法をはじめとする拡

散モンテカルロ法の外の枠組みから与えられる。エネルギー固有関数
{
Φi

(
R⃗
)}

i=0,1,2,···

は完全規格直交系を成すので、試行関数ΦT

(
R⃗
)
はこれらの線形結合として展開できる:

c · ΦT

(
R⃗
)
= c0Φ0

(
R⃗
)
+ c1Φ1

(
R⃗
)
+ c2Φ2

(
R⃗
)
+ · · · (3.31)
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式 (3.31)を式 (3.30)に代入すると

Φ
(
R⃗, τ

)
= c0e

−τE0Φ0

(
R⃗
)
+ c1e

−τE1Φ1

(
R⃗
)
+ c2e

−τE2Φ2

(
R⃗
)
+ · · · (3.32)

となる。エネルギー・オフセットを調整し、0 < E0 < E1 < E2 < · · · とすれば、時間 τ

の発展に伴い初項が最も遅く 0に漸近するので基底波動関数Φ0

(
R⃗
)
のみが残る。

3.7.1 伝搬形式とランダムウォーク

拡散モンテカルロ法は射影演算の式 (3.30)と等価な伝搬形式の方程式

Φ
(
R⃗, τ + δτ

)
=
∫
dR⃗′ ·GD

(
R⃗′ → R⃗, δτ

)
GB

(
R⃗′ → R⃗, δτ

)
Φ
(
R⃗, τ

)
GD

(
R⃗′ → R⃗, δτ

)
=
(

1
2πδτ

)(3N)/2
exp

(
−|R⃗−R⃗′|2

2δτ

)
GB

(
R⃗′ → R⃗, δτ

)
= exp

(
− δτ

2

[
V
(
R⃗
)
+ V

(
R⃗′
)]) (3.33)

に基づいて実装される。この式変形の詳細については付録で詳述している。上式のGB、
GDはそれぞれブランチング項、拡散項と呼ばれる。上式に基づく波動関数の時間発展は
変分モンテカルロ法と類似したアナロジーで実装することができる。まず波動関数を電子
配置

{
R⃗i

}
i=1,2,3,···

のヒストグラムで表現し、拡散項GDに従って遷移先を決める。次に

ブランチング項GBに従って、電子配置 R⃗iを生成消滅させる。例えば、GB = 3.7の場合
には、確率 7/10で遷移先に 4個のウォーカーが生成され、確率 3/10で 3個のウォーカー
が生成される。

現在普及している実用コードの場合、式 (3.33)で与えられるナイーブな伝搬形式ではな
く、当該式を更に書き換えたインポータンス・サンプリングと呼ばれる形式に基づいて実
装されている。インポータンス・サンプリングでは波動関数Φ

(
R⃗, τ

)
自体の時間発展で

はなく、試行関数 ΦT

(
R⃗
)
との積 f

(
R⃗, τ

)
= ΦT

(
R⃗
)
Φ
(
R⃗, τ

)
の時間発展を考える。式

(3.33)は関数 f
(
R⃗, τ

)
に関する時間発展方程式として以下のように書き換えられる:

f
(
R⃗, t+ δτ

)
=
∫
dR⃗′ ·GB

′
(
R⃗′ → R⃗, δτ

)
GD

′
(
R⃗′ → R⃗, δτ

)
f
(
R⃗′, t

)
GD

(
R⃗′ → R⃗, δτ

)
= exp

(
1

2πδτ

)3N/2
exp

(
− 1

2δτ

[(
R⃗− R⃗′

)
− v⃗

(
R⃗′
)
δτ
]2)

GB

(
R⃗′ → R⃗, δτ

)
= exp

(
− δτ

2

[
EL

(
R⃗
)
+ EL

(
R⃗′
)]) (3.34)

ここで、v⃗
(
R⃗
)
は

v⃗
(
R⃗
)
= ∂ ln

∣∣∣Φ(R⃗)∣∣∣/∂R⃗ (3.35)
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ここで v⃗
(
R⃗
)
はドリフト速度と呼ばれる。当該式の実装は式 (3.33)の場合とほぼ同様であ

るが、拡散項に従って電子配置 R⃗iの遷移先を決める前にドリフト速度 v⃗
(
R⃗
)
に従ってシ

フトさせる点のみ異なっている。インポータンス・サンプリング前の式 (3.33)との最大の

違いはブランチング項がポテンシャル V
(
R⃗
)
ではなく局所エネルギーEL

(
R⃗
)
の和とし

て与えられている点である。もしΦT

(
R⃗
)
= Φ0

(
R⃗
)
であれば、局所エネルギーEL

(
R⃗
)

は R⃗に依存しない定数となり、ΦT

(
R⃗
)
はΦ0

(
R⃗
)
を近似したものであるため R⃗に依拠し

たばらつきは非常に小さい。よって、電子配置
{
R⃗i

}
i=1,2,3,···

の増減は小さく、モンテカル

ロアルゴリズムに基づくサンプリングの安定性はインポータンス・サンプリングにより大
幅に向上している。

各時刻 τ でのエネルギーE (τ)は以下の混合推定量により評価する:

E (τ) ∼

∫
dR⃗ · Φ

(
R⃗, τ

)
ĤΦT

(
R⃗
)

∫
dR⃗ · Φ

(
R⃗, τ

)
ΦT

(
R⃗
) =

∫
dR⃗ · f

(
R⃗, τ

)
· EL

(
R⃗
)

∫
dR⃗ · f

(
R⃗, τ

) (3.36)

上式は、厳密には波動関数Φ
(
R⃗, τ

)
のエネルギー評価式と一致しないものの、上式を用

いることで有意な誤差が生じる例はこれまでに報告されていない。何故ならば、当該式は
Φ
(
R⃗, τ

)
= Φ0

(
R⃗
)
の場合にはΦ

(
R⃗, τ

)
のエネルギーを厳密に与えるが、Φ

(
R⃗, τ

)
の収

束解はΦ0

(
R⃗
)
の非常に良い近似であるためである。拡散モンテカルロ法では、各時間毎

にエネルギーE (τ)をサンプルし、その標本平均としてエネルギーを算定する。したがっ
て、エネルギーの算定値には統計誤差が含まれる。エネルギーE (τ)の分散は局所エネル

ギーEL

(
R⃗
)
の分散を反映したものであるが、その分散は試行関数ΦT

(
R⃗
)
が基底波動関

数Φ0

(
R⃗
)
に近いほど小さくなるため、試行関数ΦT

(
R⃗
)
の質は拡散モンテカルロ法の統

計効率を決定付けるものである。

3.7.2 フェルミオン系の場合の実装; 固定節近似

式 (3.30)の射影演算により基底波動関数Φ0

(
R⃗
)
が得られると述べたが、何の制約も課

さず射影演算を行った場合にはボゾン系の基底波動関数が得られてしまう。フェルミオ
ン系のものを得るためには §3.3で説明した反対称性関係を満たすための制約を課す必要
がある。現在の拡散モンテカルロ法の実装では固定節近似が用いられている: 試行関数
ΦT

(
R⃗
)
の節 (i.e. ΦT

(
R⃗
)
= 0) を跨ぐようなウォーカーの遷移を棄却することで波動関

数Φ
(
R⃗, τ

)
= 0が節の位置に振幅を持たないようにする。拡散モンテカルロ法の枠組み

では、現在のところ節の位置を最適化する方法は確立されていないことから計算結果は所
与の試行関数ΦT

(
R⃗
)
の与える節の精度に完全に依拠する。とはいえ、節付近では元々電
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子密度が疎であることから、固定節近似が強く影響してくるのはクロム二量体といった一
部の特殊な系に限定され、節構造に依拠して予見が定性的に変化するケースは稀である。

3.7.3 ジャストロ・スレータ試行関数

一般に、試行関数ΦT

(
R⃗
)
には密度汎関数法や後述するCASSCF法に代表される量子

化学的手法より得られる波動関数を利用する。複数種類の試行関数で拡散モンテカルロ法
計算を回し、それぞれ異なる予見が得られた場合、拡散モンテカルロ法は変分原理に従う
ことから、エネルギー予見の最も低いものが最も信頼性の高い結果であるとみなすことが
できる。上小節で試行関数ΦT

(
R⃗
)
が基底波動関数Φ0

(
R⃗
)
の良い近似であるほど拡散モ

ンテカルロ法の統計効率はよくなることを述べたが、試行関数を単なるスレーター行列式
の形で与えた場合、2つの電子が接近した場合のポテンシャル発散に伴う波動関数のカス
プ形状を再現することができず、電子間の距離が狭まるにつれて局所エネルギーEL

(
R⃗
)

のは無限大発散に向かうことから、実用的な統計効率を実現できない。

上記のカスプ形状を再現するために波動関数が満たすべき条件のことを加藤のカスプ
条件 [47]といい、これは数学的に与えられたものであるが、量子モンテカルロ法では試行

関数 ΦT

(
R⃗
)
に以下のジャストロ因子というパラメータ関数 J

(
R⃗
)
を付与することで上

記の加藤のカスプ条件を満たすように調整する:

ΦT

(
R⃗
)
= exp

{
J
(
R⃗
)}

· Φ
(
R⃗
)

(3.37)

ここで、exp
{
J
(
R⃗
)}
は常に正値をとるため、ジャストロ因子は試行関数の節を変えず、

その振幅にのみ影響を与える。このパラメータ関数こそ、拡散モンテカルロ法の適用の前
段階として、変分モンテカルロ法で変分最適化されるものである。ジャストロ因子の最も
基本的な構成は、電子間の距離に依存する u項と電子の空間座標に依存する χ項から成
るものである。このうち、加藤のカスプ条件に主に関係するのは u項である。χ項は、電
荷密度の高い領域で u項の作用により電荷密度が不当に小さくなることの補正項として
与えられている。密度汎関数理論は、電荷密度について正確であるが、図 3.3をみると u

項を導入することで生じた電荷密度分布のズレが χ項の取り込みにより修正されている
ことが見て取られる。実際には、上記に加えて 2つの電子と 1つの原子核との位置に依存
する f項やより高次の項を与える場合もあり、パラメータの変分自由度が上昇するに従い
統計的効率が改善することが知られている (図 3.4)。一方、パラメータの数が増えるに従
い、これらの変分最適化の難しさや人的コスト、また試行関数の評価に要する計算コスト
も高くなり、ジャストロ因子の構成はこういった要因のバランスを勘案して決定される。
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図 3.3: ジャストロ因子の導入に伴う、元々の試行関数からの電荷密度のずれを表したも
の。それぞれ文献 [48]の図 7と図 8より引用。uタームのみを用いた場合には、電荷密度
は大きく異なることを見てとることができるが (左図)、χタームを用いることで大きく改
善されることを見てとることができる (右図)。

図 3.4: ジャストロ因子の変分自由度と統計的効率との関係。文献 [49]の図 3より引用。u

ターム,χターム,f ターム,· · · とパラメータの数が増えるに従い、統計的効率が向上して
いるのを見てとることができる。
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3.7.4 ジャストロ因子のパラメータ最適化指針: 変分原理

ジャストロ因子を構成する各項は、次に示すようなべき級数で表される:

u (rij) = (rij − Lu)
C ·

Nu∑
m=0

αmr
l
ij,

χ (riI) = (riI − Lχ)
C ·

Nu∑
m=0

βmIr
m
iI , (3.38)

f (riI , rjI , rij) = (riI − Lf )
C(rjI − Lf )

C ·
Ne−N

f∑
l=0

Ne−N
f∑

m=0

Ne−e
fI∑

n=0

γlmnIr
l
iIr

m
jIr

n
ij.

ここで、Lをカットオフ半径といい、電子-原子核間、または、電子-電子間の距離がカッ
トオフ半径よりも大きいときには、その項の値を 0とする。カットオフ半径、および、べ
き級数の展開係数 αm, βmI , γlmnIといった任意パラメータは、変分原理と呼ばれる厳密な
指針により最適化される。つまり、変分原理は、あるハミルトニアンに対して、基底状態
の波動関数よりも低いエネルギー期待値をもつ量子状態が存在しないことを保証する基
本原理であるが、パラメータ空間上でエネルギーの極小点を与えるものとしてパラメータ
を決定する。この際、エネルギーの評価は、試行関数はスレータ行列式にジャストロ因子
が乗じられたものであることから 3N次元の積分を行わねばならず容易ではないように思
われる。何故ならば、代表的な数値積分手法であるシンプソン則では、メッシュの粗さに
依存した誤差が積分空間の次元が大きくなるに従い急激に大きくなるためである。一方、
§ 3.7.4で説明した変分量子変分モンテカルロ法には、積分の誤差はサンプリング点数に
のみ依存し、次元には依存しない性質があることから上記のパラメータ最適化を可能とし
ている。他方、パラメータの最適化をどのように行うかであるが、此れには共役勾配法と
いった手法が通常用いられている。

3.7.5 電子-原子核カスプとカスプ補正スキーム

§ 3.5では、ガウス関数では原子核周囲のカスプを再現することが出来ないもののハー
トリー・フォック法や密度汎関数法の範疇では化学結合の記述性には殆ど関係しないため
問題無いと述べた。しかしながら、拡散モンテカルロ法の場合には、この領域での厳密
解からのズレが計算を大きく不安的かしてしまう。電子と原子核との引力相互作用エネル
ギーが負に発散するため、電子間の場合と同様に試行関数は此れを打ち消すような加藤の
電子-原子核カスプを持たなければならない。電子-電子カスプの場合には試行関数に対し
てジャストロ因子を付与することでカスプ条件を満たしたが、電子-原子核カスプの場合
には試行関数全体を上記のカスプ条件を満たすスレータ関数により置換するという方策
がとられている。
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3.8 完全活性空間自己無撞着場法の概略
本節では、量子モンテカルロ法の試行関数の生成に用いる完全活性空間自己無撞着場

法 (CASSCF)の概略を述べる。この手法では、密度汎関数法のように基底配置のみでは
なく、他の電子配置について波動関数を算定することが出来る。まず、相関効果を取り扱
うのに、§ 3.4で述べた密度汎関数理論とは異なるアプローチである波動関数のマルチデ
ターミナント展開について述べる。次に、これと密接に関係する概念である単参照性と多
参照性について述べる。そして、多参照理論において波動関数に取り込む電子配置を指定
するのに用いられている活性空間について述べ、最後にCASSCF法の 2つの異なる実装
である特定状態CASSCF法と状態平均CASSCF法について述べる。

3.8.1 マルチデターミント展開

§ 3.4で説明した密度汎関数法は、ハミルトニアンを交換相関汎関数という有効ハミル
トニアンで置き換えることで、波動関数はスレータ行列式のまま、相関効果を取り込んだ
手法である。一方、CASSCFの属する量子化学的手法は、ハミルトニアンは変えずに、波
動関数形を変えることで相関効果を取り込んでいる。波動関数の展開とは、具体的には、
基底配置のみならず、他の電子配置に対応するスレータ行列式との線形結合として波動関
数を表現することで変分自由度を上げる。量子化学的手法の利点はハミルトニアンを不変
に保つことで変分原理が成立すること、密度汎関数理論で交換相関汎関数に依存して予見
が変わってしまう場合に、汎関数依存性無しで信頼性の高い予見を与えられることなどが
あるが、一方で変分自由度の増加に伴い、比較的多くの計算コストを要するといった欠点
がある。

3.8.2 単参照と多参照

§ 3.3.2では、動的相関と静的相関と呼ばれる相関効果の 2つの分類について説明した。
マルチデターミナント展開で取り込むことができる電子配置と取り込まれる相関効果と
の間には概ね次に説明する関係を見出すことが出来る: マルチデターミナント展開は、基
底配置に対してその励起配置を取り込む方法と基底配置から電子励起させた電子配置と
して表現することができない、エネルギー的に近接した電子配置を取り込む方法との 2種
類があるが、概ね前者は動的相関に効くのに対し、一方、後者は静的相関に効くと分類で
きる。更に、動的相関と静的相関を共に取り込みたい場合には、後者のマルチデターミナ
ント展開に加えて、それぞれの電子配置からの励起行列式を波動関数に加える。このよう
に、励起配置を作る基となる電子配置のことを参照配置といい、参照配置が１つのものを
単参照、また複数の場合のものを多参照という。

本節で説明するCASSCF法は、上記の記述に基づけば多参照で、かつ、励起電子配置を
取り込まれない理論であると言えるつまり、波動関数にはエネルギー的に縮退した電子配
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置のみが取り込まれており、静的相関に特化した理論であると位置づけることが出来る。

3.8.3 活性空間の指定

CASSCF法をはじめとする多参照理論において、活性空間と呼ばれるものにより参照
配置を指定する方策が一般に用いられている。活性空間は、縮退する複数の電子配置に対
して、電子の占有状態から差異を与える複数の電子軌道と、それらを占める電子数とを指
定するもので、上記の電子が上記の電子軌道を占有する全てのパターンに対応する電子配
置を参照配置として多体波動関数を構成する。本研究の場合のように電子配置が 3d殻内
の占有状態で表されるときには、活性空間として 3d殻の電子軌道と電子するを指定する
のが最小の活性空間となる。

3.8.4 特定状態CASSCF法と状態平均CASSCF法

CASSCF法では、基底配置だけではなく他の励起配置の計算も行うことが出来るが、上
記の電子配置に対する計算方法の違いから特定状態CASSCF法と状態平均CASSCF法と
の 2つに大別することができる。このうち、一般にCASSCF法と呼ばれているのは前者
の SS-CASSCF法であり、それぞれの電子配置に対して電子軌道を最適化し、その電子軌
道から各波動関数を構成する。一方、SA-CASSCFでは、エネルギーの比較を行いたい全
ての電子配置に対して電子軌道を平均的に最適化し、各波動関数はこの共通の電子軌道か
ら構成される。後者の手法は共通の電子軌道を用いることから、各電子配置で共通のジオ
メトリを用いなければならないということに注意する必要がある。
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第4章 研究の方法

本章では、本研究での計算実務の内容について説明する。量子モンテカルロ法を用いた
研究では、その計算実務は、一般に、量子モンテカルロ法の入力として必要になる試行関
数の生成と、量子変分モンテカルロ法による試行関数のリファインメント、そして量子拡
散モンテカルロ法の計算とに分けて捉えられる。とりわけ、本研究では、試行関数を構成
する基底関数に f ガウス関数と呼ばれる高次の基底関数が含まれ、また試行関数は不対
電子対をもつ配置のマルチデターミナント展開として表されるが、既存のコンバータは此
等の変換に対応していないという事情から、コンバータの自作も全体の中で大きな比重を
占める工程となった。本章では上記 4つの工程について順に説明する。また、密度汎関数
法予見の交換相関汎関数依存性を明らかにするために、交換相関汎関数とエネルギー予見
との関係を系統的に調べあげるが、この方法についても説明する。

CASSCFにより各電子配置の 

波動関数の生成 

各電子配置の波動関数を量子拡散 

モンテカルロ計算の入力形式に変換 

各電子配置の試行関数を 

ジャストロ・ファクタにより最適化 

各電子配置の試行関数に対し 

量子拡散モンテカルロ計算実行 

GAMESS 

自作コンバータ 

CASINO 

CASINO 

図 4.1: 量子拡散モンテカルロ計算のフローチャート。GAMESS [50]、および、CASINO

は共に第一原理電子状態計算パッケージの名称である。GAMESSは密度汎関数理論や量
子化学的手法をはじめとする第一原理計算の各種従来法を、CASINOは量子モンテカル
ロ法を実装したものである。
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4.1 完全活性空間自己無撞着場法による試行関数の生成
この節では、完全活性空間自己無撞着場法 (CASSCF)を用いて、本研究で対象とする

電子配置毎に多体波動関数を生成する方法について述べる。CASSCF計算に必要となる
のは、尚、本研究ではCASSCF計算にはGAMESS[50]と呼ばれる電子状態計算パッケー
ジを用いた。

4.1.1 CASSCF試行関数の概要

§ 3.8.4では、CASSCF法には特定状態 CASSCF法と状態平均 CASSCF法との 2つが
あることを述べ、また両者の差異について説明したが、量子拡散モンテカルロ法の試行関
数を生成するのに用いるのには状態平均CASSCF法の方がより適切な手法であることが
Bouabcaらにより示唆されている [14]。彼らは、アクロレイン (Acrolein)と呼ばれる有機
分子を対象に、図 4.2に示すような非結合性軌道 (n)から反結合性軌道 (π∗)への励起エネ
ルギーを、特定状態CASSCF法、および、状態平均CASSCF法のそれぞれから得られた
試行関数に対して量子拡散モンテカルロ法を適用することで調べた。その結果、特定状態
CASSCF法を試行関数の生成に用いた場合では予見結果が基底系サイズに依存して大き
く変化するのに対し、状態平均CASSCF法では予見結果が基底系サイズに依らず、おお
よそ一定になることが示された。このことは、状態平均CASSCF法では各電子配置で共
通の電子軌道を用いることで、基底状態と励起状態の固定節近似の大部分が相殺するため
であると説明されている。本研究でも、SA-CASSCFから試行節を生成する。また、活性
空間は、計算時間との兼ね合いから、鉄の 3d軌道内の励起のみを参照配置とするものと
した。

4.1.2 計算対象とする電子配置の指定

状態平均CASSCF法では、計算対象とする電子配置をエネルギー準位から指定するが、
鉄フタロシアニンのように予めエネルギー準位と電子配置との関係が分からない場合に
は、上記の指定は難しい問題となる。そこで、本研究では、それぞれの電子配置に対して
特定状態CASSCF法を適用し、その計算結果より電子配置間のエネルギー準位を見積も
り、此れに従い、重み付けするエネルギー準位を指定した。計算結果については § 5で詳
しく述べる。

4.1.3 分子構造の指定

第一原理計算全般において、計算に用いる分子構造をどのように与えるかは予見結果に
影響する大きな要因の一つである。本研究の場合には、電子配置毎に最安定な分子構造が
異なることが想定されるため、各電子配置対して構造最適化という手法から各電子配置
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図 4.2: アクロレインの分子構造、および、酸素の非結合性軌道から炭素と酸素間の反結
合性軌道への電子励起を図示したもの。[14]の図 1より引用。

の最安定構造を算定したい。しかしながら、状態平均CASSCF 法では、計算対象とする
全ての電子配置を一度に計算することから、上記の方策をとることは出来ない。したがっ
て、共通に用いる分子構造を決める必要があるが、これまでに鉄フタロシアニンの構造は
β相に対するX線散乱実験 [51]のものと孤立系に対するDFT計算 [10]のものの 2つが先
行研究として報告されており、本研究では孤立系を対象としていることから後者のジオメ
トリを採用した。このことによる誤差については、§ 5で議論する。

4.1.4 初期推定軌道の準備

自己無撞着場計算では、反復計算の初期条件として、予め電子軌道をを入力として与
える必要があり、この電子軌道のことを初期推定という。一般には、拡張ヒュッケル法と
呼ばれる推定手法が初期推定の生成に用いられる。単一スレータ行列式を波動関数とす
る自己無撞着場計算の場合には、上記の初期推定は大方の場合で収束解を与える。一方、
CASSCF法は初期推定に非常に敏感な手法であり、多くの場合に単にヒュッケル法から得
られた初期推定から収束解を得ることはできない。CASSCF法での初期推定の生成に関
して、活性空間に含まれる軌道が価電子準位付近に分布するような初期推定を、エネル
ギー準位に制限を課したハートリー・フォック法から用意し、それを初期推定として用い
る方策が知られている。しかしながら、上記の方策を用いてもCASSCF法の初期推定に
用いる軌道の生成は、非常にスキルを要するものであり、本研究では理研の川島雪生博士
にご用意頂いた初期推定を使用した。
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4.1.5 基底系の指定

本研究では、ガウス基底系を使用し、其の中でも初期推定の生成に用いられている基底
系である 6-31G**を使用した。この基底系は、スプリット・ヴァレンス (split valence)基
底系の中でも代表的なものであるポープル (Pople)基底系に属するものである。基底系の
名前は、基底系の構成を表現しており、まず 6,3,1はそれぞれ内殻軌道、価電子軌道より
も 1つ内側の軌道であるセミコア軌道、および、価電子軌道のそれぞれにおいて、１つの
基底を短縮するプリミティブなガウス関数の数を表している。また、*は分極基底系が付
与されることを意味しており、**と 2つ続いているのは全てのイオンに対し分極基底系が
付くことを表している。また、Gはディフューズ (diffuse)基底系も付与されることに対応
している。

4.1.6 収束条件

CASSCF法をはじめとする自己無撞着場計算では、解の収束を判断するための収束条
件が必要になるが、GAMESSのデフォルト設定では、自己無撞着場計算で現れる密度行
列の最大成分の反復ステップ事の差異が閾値よりも小さくなることを以て収束を判定す
る。本研究でも、上記の指針から収束を判定し、また収束半径もGAMESSのデフォルト
値を用いた。

4.2 自作コンバータによる波動関数の変換
この節では、GAMESSから各電子配置に対して得られた波動関数を、CASINOの入力

として変換するためにはコンバータが必要となる。GAMESSからCASINOへのコンバー
タはCASINOのパッケージの中に用意されているが、本研究では f よりも高次のガウス
関数の変換が実装されていないこと、不対電子をもつスレータ行列式を含む多行列式波動
関数の変換を行うことができないことから、これを改良して用いた。本節ではこれら 2つ
の改良について述べる。

4.2.1 基底関数の変換

ガウス基底系には、§ 3.5で述べた分類に加えて、dよりも高次の基底関数の表現に関
して、2つのバリエーションが存在し、それぞれ直交ガウス基底系、球面ガウス基底系と
呼ばれる。これら基底系では、ガウス関数 P (x) exp(−αr2)の多項式部分 P (x)が表現が
異なり、直交ガウス基底系の場合には、多項式は x, yz, x2zといったシンプルな関数形で
表現されるのに対し、球面ガウス基底系はやや技巧的な定義となる1。これは、中心力ポ

1http://coco.sam.pitt.edu/~defusco/index.php/User:Kevin/gamess_to_casino#d
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テンシャル下にある一電子軌道の角度方向の解である球面調和関数に対応づけて構成した
ためであり、直交ガウス基底系よりも基底関数の数は少なくなる。ガウス基底のうち、量
子モンテカルロ法の計算に用いるCASINOは球面ガウス関数にのみ対応しているのに対
し、GAMESSは球面ガウス関数を用いた場合にも直交ガウス関数として出力することか
ら両基底関数間の変換が必要となる。GAMESSからCASINOへの基底変換はGasperich

により纏められており 1、これに基づき f 基底関数の変換をコンバータに実装した。

4.2.2 多行列式波動関数の変換

GAMESSでは、CASSCF法より得られた多行列式波動関数を構成する各スレータ行列
式を、活性空間を占める電子の配置として表現するのに対し、CASINOでは、基底電子
配置でどの占有軌道をどの非占有軌道と交換して出来るかで表現する。例えば、活性空間
の軌道のエネルギー準位を 143,144,145,146,147と表し、下スピンの活性電子数を 3とす
るならば、基底配置における下スピンの占有軌道は 143, 144,145であるが、下スピンの軌
道占有状態が 143,145,146である電子配置は 144軌道と 146軌道との交換として表現され
る。このとき作られたスレータ行列式では、エネルギー準位 143,146,145の軌道が順に並
ぶが、一方、GAMESSの行列表現では、エネルギー準位の順に軌道が並ぶことを想定し
ている。よって、スレータ行列式では軌道の交換に対して符号が反転することから、エネ
ルギー準位の順に並び替える操作が奇置換の場合には行列式の符号を反転させなければ
ならず、コンバータでは此のように実装した。

4.3 量子モンテカルロ計算
この節では、各電子配置に対して得られた波動関数に対し、量子モンテカルロ法から計

算する方法について述べる。まず、量子拡散モンテカルロ法の前段階として必要となる、
ジャストロ因子を用いた試行関数の変分最適化について述べる。次に量子拡散モンテカル
ロ法や、得られたデータを解析するためのポストプロセスについて述べる。

4.3.1 ジャストロ因子の変分最適化

本研究では、CASINO[18]で実装されている、べき級数展開された形のジャストロ因子
をを用い、これは χ、u、f の 3つの項で展開したものとする。本研究では、χ項、およ
び、u項をそれぞれ 8項で展開し、また、f 項は電子-電子、および、電子-核のカスプを
共に項数 2で展開した。線形変分パラメータは計 144個である。本研究では、の中の非線
形パラメタであるカットオフ半径LをCASINOの推奨値に固定し、線形変分パラメタの
みを分散最小化法から変分最適化した [52]。また、全電子計算にかかる「電子と核の接近
に伴うカスプ」については、CASINO[18]に実装されているカスプ補正スキーム [53]を用
いた。
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4.3.2 刻み時間誤差の外挿推定

量子モンテカルロ法では、式 (3.34)の時間発展を行うが、量子拡散モンテカルロ法で
は、シミュレーションに用いる刻み時間に依存して誤差が生じることが知られており、こ
れを刻み時間誤差という。この誤差に対して、2つの異なる刻み時間での計算結果から外
挿することで、刻み時間が 0となる極限の値を見積もるという手続きが用いられている
が、これは刻み時間が 0に近い領域では誤差が刻み時間に比例するためである。上記の比
例関係が成り立つような刻み時間の最大値を τmaxとすると、刻み時間誤差の見積りには
次の 2つの刻み時間 τ1 = τmax,τ2 = τmax/4 を用いるのが良いことが示されている。[54]

τmaxについては、全電子計算の場合には、系に含まれる最大の原子数を Z としたとき、
τmax < 1/(3Z2)であることが示唆されており、鉄フタロシアニンの場合には Z = 26(Fe)

であるから、刻み時間をは τmax = 2.0× 10−4とした。各刻み時間に対して、8:1の蓄積数
比で統計的サンプリングを行うのが統計的効率を最大化することが示されており [54]、本
研究でもこの指針に従った。刻み時間 τ1, τ2対するエネルギー値をE1,E2、分散値を σ2

1,σ
2
2

とすると、τ → 0への内挿値は、エネルギー、分散、夫々に対し、

E =
τ2E1 − τ1E2

τ2 − τ1
, ∆2 =

∆2
1τ

2
2 +∆2

2τ
2
1

(τ2 − τ1)
2 . (4.1)

と与えられ、以降の最終結果ではこの内挿値を採用している。

4.3.3 配位数制御誤差

量子拡散モンテカルロ法では、波動関数を離散的に表現する配位の数を目標配位数とい
うパラメータで調整する。局所エネルギーELをエネルギーカットオフET からEL −ET

に置き換え、配位数が目標配位数を上回る (下回る)場合にエネルギーカットオフを大き
く (小さく)することにより、配位数に負のフィードバックを与え、配位数を目標配位数
周りに保つ。上記の操作は、配位数制御誤差と呼ばれる誤差を生じさせることが知られて
いる。此のエラーには、目標配位数の増加により小さくなる性質がある。またこれを打ち
消すための方策としてリウェイティング (re-weighting)法が提案されており、目標配位数
を 1000 程度にとり、此の手法と組み合わせることで、配位数制御誤差は無視できるほど
小さくなることが経験的に知られている。本研究では、計算機環境の都合上、量子拡散モ
ンテカルロ法には 640コアを用いたが、1コア当たり大凡 10個の配位数が並列計算に適
していることから、目標配位数を 6400とした。

4.4 密度汎関数法の計算方法
本研究では、各電子配置のエネルギー比較を行いたいが、通常の密度汎関数法では、

自己無撞着場計算の帰結として基底電子配置のエネルギーしか得ることが出来ない。此
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の問題に対し、第一原理計算パッケージ Gaussian 09[55]に実装されている機能である
「guess=alter」と「scf=symm」とを並用するのが有効である。前者は初期推定の軌道を
並び替えるものであり、また後者は自己無撞着場計算の過程で a2g や eg といった各既約
表現に属する占有軌道の数を一定に保つものである。よって、初期推定の段階で、所望の
電子配置と同じ既約表現の電子配置を与えておくことで、それぞれの電子配置に対して
夫々、計算を行うことができる。その他の計算条件として、まず基底系にはクアドラプル
ゼータ (quadruple zeta)に属する、非常に精度の高い基底系であるDef2QZVPを用いた。
また、自己無撞着場計算の収束条件はGaussian 09のデフォルトのものとした。
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第5章 結果

5.1 量子拡散モンテカルロ計算の結果
量子拡散モンテカルロ計算の微小時間誤差補正前後の結果を図 5.1に示す。刻み時間に

対する、最終的な外挿値での予見では、A2gが基底配置と予見され、これは多くの密度汎
関数法による予見 [7, 8, 6]を支持している。一方、第 1励起状態に関しては、エネルギー
予見が統計的誤差の範囲で区別することができなかった。図 5.1の顕著な点として、Eg(a)

では、非常に小さいとされる微小時間幅 τ = 0.0004でも、全電子計算故、微小時間誤差
が十分に収束していないように見えることが挙げられる。そのため、その他の配置では、
LEEらの提案 [54]に従い、微小時間 τ = 0.0001, 0.0004 から微小時間誤差の外挿見積を
行ったのに対し、Eg(a)では微小時間 τ = 0.0001, 0.0002を用いた。

図 5.1: 鉄フタロシアニンの各電子配置に対するDMC計算結果を示す。縦軸はトータル
エネルギー、横軸は微小時間幅であり、エラーバーは統計的精度を標準偏差で表したもの
である。τ = 0.0000でのデータは、2つの微小時間に対するデータから外挿して得られた
ものであり、Eg(a)では τ = 0.0001, 0.0002、その他の電子配置では τ = 0.0001, 0.0004

から外挿した。
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5.2 ジオメトリ共通化による影響
本計算では、各電子配置の全てに共通のジオメトリ [10] を用いた。これは、試行関数

として状態平均完全活性空間自己無撞着場法を用いる上で避けられない弱点であり、電子
配置間での最適なジオメトリが大きく異なる場合には、電子配置間のエネルギー差の評価
に対して有意に大きな誤差を与え得る。実際、エネルギー差の評価に対して当該手法から
試行関数を生成することを推奨する論文 [14]中でもこの弱点は露顕している: アクロレイ
ンに対し、状態平均完全活性空間自己無撞着場法を適用し、基底配置と励起配置とのエネ
ルギー差が算定されたが、150 meVほど過大評価している。論文中では説明されていな
いものの、電子励起に対して、C = Oの結合長は 8 % [56, 57]だけ伸長するにも拘らず共
通のジオメトリ [57]を用いており、各状態での構造緩和によるエネルギー利得分が反映さ
れていない事が過大評価の原因と考えるのが妥当な説明となる。本研究でも、こうした懸
念がないかどうか、各配置で構造緩和させた場合のエネルギー利得を、B3LYP交換相関
汎関数を用いた密度汎関数理論の範囲内で評価した (表 5.1)。電子配置間のA2g配置を基
準とする相対エネルギーは、1.3 %以内で共通のジオメトリを用いた場合と一致した。絶
対値として差は 7.7 meV以内であり、量子拡散モンテカルロ法の統計誤差に較べてはる
かに小さく、共通のジオメトリを用いることによる予見に与える影響は無視することがで
きる。各電子配置の最適化構造間で最も差が大きく生じたのは鉄と最近接窒素との結合
長であるが、それでも最大で相対パーセント 0.26 %以内に収まっている。これは鉄ポル
フィリンにおける、鉄と最近接窒素との結合長は dx2−y2 軌道の占有数でほぼ決定付けら
れるとする報告を支持している [58]。

表 5.1: 各電子配置に対する B3LYP交換相関汎関数を用いた密度汎関数法での構造緩和
エネルギー利得∆Egeom.、共通のジオメトリ [10]を用いた場合とのA2gを基準とする相対
エネルギーの差異、および、最適化ジオメトリでの鉄と最近接窒素との距離を記載。相対
エネルギーに関して、共通のジオメトリーを用いた場合との差異を相対パーセンテージ
で括弧内に示す。電子配置がEg対称性に属する場合には、電子密度の対称性の低下に伴
い、構造の対称性がD2hに低下している。このように歪みが生じた場合には、Fe-Nボン
ド長に関して、長短それぞれの値を載せた。

∆Egeom. Fe-N bond length /Å

A2g -0.0 meV 1.949 Å

B2g -4.7 meV (-1.3 %) 1.946 Å

Eg(a) -1.1 meV (-1.2 %) 1.946 Å/1.950 Å

Eg(b) -7.7 meV (-1.0 %) 1.941 Å/1.951 Å
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5.3 密度汎関数法の予見不定性
図 5.2に、各種汎関数による密度汎関数法の結果、完全活性空間自己無撞着場法、量子

拡散モンテカルロ法の結果の比較を示す。まず分かるのは、完全活性空間自己無撞着場法
や量子拡散モンテカルロ法と比べて、密度汎関数法ではエネルギー差を全体的に過小評
価する傾向が見て取れる。これはDFTによるギャップ過小評価など、一般的に見られる
励起エネルギー過小評価の傾向と符合する。密度汎関数法の多くは、拡散量子モンテカル
ロ法と同様にA2gを基底配置と予見する傾向があるが、図に見られるように、A2g以外を
基底配置と予見するものも有り、こうした交換相関汎関数の違いによる不定性は以前から
指摘されている [33, 8, 9]。量子拡散モンテカルロ法の示す「N字型」の予見パターンを、
最も信頼性の高い参照標準予見と信じれば、密度汎関数法で、この予見を得るためには、
交換効果、特に短距離交換効果に対するフォック項の寄与が重要であることを見出した：
LDA+U [59]の計算結果では、計算されているU の範囲で、Eg(a)が最安定予見ではある
ものの、U が大きくなるにつれて、A2gがより安定化し、予見パターンが「N字型」に近
づく事がわかる。ハバード U 補正は、短距離交換の取り込みに相当するものであり、す
なわち、交換効果がA2gを安定化しているといえる。

交換相互作用の影響は、ハイブリッド汎関数 [60]を用いた結果からも見て取れる。図 5.2

に示すM06汎関数セットを用いた結果では、フォック項の割合が、M06-L(0%)→M06(27%)

→ M06-2X(54%)と増すにつれ、予見が「N字型」に近づいており、これは LDA + U に
おける交換相互作用の影響と符合した傾向である。M11セットでは、交換相互作用が更
に短距離交換、長距離交換に切り分けられて考慮されている。M06-2X汎関数とM11汎
関数は、ともに、フォック項寄与を夫々、54%、42.8%と同程度に含んでいるが、長距離
交換効果に対する寄与は、M06-2Xでは 54%、M11では 100%と大きく異なる。この差異
は、しかしながら、N字型には影響を与えていない。したがって、N字型に与する交換相
互作用は、短距離交換である事が示唆される。此の事は、鉄フタロシアニンを、理想化さ
れた孤立系でなく、より現実的な周期的分子結晶系に対し、密度汎関数法を適用するのを
勇気づけるものである。何故ならば、周期系を扱う際に、長距離交換評価を真面目に実行
する事は多大な計算コストが要求されるが、短距離交換だけであれば、計算コストを大幅
に削減出来るからである。
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DMC

SA-CASSCF(6,5)

B3LYP

PBE

M06-L

M06

M06-2X

M11

LDA+U=0.0 eV

LDA+U=2.0 eV

LDA+U=4.0 eV

図 5.2: 各種電子状態計算手法による各電子配置の相対エネルギー予見の結果。各電子配
置のエネルギーを、A2g配置からの相対エネルギーとして表す。各手法の計算結果は、量
子拡散モンテカルロ法が黒色太線、状態平均完全活性空間自己無撞着場法が黒色二点鎖
線、B3LYP、および、PBEがそれぞれ橙色の実線、および、破線、M11、および、M06

汎関数を用いた密度汎関数法がそれぞれ青色点線、および、赤色実線、LDA=Uが一点鎖
線に対応する。
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第6章 考察

6.1 密度汎関数法の予見傾向

6.1.1 密度汎関数法による相対エネルギーの過小評価

密度汎関数法は、ハートリー・フォック法における交換項を交換相関汎関数で置換した
ものに相当し、ハートリー・フォック法では非局所関数として与えられていた交換項が局
所汎関数で置き換えられてしまうことで交換利得の評価を十分に行うことができない。こ
の場合、§ 3.4.4で述べたように、自己相互作用を十分に打ち消すことができないため、あ
る一つの状態に着目した場合には、そのエネルギー値の過大評価に繋がるといえる。一方
で、電子状態間のエネルギー差に着目したときには、それが過小評価、もしくは、過大評
価されるかということは一般には不明である。このことは一見して関連のありそうな話題
として、密度汎関数法はバンドギャップを過小評価するというものがあるが、これは伝導
帯の方が価電子帯よりも空間的に広く分布していることに起因するものであるため、今回
の場合には当てはまらない。したがって、すべての交換相関汎関数が一様に過小評価して
いるのは興味深い。

6.1.2 短距離交換による「N字型」予見の理由

§ 5.3では、短距離交換の取り込みにより、A2gとEg(a)が相対的に安定化することによ
り、特徴的な「N字型」の予見が現れることを述べたが、これについては以下の様に説明
することができる。まず、各多体状態における 6個の d電子に対して、ag/eg/b2g の夫々
における軌道内二重占有の数をカウントすると、1/0/1 [A2g], 0/2/0 [B2g], 0/1/1 [Eg(a)],

1/1/0 [Eg(b)]となり、計 2つの軌道内二重占有を、どの軌道内に割り当てるかという選択
となる。U の導入で「空間的に局所化した軌道には、なるべく二重占有を作りたくない」
と傾向が強くなると、xy面内に広がった b2g軌道に二重占有を分担した方が空間的局所性
を避けることが出来るので、したがって、A2gとEg(a)が相対的に安定化する事が期待さ
れ、これが件の「N字型」に相当する。ハイブリッド汎関数でも、短い距離での相互作用
に対し、ハートリー・フォック交換項導入により「N字型」が際立っている。

次に、A2gとEg(a)とで、どちらが安定になるかという事であるが、これは、三重項状
態を形成する平行スピン対の配置に注目すれば説明が可能かもしれない。A2gでは、dzx,yz
内に入った 2つの平行スピン対が三重項状態を形成する。一方、Eg(a)では、dz2 の電子
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と dzx,yzの電子が此の対を形成する。これら 2電子間の交換利得は、直感的ではあるが、
互いの軌道が縮退していたほうが大きいものと期待され、この事がA2g状態をより安定化
していると説明できるのかもしれない。

6.1.3 実験との対応

§ 1.1.1で述べたように、本計算と直接比較可能な「非相対論/孤立系」の基底状態を実
現する実験は存在しないが、気体の鉄フタロシアニンに対する電子励起スペクトルの実
験 [61]は、孤立系計算と実験とを比較出来る唯一の舞台提供といえるだろう。そこでは、
B3LYPや PBEを用いた密度汎関数法によるスペクトル計算と実験とが比較されており、
B3LYPの場合の結果が、実験と良く一致することを結論づけている [61](図 6.1)。我々の
図 5.2では、交換効果が含まれるB3LYPが、そうでないPBEと比べて、N字形状の再現
性が佳く、この一致傾向とよく符合しており、このことは、間接的にではあるが、本研究
結果と実験事実との一致を支持するものである。更に古い仕事では、溶液中に固溶した鉄
フタロシアニンを対象に対し、その電子励起スペクトルを実験的に調べ、同様にA2gが基
底配置であることを結論付けている [62]。我々の知る限り、配位子の影響の少ない鉄フタ
ロシアニンを対象とする実験は上記 2つのみであり、孤立分子の基底配置はA2gであると
して実験的にもコンセンサスが得られているようにみえる。

図 6.1: B3LYP、および、PBEを用いた密度汎関数法による、鉄フタロシアニンの電子励
起スペクトルの実験との比較。文献 [61]の図 2より引用。
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6.2 配位子場理論に基づくモデルとの齟齬

6.2.1 第一原理計算か配位子場理論か？

前節で述べたように、実験的にも第一原理計算的にも、孤立鉄フタロシアニンの基底電
子配置は 3A2gであることが支持される。一方、Kuz’minらの配位子場理論に基づくモデ
ル [11]では、3A2gの基底配置は可能性として存在していない (図 6.2)。この一見した齟齬
については、彼らのモデルにおけるパラメタ自由度が 2つとなっている事に注目して考察
を進めることが出来る。第一原理計算における交換相関汎関数の実用近似とは違い、配位
子場理論では、相互作用は近似なく扱われ、帰結される厳密な基底配置は、D4h対称性下
では、3つのパラメタDq, Ds, Dtで規定される [16, 4]。Kuz’minらの取扱いは、この配位
子場理論を基にしているため、「厳密解 v.s.交換相関相互作用の近似」という絵面が先に
目に入ってしまいがちである。このため、「配位子場理論と矛盾する第一原理計算」とし
て第一原理計算の結論が説得力を欠いた状況が続いてきた。量子拡散モンテカルロ法は
「交換相関相互作用の近似」による説得力のなさを相当程度解消するので、第一原理計算
の 3A2gは、より説得力を回復し、改めて、Kuz’minらの配位子場理論に対する再検証を
促す事が出来る。

図 6.2: スーパーポジション模型の下でのFePcの基底電子配置予見を、配位子場パラメー
タに対してマッピングしたもの。Kuz’minらの論文 [11]の図3より引用。Eg(a), B2g, Eg(b)

はそれぞれ T3, T4, T5に基底配置として出現しているが、三重項状態で唯一A2gはどこに
も現れていない。
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6.2.2 配位子場理論とスーパーポジションモデル

元々の配位子場モデルで、3パラメタで規定される基底配置は、Kuz’minらの理論では、
2パラメタの平面内で規定されているが、これは、スーパーポジションモデル [17]という
近似に由来する、拘束条件Dt = (2/35) · 10Dqより、パラメタ自由度が一つ減っているた
めであると気付く。実際、3パラメタで基底配置を扱った仕事では、3A2gは基底状態の可
能性として存在している (6.3)。したがって此処に、密度汎関数法での交換相関汎関数に
疑いの目を向けるよりも、むしろ、スーパーポジションモデル [17]の妥当性に疑いの目を
向けるという着眼点に至ることが出来る。スーパーポジションモデルでパラメタ数を 1つ
減じる際に設けられた仮定には、

(a) 再近接の配位子しか考慮しない、

(b) ある配位子からの寄与は、配位子の種類と配位子との距離のみから決まる、

(c) 各配位子からの寄与は独立であり、配位子場はこれらの和として与えられる、

(d) ある配位子からの寄与は、その配位子と金属とをつなぐ軸に対して回転対称である、

の 4つがある。一方、第一原理で実際に分子軌道を評価すると、上記の前提 (d)は成立し
ない。図 6.4に、状態平均完全活性空間自己無撞着場法から得られた eg軌道を示す。配位
子場由来の分子軌道は軸対称からは大きく崩れた形状をしている事が分かる。

図 6.3: FePcの基底電子配置をマッピングした三次元パラメータ空間の二次元断面図。
Miedemaらの論文 [16]の図 2より引用。A2g配置は 3A2に基底配置として現れている。

6.2.3 A2g基底電子状態の可能性排除の理由

軸対称の仮定 (d)の有無で、何故、3A2g状態が基底状態から排除されるまでに影響を受
けるのかについて、ある程度の考察を行うことが出来る。3A2g状態は、他の状態に比べ
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て特に eg軌道の占有が少ないため、eg軌道準位の大小が、3A2g状態の、他の状態への相
対的な安定性に大きく影響する。図 6.4の eg軌道を見ると、鉄の再隣接窒素は、両脇の炭
素と強く pz軌道を πカップリングさせて分子平面内に広がり、軸対称から大きく分布を
変化させている。大きな広がりは、3d軌道と逆位相で重なり、反結合軌道としてエネル
ギーを大きく不安定化させる。スーパーポジションモデルの仮定では、配位子場は最近接
のNまでしか考慮せず、こうした機構は全く記述されない。b2g軌道についても、Fig 6.4

に見るように、最近接のNを超えて、軌道が外側に漏れ逃げることでエネルギーを安定化
している。こうした機構もスーパーポジションモデルの仮定では考慮されない。3A2gは、
上記のようにして不安定な反結合軌道への占有をなるべく少なくし、一方、安定化した
b2g軌道に占有を移して安定化された状態といえる。こうした安定化機構が反映されない
スーパーポジションモデルでは、3A2gが一番割りを食って、元々3パラメタの際には残っ
ていた基底状態の可能性が消え去ってしまうのであろう。

N 

N 

N 

N 

b2g軌道

N 

N 

N 

eg軌道

図 6.4: 鉄の 3d軌道の図。左図、右図はそれぞれ b2g軌道、eg軌道を図示したもの。状態
平均完全活性空間自己無撞着場法より算定した。赤色、青色では、それぞれ軌道関数の符
号の違いに対応している。
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第7章 結論

本研究では、量子拡散モンテカルロ法を用いて、D4hの対称性を持つ孤立鉄フタロシア
ニンの基底状態の同定を行った。多くの第一原理計算がA2gを予見するが [7, 8, 6]、配位
子場モデルに基づく予見では、そのような可能性は否定されている [11]。永く、「近似し
た交換相関汎関数」v.s.「配位子場理論による厳密な運用」という構図が支配的で、齟齬
の解明が進まなかった。本研究の量子拡散モンテカルロ法を用いて此迄の予見不定性を解
明し、A2gが改めて基底状態として確認された。第一原理と配位子場理論との一見した齟
齬が明確な問題として浮き彫りにし、予見における重要な要因を明らかにした。密度汎関
数法における交換相関汎関数の予見傾向を量子拡散モンテカルロ法の結果と比較するこ
とで、正しい基底状態を記述する上での短距離交換の重要性を明らかにした。そこでは、
基底状態電子配置の相対的な安定性が、局所的軌道への二重占有によるエネルギー損や、
平行スピン対の交換利得から理解された。スーパーポジション模型がA2gを排する理由に
ついても、第一原理による分子軌道形状から考察された。スーパーポジション模型におい
て、元来の 3パラメータ記述を、2パラメータに落とす際に設けられた近似仮定が、A2g

状態での軌道形状によるエネルギー安定化機構を記述出来ないために、A2gの基底状態が
可能性から外れてしまう事が明らかにされた。

遷移金属四配位錯体は、酸素還元触媒として有望視されており、鉄フタロシアニンは、
その典型的なものとして知られている。酸素分子の還元反応は、遷移金属周囲に局所化さ
れた 3d電子によるものであり、よって、触媒反応は 3d電子配置に大きく左右される [63]。
本研究は、動的相関と静的相関とを交換相関汎関数無しで明示的に取り込み、孤立系の基
底電子状態を信頼性良く評価しており、酸素分子の還元反応の機構解明につながることが
期待できる。酸素分子の還元反応解明には、第一原理分子動力学法 [64]が期待されるシ
ミュレーション手法となるが、先程述べたように、本研究では密度汎関数法による電子配
置の予見には短距離交換の取り込みが重要であることを明らかにしており、このことはポ
テンシャル算定に用いる交換相関汎関数の選定に対して重要な指針を与えている。
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付録; 射影演算の伝搬形式の導出

式 (3.30)に従う波動関数の微小時間幅 δτ の時間発展は

Φ
(
R⃗, τ + δτ

)
= exp

{
−Ĥ

(
R⃗
)
δτ
}
Φ
(
R⃗, τ

)
(7.1)

と書けるが、これをプログラムで実装すべく位置固有状態
∣∣∣R⃗〉の完全性関係を用いて以

下のような伝搬形式に書き換える:

Φ
(
R⃗, τ + δτ

)
=

∫
dR⃗′ ·G

(
R⃗′ → R⃗, δτ

)〈
R⃗′
∣∣∣Φ (τ)

〉
(7.2)

G
(
R⃗′ → R⃗, δτ

)
=
〈
R⃗
∣∣∣exp(−Ĥδτ

)∣∣∣ R⃗′
〉

(7.3)

波動関数Φ
(
R⃗, τ

)
を表現するヒストグラムを与える電子配置の組

{
R⃗i

}
i=1,2,3,···

を伝搬子

G
(
R⃗′ → R⃗, δτ

)
に従って駆動することで、波動関数の時間発展を記述できる。以降は伝

搬子G
(
R⃗ → R⃗′, τ

)
の具体的な表式の導出に傾注する。ハミルトニアン Ĥはポテンシャ

ル項 V̂ と運動エネルギー項 T̂ の和 Ĥ = V̂ + T̂ として与えられる。これを式 (7.3)に代入
し以下のように式展開する:

G
(
R⃗ → R⃗′, δτ

)
=

〈
R⃗

∣∣∣∣exp(−1

2
V̂ δτ
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(
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(
−1

2
V̂ δτ

)∣∣∣∣ R⃗′
〉
+O

(
δτ 3
)
(7.4)

ここで用いた演算子の指数関数展開を鈴木-トロッター展開といい、テイラー展開を利用
し指数関数を地道に展開することで容易に導くことができる。時間発展を微小時間 δτ に
分割して実行するのは当該展開公式を利用するためである。O (δτ 3)の無視により微小時
間幅誤差が生じるが、これは §5で述べている通り線形外挿により近似的に排除すること
ができる。ポテンシャル V̂ は位置

∣∣∣R⃗〉 の表示では単なる定数なので
G
(
R⃗ → R⃗′, δτ

)
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(
−1

2
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(
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2
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(
R⃗′
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δτ

)
(7.5)

となる。以降は運動エネルギー T̂ のブラケットを処理する。当該項は運動量固有状態
∣∣∣P⃗〉

の完全性関係より〈
R⃗
∣∣∣exp(−T̂ δτ

)∣∣∣ R⃗′
〉
=

∫ ∫
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〉〈
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(7.6)
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と変形できるが、ここで運動エネルギーの運動量表示は T̂
(
P⃗
)
=
∣∣∣P⃗ ∣∣∣2/2 (p⃗は各電子の運動

量演算子)であること、位置固有状態と運動量固有状態の内積は
〈
R⃗
∣∣∣ P⃗〉 = (1/2π)3N/2 exp

(
iR⃗ · P⃗

)
と与えられる [65]ことから、式 (7.6)は以下のように書ける。
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これを P⃗ について平方完成すると

〈
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となるが、運動量演算子 P⃗ の積分区間は (-∞, ∞) なので複素ガウス積分の公式を適用で
き、最終的に式 (7.6)は
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となる。翻って、これを式 (7.3)に代入すれば、式 (7.2)の微小時間発展は
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となり、式 (3.33)が導かれる。
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