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概 要

近年，自組織内の小規模な計算資源を使用するオンサイト環境での大規模かつ高精度
な数値シミュレーションの需要が拡大している．数値シミュレーションで度々用いられる
Finite Different Method (FDM)やFinite Element Method (FEM)は，最終的に大規模な
連立一次方程式を解く必要があり，膨大な計算量となる．そのためオンライン環境のよう
な限定された環境において，数値シミュレーションを実用化するためには，小規模ながら
高い演算性能を持つ計算機が必要である．そこで小規模ながら高い演算性能を持つGPU

を活用し，オンサイト環境において数値シミュレーションを実用的な時間で行う試みが多
く行われている．GPUはCPUに比べ非常に多くの演算コアを搭載しており，GPUを用
いることで多くのアプリケーションにおいて高速化が可能である．しかしながらGPUを
用いた演算を行うためにはアプリケーションで使用するデータを予めGPUメモリ上へ転
送する必要があるが，このGPUメモリがCPUメモリに比べ非常に少量であるという問
題点がある．連立一次方程式の求解手法は多く存在するが，ほぼ全ての手法において連立
一次方程式を表す疎行列を格納するために莫大なメモリ領域が必要である．この疎行列
をGPU上のメモリへ格納しきれない場合には，CPUとGPU間で複数回データ転送を行
う必要があり，多くの時間を費やす．そこで本研究では，FDMや FEMで生成される疎
行列の規則性を考慮した省メモリ指向疎行列格納方式，Pattern Compression (PatComp)

法とRow Block Packing (RBP)法を提案する．PatComp法は疎行列中の複数の行におい
て非ゼロ要素の並びが一致していることに着目し，非ゼロ要素の位置関係をパターンを用
いて表すことでメモリ使用量の削減を行う手法である．疎行列中の各行の非ゼロ要素の並
びをパターン化し，パターンをテーブルに登録することで，少ないパターンから全ての行
の非ゼロ要素の位置関係を復元することが可能である．そのためPatCompのメモリ使用
量は既存手法に比べ非常に少なくなる．RBP法は，PatCompの変換時間が長いことから
使用可能な問題が限定されるという問題点を解消するため，変換処理を高速化した手法で
ある．疎行列内に多くの連続した非ゼロ要素が存在することに着目し，それらの位置を記
憶するために必要となる情報量を削減する．RBP法とPatComp法のメモリ削減率の評価
を行った結果，PatComp法は 15個中 4個の疎行列において 30.0%以上，12個の疎行列に
おいて 25%以上のメモリ使用量削減を達成した．RBP法を用いることで既存疎行列格納
方式のメモリ使用量を最大 28.0%削減することに成功した．SpMV演算性能に関する評価
ではRBP法，PatComp法を用いても演算性能は既存の疎行列を用いた場合と遜色ないこ
とを明らかにした．また最後に実際の数値シミュレーションでRBP法，PatComp法を使
用することを想定し，GMRESを用いた演算時間評価実験を行った．その結果，RBP法
を用いたGMRESの演算時間は変換に要する時間を削減し，既存疎行列格納方式を用い
た場合に比べ，平均 3.1%の短くなった．本研究で提案したRBP法，PatComp法は数値
シミュレーションで使用するメモリ使用量を大幅に削減し，さらに大規模かつ高精度な数
値シミュレーションをオンサイト環境で行うことを可能にした．
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第1章 緒言

近年，医療分野をはじめとする多くの分野において高精度な数値シミュレーションが必
要とされている．そして数値シミュレーションに求められる規模や精度は年々上昇してお
り，数値シミュレーションの計算量は大幅に増加している．一般的に高精度な数値シミュ
レーションには，PCクラスタやスーパーコンピュータ等の大規模な計算機を使用するこ
とが多い．しかし，このような大規模な計算機は導入や管理のコストが高いため，外部組
織が所有するものを借りてシミュレーションを行うケースも頻繁に見受けられる．
一例として医療分野における数値シミュレーション応用を挙げる．この分野ではHeart-

flow社がFFRCT[1]の商用サービスが始まっており，これはAmazon Web Services(AWS)

を活用したクラウドサービスである [2]．このサービスでは，狭心症が疑われる患者のCT

画像と診断情報を病院からAWS上に構築されたサービス基盤に送信する．その後，Heart-
flowの技術者が Finite Element Method (FEM)による 3次元の流体解析のより得られた
Fractional Flow Reserve(FFR)値を，病院にレポートとして返すというものである．FFR

値とは，冠動脈内の狭窄によりどの程度血流が阻害されるかを表す値であり，薬剤により
心臓の冠動脈の末梢を拡張させた状態で，狭窄部の下流の血圧を上流の血圧で割ることで
算出される．これまで実測の FFR値を求めるには，カテーテルを用いた侵襲的な検査が
必要だったが，FFRctのサービスでは数値シミュレーションを活用して非侵襲的に FFR

値を算出することができる．一方で，情報管理の強化や医師がシミュレーションをコント
ロールしたいという要望もあるため，オンサイト環境のシミュレーション実行が望まれる
ケースがある．オンライン環境とは，自組織内の計算資源のみを使用する環境のことであ
る．これに対しては，院内に配置可能なサイズのワークステーションで現実的な時間内に
解析できるよう，次元削減した数理モデルを用いて FFR値を算出する研究が行われてお
り [3][4]，数十分での解析が実現されている．しかしながら，次元削減により流速や血圧
の空間分布あるいはずり応力といった様々な詳細な情報が抜けているという欠点があり，
オンサイト環境での実行が可能でありながら，より高精度なシミュレーションが求められ
ている．
上記のようなオンサイト環境での高精度な数値シミュレーション実現のために，General-

Purpose computing on Graphic Processing Unit (GPGPU)の活用が考えられる．GPGPU

は，従来描画処理に使用されていた Graphic Processing Unit (GPU)を汎用的なアプリ
ケーションの並列化に使用し，高速化を図る技術である．GPUは非常に多くの演算コア
を備えていることから，GPUを用いて様々な高い並列度を有したアプリケーションの高
速化が可能である [5][6][7]．GPGPUの発展により，従来大規模計算機を必要としていた
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自組織外の演算資源（従来のシミュレーション）

自組織
自組織内の演算資源
（オンサイト環境）

• 情報漏洩の危険度が低下
• シミュレーションの修正
等のコントロール性が向
上

Ø ⼩規模な演算資源で⾼い
演算性能を得る必要があ
る
→GPU等のアクセラレー
タの使⽤

図 1.1: The simution on on-site

高精度な数値シミュレーションを実用的な時間，かつ省スペースで実行可能となった．し
かしながら，利用可能なGPUメモリ量の制約がある．CPUは 1ノードで数TBまで利用
可能なのに対して，GPGPUでは高々数十GBしか利用できない．数値シミュレーション
の代表的な手法である Finite Element Method (FEM)や Finite Different Method(FDM)

等を用いた場合，メッシュ数の増加によるシミュレーションの大規模化やメッシュの細
分化によるシミュレーションの高精度化によって解析で扱う疎行列のサイズは増大する．
GPGPUを使用して数値シミュレーションを解く際には，CPUメモリに格納されている疎
行列データをGPUメモリへ転送し，GPU上で演算する必要がある．この疎行列がGPU

メモリへ格納しきれない場合，GPU上のデータをCPUメモリへ退避させる必要があり，
CPUとGPU間の転送が頻発することからデータ転送に多くの時間を費やすこととなる．
このことから数値シミュレーションで扱う疎行列の省メモリ化手法を確立し，GPGPU

のボトルネックを解消することが，オンサイト環境における数値シミュレーションのさら
なる発展に必須である．疎行列の省メモリ化により，シミュレーション範囲の拡大，精度
の向上，同時に実行できるシミュレーション数の増加等，様々な利点が存在する．例えば
先に挙げた心臓シミュレーションにおいては，同時に実行可能な検査数の増加やミュレー
ション精度の向上による検査時間の短縮，偽陰性の削減等の利点が考えられ，患者の負担
が大きく低下する．また少容量メモリを搭載されている安価なGPUや Jetsonのような組
み込み用GPUにおいても数値シミュレーションが利用できるようになることで，作業の
現場においても数値シミュレーションが活用できるようになると考えられる．
そこで本研究では，FDMや FEMを用いた数値シミュレーションで扱う疎行列を対象

にした疎行列格納方式 Pattern Compression (PatComp) methodと Row Block Packing
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(RBP) methodを提案し，疎行列の格納に必要となるメモリ使用量を削減する．提案する
二つの疎行列格納方式は，FDMや FEMで生成される疎行列中に，連続した非ゼロ要素
が多く存在すること（連続性）や各行の非ゼロ要素の並びに類似性があること（パターン
性）等の特徴があることに着目し，その特徴を利用した手法である．提案疎行列格納方式
の評価において，いくつかの FEMの行列と，医療への応用例として心臓シミュレーショ
ン (UT-Heart)[8]の行列を用いた．疎行列のメモリ使用量を削減することで，疎行列を用
いた処理のメモリアクセス効率の劣化等によるGPU上での演算速度の低下が見られる場
合もある．しかし提案疎行列格納方式のメモリ使用量は既存手法に対し，最大 31.3%少な
いながらも，Sparse matrix-vector multiplication (SpMV)の演算速度は従来手法と遜色無
い結果となった．
本稿は，第 2章で数値シミュレーションと様々な解析手法を俯瞰する．第 3章でGPGPU

の詳細とGPGPUにて使用される既存疎行列格納方式について述べる．第 4章にて提案
圧縮方法の 1つである Pattern Compression method (PatComp)，第 5章にてもう 1つの
提案圧縮方式 Row Block Packing method (RBP法)を提案しそれぞれ評価を行う．第 6

章にてまとめを行う．
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第2章 数値シミュレーションと様々な解
析手法

2.1 はじめに
本章にて数値シミュレーションとその解析手法について俯瞰する．まず 2.2節にて数値シ

ミュレーションの有用性や活用例について説明を行う．そして 2.3節にて，数値シミュレー
ションの代表的解析手法であるFinite Defferent Method (FDM)とFinite Element Method

(FEM)について利点欠点を挙げる．またそれぞれの手法が連立一次方程式の求解に帰着す
ることを説明する．2.4節では，連立一次方程式の求解法である直接法と反復法の種類や
それぞれの特色について説明する．FEMとFDMが連立一次方程式の求解に帰着すること
から，最適な手法を選択することでシミュレーションの高速化に繋がる．その後 2.5節に
て大規模な数値シミュレーションで多く使用される非定常反復法について記述する．代表
的な非定常反復法である Conjugate Gradient(CG)法，Gradient Stabilized(BiCGSTAB)

法，Generalized minimum residual (GMRES)法を挙げ，FDMやFEMで扱う疎行列がア
ルゴリズム中のどの処理にて使用されるか説明を行う．またこの疎行列が全てのアルゴリ
ズムにて，メモリ使用量の視点からボトルネックとなることを述べる．最後の 2.6節にて，
非定常反復法の支配的な処理である Sparse matrix-vector multiplication (SpMV)にて述
べる．

2.2 数値シミュレーション
数値シミュレーションは宇宙の成長過程の検証，地震による被害の予測，自動車や航空

機の風洞テスト等，様々な分野で使用されている [9][10][11]．現実では検証不可能な実験
や製品試作段階での低コスト化のために数値シミュレーションが使用されており，科学の
発展，生産性の向上等に多く貢献している．
数値シミュレーションを行うには，対象となる現象を膨大な数の方程式を用いてモデ

ル化し，時間の変化ごとに全ての方程式を解く必要がある．シミュレーションに用いるモ
デルや必要とする精度等により，適したシミュレーションの数値解析手法が異なることか
ら，今までに多くの数値解析手法が提案されてきた．また数値シミュレーションによる解
析を行う際には，モデルを構築する膨大な数の方程式を解く必要があり，演算時間や演算
資源を多く費やすこととなる．そのため一昔前まで数値シミュレーションは，スーパーコ
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ンピュータや大規模クラスタを保有する研究機関や一部の大企業でのみ活用されていた．
しかし情報科学の発展に伴う，コンピュータの演算性能の飛躍的な向上や低コスト化によ
り数値シミュレーションは身近な存在となった．その情報科学の発展の中でも，省スペー
スかつ低コストで高い演算性能を得ることが可能なGPGPUの出現は，小規模な組織での
数値シミュレーションの実用化に大きく貢献した．現在では，病院内での検診にGPGPU

を使用した数値シミュレーションを用いることで，侵襲的な検査や手術を減らし，患者の
負担を減らす動きもある．このように数値シミュレーションは一部の人々だけでなく多く
の人が身近に感じる技術となっている．

2.3 数値シミュレーションの解析手法
多く数値シミュレーションでは，物理現象を解析する際に微分方程式を解く必要がある．

本節において，代表的な微分方程式の解析手法であるFinite Defferent Method (FDM)と
Finite Element Method (FEM)の概略について述べる．FDMと FEMは最終的に，連立
一次方程式の求解に帰着し，連立一次方程式は疎行列とベクトルとして表現される．よっ
てGPGPUを用いてFDMやFEMを用いたシミュレーションを高速化するには，この疎
行列とベクトルをGPUメモリへ格納する必要がある．数値シミュレーションのモデルが
巨大化または複雑化することにより，この疎行列のサイズは増大するため，疎行列をいか
に小容量のGPUメモリへ格納するかが鍵となる．

2.3.1 Finite Defferent Method (FDM)

Finite Defferent Method (FDM)は，微分方程式をテイラー展開を用いて差分商の式に
変換し，近似解を得る手法である．

∂f

∂x
= lim

δx→0

(f(x+ δx)− f(x))

δx
(2.1)

式 (2.1)に微分の定義を示す．f(x+ ∂x)と f(x)の差を微小区間 δxを 0に近づけること
で解を得る．FDMでは δxを 0に非常に近い小さな値で置き換えることで，近似解を得
る．δxを小さく設定するほど解の精度が高くなるが，その分計算量は増加する．FDMは
正方形や直方体を用いて解析領域を表現することから計算が簡潔になり，FEMに比べ計
算量，メモリ使用量が少ないという利点がある．一方で正方形または直方体のみを使用す
ることから，複雑な地形や物体を正確に表現しにくいという欠点がある．
FDMを用いて解析を行う際には，各正方要素間の影響を方程式で表し，それらを合成

することにより巨大な連立一次方程式を得る．この巨大な連立一次方程式と解くことで
対象領域における物理現象を解析することとなる．また連立一次方程式は疎行列とベク
トルで表現される．FDMではある領域は隣り合う領域からの影響のみを考慮することか
ら，連立一次方程式を表す疎行列中の非ゼロ要素の位置には規則性が存在する．一般的に
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図 2.1: FEMにて扱う疎行列

隣り合う領域間の影響は非ゼロ要素内で連続した非ゼロ要素として表現される．そのため
疎行列内には連続した非ゼロ要素が多く存在する．

2.3.2 Finite Element Method (FEM)

FEMは FDMと異なり，様々な要素を用いて対象領域を近似するため，解析の精度が
高い．しかしFDMに比べ複雑な要素を用いることから，メモリ使用量，計算量が大きく
なる．
FEMでは支配方程式を変分原理や重み付き残差法により積分方程式 (弱形式)に変換す

る．また解析領域を四面体や六面体といった有限要素に分割し，要素の頂点，辺あるいは
内部には物理値を持つ節点が配置される．要素内の物理値は各節点の物理値と節点ごと
の補間関数により近似される．解析領域全体の積分方程式は，要素ごとの方程式に分割さ
れ，要素ごとの積分は上述した要素内の補間関数とガウス積分のような数値積分を用いる
ことで，離散的な要素剛性方程式が構成される．これら要素ごとに作成された方程式を重
ね合わせることで，解析領域全体の連立 1次方程式が得られ，最終的にはこの方程式の求
解が必要となる．連立 1次方程式に現れる行列の各行は節点の物理値に対応し，各列は接
続関係にある節点の物理値に対応する．すなわち接続関係にある場合は非ゼロ，その他は
ゼロとなるため，この行列はその大部分がゼロとなる疎行列である．
FEMも FDMと同様に，隣接する要素からの影響を考慮するため，連立一次方程式を

表す疎行列には規則性が存在する．またFEMを用いた解析の方が複雑になりやすく，連
立一次方程式のサイズも FDMに比べ大きくなる場合が多い．そのため本研究では FEM
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のメモリ使用量削減を目標とする．本稿では主にFEMで生成される疎行列に対するメモ
リ使用量の削減手法を提案するが，多くの場合 FDMにも適用可能である．FDMで生成
された疎行列を用いた評価実験は今後の課題とする．

2.4 直接法と反復法
FDMと FEMは連立一次方程式の求解に帰着することから，数値シミュレーション高

速化のため，連立一次方程式を解く手法が重要となる．連立一次方程式を解くとは，以下
の式において既知の行列Aとベクトル bから未知ベクトル xを求めることを意味する．

Ax = b (2.2)

行列Aは数値シミュレーションで扱うモデルにより特色が異なるため，様々な連立一次
方程式の求解法が存在する．本 2.4節では，その中でも代表的な求解手法である直接法と
反復法について述べる．

2.4.1 直接法
直接法は行列Aを求める解 xが変化しない範囲で変形し，解 xを求める方法である．直

接法は，コンピュータによる計算誤差を考慮しない場合，有限回の計算で数学的に正し
い解が得られることが知られている．行列AがN 行N 列である場合，直接法の計算量は
O(N3)となる．そのため行数N が分かれば直接法の計算量がどの程度か推定することが
できるという利点もある．しかしながら現代の数値シミュレーションでは，100万行を優
に超える行列を使用することも多々あり，直接法を使用する場合の計算量はおおよそ 1018

となることから，途方もない演算時間を必要とする．
よく知られる直接法としてGaussの消去法や LU分解法があるが，近年では LU分解法

を選択することが多い．LU分解法は膨大な計算量を必要とするだけでなくメモリ使用量
が増加するという問題がある．LU分解法は行列Aを上三角行列 U と三角行列 Lに分解
する．その後，Ly = bを前進代入法で解き，求めた yを用いてUx = yを解くことで解 x

を求める．しかしながら，FDMや FEMで扱う疎行列をLとU に分解した際に，元々存
在した非ゼロ要素の位置以外にも非ゼロ要素が現れる (fill-inと呼ばれる)．そのため行列
Aを格納するために必要なメモリ使用量が LU分解前より増加してしまう．また LU分解
の計算には依存性が存在し，並列化を行うのが難しいことも知られている．
これらの問題点から，大規模な数値シミュレーションを行う際に直接法を用いることは

少なく，反復法により連立一次方程式を解くことが多くなっている．
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2.4.2 反復法
反復法は適当な初期値ベクトル x0から出発し，何らかの処理を反復して施すことで真

の解 xを近似する方法である．反復法は真の解 xと xの近似解との残差 rが閾値 ϵ以下に
なるまで反復を繰り返す．この時，残差 rが閾値 ϵ以下になることを収束したと呼ぶ．
直接法と異なり，反復法で得られる解は近似解である．閾値 ϵを変化させることで近似

解の真の解に対する近似度を決定する．そのため数値シミュレーションに要求される精
度に合わせ，閾値 ϵを決める必要がある．但し閾値を大きくしたとしても，反復法が必ず
収束するとは限らない．シミュレーションに複雑なモデルを使用する場合，反復法単体で
は収束することは稀であり，収束したとしても膨大な反復回数を必要とする．よって用い
るモデルに合わせた反復法の選択が重要となり，これまでに様々な反復法が提案されてき
た．また反復法の収束性を高めるために，複雑なモデルでは前処理を反復法と併用するこ
とが多い．反復法の収束速度は行列Aの固有値分布に依存するため，前処理を用いて固
有値分布を改善することで収束性を向上させることが可能である．難しいモデルほど強力
な前処理が必要となるが，強力な前処理ほど並列化が困難である．そのため前処理に関す
る並列化の研究も多く行われている．しかし本研究は連立一次方程式を解く際のメモリ
使用量の削減を目的としているため，前処理についての議論は行わない．GPGPUに適し
た前処理も多く提案されているため，シミュレーションのモデルに合わせて前処理を選択
し，提案するメモリ使用量削減手法と併用することが可能である．
一般的に反復法にかかる演算時間，メモリ使用量は直接法に比べ，少ないと言われてい

る．また反復法は並列化が容易であるため，スーパーコンピュータやGPGPUといった
並列計算機による高速化の効果が大きい．よって大規模かつ複雑な数値シミュレーション
を行う際には反復法を選択することがほとんどである．
反復法は定常反復法と非定常反復法に大別される．以降の 2.4.2.1，2.4.2.2節にて，そ

れぞれの特色を説明する．

2.4.2.1 定常反復法

様々な定常反復法が提案されているが，有名な手法として Jacobi法，Gauss-Seidel法，
Successive Over-Relaxation (SOR)法がある．
定常反復法の特徴として，反復ごとに近似解 xの値のみを変化させ，その他の変数を変

化させない．そのためアルゴリズムが容易であり，実装が短時間でできるといった利点が
ある．
しかし一般的には非定常反復法に比べて収束性が悪い．よって実用的な数値シミュレー

ションに関しては，演算時間とメモリ使用量の観点から非定常反復法を採用することが多
い．そのため非定常反復法を高速化，省メモリ化することが多くの数値シミュレーション
の実用化に貢献する．
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表 2.1: Feature of each linear solver

評価項目 直接法　 反復法
定常反復法 非定常反復法

計算量 　O(N3) 少ない やや少ない
メモリ使用量 非常に多い 疎行列内の非ゼロ要素数に依存
収束性 - 遅い 定常反復法に比べ早い
対応する解析手法 幅広い FDM，FEM

2.4.2.2 非定常反復法

非定常反復法は krylov部分空間法とも呼ばれ，krylov部分空間への写像を用いて解 x

を求める手法である．krylov部分空間への写像を用いることで，解の探索範囲に条件が
追加され，定常反復法より早く収束することが多い．行列Aの形状により使用される非
定常反復法は異なり，形状ごとに適した定常反復法が提案されている．代表的な定常反
復法として Conjuate Gradient (CG)法，Biconjugate Gradient Stabilized(BiCGSTAB)，
Generalized minimum residual (GMRES)法が挙げられる．
非定常反復法は並列度の高い処理が多く含まれることから並列計算機を適用しやすく，

収束性も良いことから多くの数値シミュレーションで使用されている．実際にGPGPUを
用いた非定常反復法の高速化に関する研究が多くなされている [13][14][15]．

2.5 様々な非定常反復法のメモリ使用量
FDMや FEMの求解は連立一次方程式を求解に帰着することから，FDM，FEMを用

いた数値シミュレーションの高速化は，非定常反復法の高速化と同義である．そのため
GPGPUを用いて高速化を行う場合に非定常反復法で用いられるデータを全て小容量な
GPUメモリ上へ格納する必要がある．本節では各非定常反復法の特徴を説明したのち，
FDM，FEMで生成された疎行列がメモリ使用量の観点からボトルネックとなること説明
する．

2.5.1 Conjugate Gradient(CG)

Conjugate Gradient (CG)は非定常反復法の中でも最も代表的な手法であり，行列Aが
対称正定値行列の場合に使用される．CG法のアルゴリズムをAlgorithm1に示す．ここ
で bは式 (2.2)の右辺ベクトル，xは式 (2.2)の未知ベクトル x，Aは式 (2.2)の疎行列を示
す．また rは残差を示しており，rが閾値以下となった時点で反復を打ち切り，その時の
xの値が解となる．
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Algorithm 1 Conjuate Gradient algorithm [12]

1: Compute r0 = b− A x0, and p0 := r0
2: for j = 0, 1, ...,until convergence do

3: αj := (rj, rj)/( A pj, pj)

4: xj+1 := xj + αjpj

5: rj+1 := rj − αj A pj
6: βj := (rj+1, rj+1)/(rj, rj)

7: pj+1 := rj+1 + βjpj
8: end for

Algorithm1中に示す二重四角で囲まれたAにFDM，FEMで生成された行列が使用され
る．この疎行列AがCGを解く際のメモリ使用量の観点でボトルネックとなる．Algorithm1

中のα，βはスカラー値であり，r，b，p，xは長さNのベクトルである．それに比べ疎行列A

はN×Nのメモリ領域を必要とする．全ての変数が倍精度小数点数を使用し，1つの倍精度
小数点数の格納に8byte消費すると過程すると，CGのメモリ使用量は8(2+4N+(N×N))

となる．この式からAがメモリ使用量の観点でボトルネックとなることは明確である．

2.5.2 Biconjugate Gradient Stabilized(BiCGSTAB)

Algorithm 2 BiCGSTAB algorithm [12]

1: Compute r0 = b− A x0; r
∗
0 arbitrary;

2: p0 := r0
3: for j = 0, 1, ...,until convergence do

4: αj := (rj, r
∗
0)/( A pj, r

∗
0)

5: sj := rj − αj A pj

6: ωj := ( A sj, sj)/( A sj, A sj)

7: xj+1 := xj + αjpj + ωjsj

8: rj+1 := sj − ωj A sj
9: βj := (rj+1, r

∗
o)/(rj, r

∗
0)× αj/ωj

10: pj+1 := rj+1 + βj(pj − ωj A pj
11: end for

Biconjugate Gradient Stabilized (BiCGSTAB)は非対称行列に対する非定常反復法の 1

種である．BiCGSTAB法のアルゴリズムをAlgorithm2を示す．非対称行列を対象とする
手法の中で，計算量が少なく，メモリ使用量も少ないことで知られている．ただし残差は
単調に減少せず，残差が発散して収束しない場合もある．
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BiCGSTABは 6個の長さN のベクトル b，r，r∗0，p，s，x，3個のスカラー α，β，ω

と大きさN ×N の疎行列を使用する．よって倍精度浮動小数点数に 8byte必要と過程す
ると，使用するメモリ量は 8(3 + 6N + (N ×N))となる．BiCGSTABにおいても疎行列
格納に必要となるメモリ量が，全体のメモリ使用量の多くを占める．

2.5.3 Generalized minimum residual (GMRES)

Algorithm 3 GMRES algorithm [12]

1: Compute r0 = b− A x0, β := |r0|2, and v1 := r0/β

2: Define the (m+ 1)×m matrix Hm = {hij}1≤i≤m+1,1≤j≤m .Set H̄m = 0.

3: for j = 1, 2, ...,m do

4: Compute ωj := A vj
5: for i = 1, ..., j do

6: hij := (ωj, vi)

7: ωj := ωj − hijvi
8: end for

9: hj+1,j = |ωj|2. If hj+1,j = 0 set m := j and go to 12

10: vj+1 = ωj/hj+1,j

11: end for

12: Compute ym the minimizer of |βe1 − H̄my|2 and xm = x0 + [v1, · · · , vm]ym

Algorithm3は非定常反復法の 1種であるGeneralized minimum residual (GMRES)の
アルゴリズムを示している．GMRESもBiCGSTABと同じく非対称行列を対象とした非
定常反復法である．GMRESはBiCGSTABと異なり，残差が単調に減少することから発
散することがなく，最もロバストな非定常反復法として知られている．そのため収束性が
悪い問題に対してはGMRESが多く使用される．しかし残差を単調減少させるため，保
持する情報量が増えることからBiCGSTABに比べメモリ使用量と計算量が増加する．
Algorithm3では，CG，BiCGSTABと違い，2つの行列 A，Hm を使用する．最大の

反復回数をmとするとHmはm行m列の行列となる．また反復ごとにベクトル vを保
存することから，vも最終的にN 行m列の行列となる．3つの行列の他に 4つのベクト
ル b，r，x, ωと 1つのスカラー βを使用することから，GMRESの最大メモリ使用量は
8(1 + 4N + (N × N) + (m ×m) + (N ×m))となる．ここで全ての値を倍精度浮動小数
点数として格納することを仮定している．最大反復回数mを大きく設定するHmや vの
領域が大きくなるため，近年ではある程度の反復回数で反復を打ち切り，その時点での解
xを初期値としてGMRESを解きなおすRestart付きGMRESが主流となっている．この
場合，最大反復回数mは多くても 100回程度に設定されることが多く，Hm，vがメモリ
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使用量的に大きなボトルネックとなることは少ない．結局，疎行列Aが支配的なメモリ
使用量のボトルネックとなる．

2.6 Sparse matrix-vector multiplication (SpMV)

2.4.2.2節にて述べた通り，数値シミュレーションを解く際の重要な手法である非定常反
復法のメモリ使用量的なボトルネックはFDMやFEMで生成される疎行列の格納である．
多くの非定常反復法において二重線の四角で囲まれた疎行列Aは，Algorithm1，2，3に
示すように，ベクトルとの積 Sparse matrix-vector multiplication(SpMV)で使用される．

Ax = y (2.3)

式 2.3に Sparse matrix-vector multiplicationの定義を示す．SpMVは疎行列 Aとベク
トル xの積 yを求める演算である．非定常反復法における SpMVは巨大な疎行列とベク
トルの積となることが多いため，CPUによる逐次処理の場合，非常に長い演算時間が必
要となる．SpMVは反復法中の反復毎に実行されるため，非定常反復法の高速化のために
重要な処理として知られている．この問題を解決するため，GPGPUを用いた SpMVの
高速化が多々行われる [16][17][18][19]．SpMVでは疎行列内の非ゼロ要素の情報のみを用
いるため，非ゼロ要素の情報のみを効率よく格納することで，疎行列格納に必要となる
メモリ使用量を削減できる．疎行列格納に必要なメモリ使用量を削減することが，2.4.2.2

節で述べたように，非定常反復法の大幅なメモリ使用量削減にも繋がる．しかしながら，
ただメモリ使用量を削減するだけでなくGPGPUによる SpMVの演算性能が低下しない
よう考慮して疎行列を圧縮する必要がある．GPGPUにおける効率的な SpMVの高速化，
省メモリ化のため，疎行列格納方法が多く検討されている [20]．

2.7 おわりに
近年，数値シミュレーションが様々な分野で使用され，科学の発展，生産性の向上に貢

献している．数値シミュレーションでは解明したい物理現象を表すために，非常に多くの
方程式でモデル化し，この方程式を解くことで現象の変化を明らかにする．方程式を解く
ために様々な手法が提案されているが，総じて膨大な演算時間がかかるため，並列計算機
による高速化が行われる．従来，大型並列計算機を用いて数値シミュレーションを解いて
いたが，GPGPUと呼ばれる技術の出現により，数値シミュレーションを省スペース，低
コストで実用化することが可能となった．現在ではGPGPUの発展により数値シミュレー
ションは非常に身近な技術として活用されている．
微分方程式により表現された物理現象を解析する代表的な手法として FDMと FEMが

有名である．この 2つの手法は対象の領域を分割し，領域間の関係性を方程式で表すこと
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により解析を行う．その際に分割された領域または節点ごとに立てられた方程式は全て合
成され，1つの連立一次方程式の形で表現される．よって FDMや FEMを用いた数値シ
ミュレーションの求解は連立一次方程式の求解に帰着する．
連立一次方程式を効率よく解くために様々な手法が提案されているが，これらの手法は

直接法と反復法に大別される．直接法は有限回の演算で厳密解が得られるという利点があ
るが，計算量，メモリ使用量が反復法に比べ非常に大きくなるという欠点がある．反復法
で求める結果は厳密解ではなく近似解であるが，計算量，メモリ使用量は直接法に比べ非
常に少ないという利点がある．そのため大規模なシミュレーションを解く際には，連立一
次方程式のサイズが非常に大きくなることから，多くの場合反復法が使用される．反復法
には定常反復法と非定常反復法が存在する．非定常反復法は複雑な処理が必要になるが，
複雑な問題においても高精度な解が求まることから，実用的なシミュレーションにおいて
選択されることが多い．本研究では非定常反復法による連立一次方程式求解を想定して
いる．
FDM，FEMで生成される連立一次方程式は疎行列とベクトルの形で表現され，この疎

行列とベクトルを非定常反復法の入力とすることで連立一次方程式を求解する．多くの非
定常反復法において，連立一次方程式を表す疎行列を格納するためにメモリ領域の多くを
使用する．大規模なシミュレーションにおいては疎行列は非常に大きくなり，行数 100万
を超えることも珍しくない．そのためGPGPUを用いた非定常反復法の高速化の際には，
疎行列を圧縮し小容量のGPUメモリへ格納する必要がある．
非定常反復法において疎行列はベクトルとの積 (SpMV)で使用される．SpMVは非定

常反復法において支配的な処理と知られ，SpMVの演算性能が重要になる．GPGPUを用
いて高速化を行うために，疎行列を圧縮しメモリ使用量を削減する必要があるが，この際
に圧縮による SpMVの演算性能を考慮して圧縮する必要がある．
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第3章 GPGPUと疎行列の格納方式

3.1 はじめに
本章ではGPGPUと様々なデータ圧縮手法，そしてGPU上での SpMVで用いられる

疎行列格納方式について述べる．3.2節では GPGPUについて説明し，CPUと GPUの
違いについて述べる．またGPUは世代，種類によって演算を行うコア数やメモリバンド
幅，レジスタの数などが大きく異なる．アーキテクチャの違いによる演算性能の違いにつ
いて 3.2節で言及し，その後GPUを用いて演算を行うためのプラットフォームCompute

Unified Device Arcgutecture(CUDA)の説明を行う．続いて，実際のアプリケーションに
おけるCPU-GPU間のデータ転送を含めた演算の流れについて説明する．GPUを用いて
演算を行う際，演算に必要なデータをGPU上のメモリへ事前に格納しておく必要がある
が，FEMで生成される疎行列が巨大な場合，GPUメモリに格納しきれず，演算性能の低
下を引き起こす可能性がある．そこで疎行列をいかに省メモリに格納するかという問題が
存在する．
3.3節では，様々な分野で使用されている代表的なデータ圧縮手法について俯瞰する．

そして疎行列に対して代表的なデータ圧縮手法への有効性を検討する．
3.4節において SpMVで使用される疎行列格納方式についてまとめる．FDMやFEMで

得られる行列はゼロ要素を多く含む疎行列となる．SpMVが必要としないゼロ要素を可能
な限り削減し，非ゼロ要素のみを格納することがメモリ使用量削減に繋がる．また使用す
る疎行列格納方式によりGPGPUを用いた SpMVの演算性能は大きく異なる．疎行列格
納方式は代表的なデータ圧縮手法とは異なり，非ゼロ要素の情報のみをいかに少ないデー
タ量で格納するかを重視している．まず最初に疎行列格納方式に対して要求される条件に
ついてまとめを行う．
要求された条件の中で，様々な疎行列格納方式が多く提案されている．一般的にメモリ

使用量が多い疎行列格納方式ほどGPU上での SpMV演算性能は高くなる．これはGPU

に適したメモリアクセスを実現するため，SpMVに無駄なパディングを使用するからであ
る．しかしながら近年の数値シミュレーションの大規模化に伴い，高い演算性能を保った
まま，さらにメモリ使用量が少ない疎行列格納方式が望まれている．メモリ使用量をさら
に削減することは数値シミュレーションの規模拡大や精度向上に大きく貢献する．これま
でに提案された既存疎行列格納方式が演算性能，メモリ使用量にどのような影響を与える
のか，3.4節で説明を行う．
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3.2 General-purpose computing on graphics process-

ing units (GPGPU)

3.2.1 GPGPUの概要
General-propose computing on graphics processing unitus (GPGPU)は，従来描画処理

を担当していたGraphics Processing Unit (GPU)を汎用的なアプリケーションの高速化
に使用する技術である．CPUのクロック周波数が向上しない現状を踏まえ，非常に多く
の演算コアを有するGPUを用いたアプリケーションの高速化が様々な分野で試みられて
いる．表 3.1に各世代ごとにGPUの仕様を示す．最も新しいGPUであるTesla V100で
は 5000個を超える演算コアを有しており，並列度の高いアプリケーションにおいて顕著
な高速化を達成することが可能である．単精度浮動小数点数を用いた場合の理論ピーク性
能が 15.7TFLOPSであることからも，GPUの演算性能の高さを確認することができる．
またスーパーコンピュータ等の大型演算器と比べ，演算性能当たりのコストが導入，維持
の面で低いことが知られている．GPUは図 3.1のようなグラフィックスカードを PCIス
ロットに差し込むことで容易に使用可能である．
しかしながら単純にアプリケーションを並列化しただけでは，GPUの高い演算性能を

引き出すことは困難であり，GPU上でのメモリアクセスの最適化，キャッシュヒット率
の向上等，様々な最適化が必要となる．

図 3.1: Graphic card
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表 3.1: GPU specification

Product Tesla K40 Tesla M40 Tesla P100 Tesla V100

Xeon

Platinum

8280

Number of SMs 15 24 56 80 -

Threads per Warp 32 32 32 32 -

Number of core 2,880 3,072 3,584 5,120 56

Clock 875MHz 1,114MHz 1,480MHz 1,530MHz 4,000 MHz

Peak FP32 TFLOPS 5 6.8 10.6 15.7 -

Peak FP64 TFLOPS 1.7 0.21 5.3 7.8 1.6

Memory size 12 GB 24GB 16GB 32GB 最大 1TB

Cache size 1,536KB 3,072KB 4,096KB 6,144KB 38MB

Shared memory size 48KB 96KB 64KB 96KB -

3.2.2 CPUとGPUの違い
まずCPUとGPUの大きな違いは，搭載している演算コア数である．現在最大の演算コ

ア数を有するCPUはAMDのEPYC 7742であり，コア数が 64である．それに比べGPU

では，Tesla V100で 5120個の演算コアを搭載しており，CPUとの演算コア数に比べ非常
に多い．Tesla V100の最大クロック周波数は 1.53GHzと CPUと比べ 3分の 1程度だが，
理論的には 5120並列で動作可能であり，高い高速化率が期待できる．
またGPUと CPUではメモリ構造が大きく異なる．グラフィックスカードはデバイス

メモリとGPUチップから構成される．デバイスメモリとGPUチップ間のメモリバンド
幅は一般的な Intel/AMD等の x86系のプロセッサが有するものと比べ，6倍から 7倍と大
きくなっている．GPUで演算を行う際，GPUチップ上の複数の演算装置はデバイスメモ
リからデータの読み書きを行い，演算を行うこととなる．しかしながら，非常に多くのコ
アがデバイスメモリへアクセスすることから，このメモリバンド幅は十分とは言えない．
現にGPU内での演算単位Warpが 2から 4サイクルで実行が可能であるのに対し，GPU

チップ上の演算装置がデバイスメモリからデータを読み込みを行うために 400から 600サ
イクル要すると言われている．このことから一般的にGPGPUによる高速化はメモリア
クセス性能に律速される．メモリアクセスの性能を向上させるため，GPUではデバイス
メモリに加えてシェアードメモリ，テクスチャメモリ，コンテキストメモリがGPUチッ
プ上に搭載されている．この 3つの高速なメモリを効率的に使用することがGPGPUに
よる高速化において非常に重要である．
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図 3.2: GPU Architecture

　

3.2.3 GPUアーキテクチャ
図 3.2にGPUアーキテクチャの略図を示す．GPUの高い演算性能はGPUチップが有

する多数の演算装置によってもたらされる．図に示すようにGPUチップ上にはStreaming

Multiprocessor (SM)と呼ばれる演算装置が複数搭載されている．またGPUチップ上の全
てのSMで一つのL2キャッシュを共有する構造である．チップ外に存在するGlobal Memory

からの読み込みを行う際には，一度L2キャッシュにデータが格納された後，SMへの読み
込みが行われる．
図 3.3に SM内部の構造を示す．SM内は複数のCUDA coreと呼ばれるGPU上で最小

の演算装置で構成されている．そして各 SMごとに L1キャッシュ，Texture Memoryが
搭載されている．L1キャッシュは Shared memoryと呼ばれる高速なメモリとして使用す
ることも可能である．Shared memoryとして使用する際にはユーザが明示的にデータの
格納を記述する必要がある．またTesla V100の場合には SMごとに 4つのレジスタと L0

Instruction Cacheを備えている．

3.2.4 CUDA

Compute Unifiled Device Architecture (CUDA)は，NVIDIAが提供するGPU向けの
統合開発環境であり，コンパイラやライブラリ等で構成されている．CUDAはCPUのメ
インメモリからGPUのデバイスメモリにデータを転送のタイミングや展開する Thread

と呼ばれる演算の最小単位を明示的に記述することが可能である．
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図 3.3: Streaming Multiprocessor

　

CUDAでは複数のThreadを展開し，同時実行することで並列計算を行う．このThread

を管理するためGrid、Blockと呼ばれる階層を用いる．図 3.4のように最上位にはGrid層
があり,Gridは複数のBlockで構成される. そしてBlockは演算の最小単位であるThread

で構成される. 各層のBlock数，Block内のスレッド数を指定することで，全体Thread数
を決定することが可能である．
各 Threadは kernel関数に記述された処理を並列実行する．全ての Threadが同時に

kernel関数を実行するため，各Threadの区別する必要があり，その区別にはビルドイン
関数が使用される．

3.2.5 CUDAのスレッドとStreaming Multiprocessorの対応
GPUチップ上に存在するCUDAコアは最新のGPUでも5120コアである．しかしCUDA

では Threadを数十から数百万個同時に使用することが可能である．図 3.5に CUDAの
ThreadとGPUチップ上の SMとの関連性を示す．まず 32個のThreadをWarpと呼び，
SM上で実行される最小の単位となる．表 3.1に示すようにTesla GPUでは世代にかかわ
らずWarp内の Thread数は 32個である．また CUDAで宣言した BLOCKは一つの SM

で実行される．よって一つのBLOCKを構成する複数のWarpも同 SM内で実行されるこ
ととなる．図 3.5のGPUチップのように１つの SMには複数のBLOCKがキューイングさ
れ，BLOCKを構成するWarpが順次実行されていく．Warp上のThreadにメモリアクセ
ス等によるストールが生じた際には，実行中のWarpを退避させ，キューから次のWarp
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図 3.4: CUDAの階層構造とカーネル関数
　

を取り出し実行する．GPGPUではメモリアクセスが高速化のボトルネックとなることか
ら，CUDAでは可能な限りメモリアクセスを隠ぺいするWarp schedulingが行われる．こ
のように一つの SMを複数のWarpで共有することでCUDA coreより多いThreadを処理
することが可能である．

3.2.6 GPGPUを用いた演算の流れ
図 3.6にGPGPUを用いる際のCPUとGPU間のデータ転送の流れを示す．図 3.6の “1.

Data transfer CPU - GPU”のように，GPGPUを用いて処理を高速化する際には，処理を
行う前にCPUメモリ上のデータをGlobal Memoryへ転送する必要がある．転送後GPU

上の GPU chip上の各 CUDA coreはカーネル関数を実行する．その際に各 CUDA core

は必要なデータをGlobal Memoryから読み出す (図 3.6，“2. Data reading from Global

Memory”)．その後，図中の “3. Data writing from GPU Chip”のように，各CUDA core

はカーネル関数の結果をGlobal Memoryへ書き出す．最後にGlobal Memory上のResult

をCPU Memoryへ転送し，GPUによる処理は終了となる (図 3.6，“4. Data transfer GPU

- CPU”)．
GPUによる演算に必要なデータは事前にGlobal Memoryへ格納しておく必要があるこ

とから，Global Memoryへ格納しきれない程のデータを扱う場合には，対策が必要とな
る．2章で述べたように，FEMで生成される疎行列は非常に巨大であり，GPUによる演算
を行う際にGlobal Memoryへ格納しきれない可能性がある．その際にはGlobal Memory
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図 3.5: CUDAのThreadと Streaming Multiprocessorの対応
　

にあるデータをCPUメモリにあるデータと入れ替える必要があり，GPGPUにおいて大
きなボトルネックとなるデータ転送が頻発することとなる．そのためGPUによる効率的
な高速化を行うためにはGlobal Memoryに格納可能なサイズのデータに加工し，CPUメ
モリからGlobal Memoryへ転送する必要がある．FEMで生成される疎行列に対し，どの
ようにメモリ使用量を削減する方法が適しているのか，次節より検討する．

3.3 様々なデータ圧縮手法
現在，ストレージ容量の節約やネットワークトラフィックの低減等様々な目的のため，

コンピュータで使用されるデータ量を削減するデータ圧縮手法が数多く提案されている．
本節では，様々なデータの圧縮に使用されている代表的なデータ圧縮手法の疎行列に対
する有効性を検討する．疎行列は “0”と実数で構成される数列である．この数列に対して
データ圧縮手法が有効であるか考察する．前提条件として，疎行列は SpMVで使用され
ることから可逆圧縮である必要がある．
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3.3.1 記号の出現率を用いた圧縮
ハフマン符号化や算術符号化では，記号列中の記号の出現率に基づき，圧縮を行う．記

号列中に同じ記号が多く現れる場合，高い圧縮率となる．

3.3.1.1 ハフマン符号化

ハフマン符号化は 1952年，D. A. Huffmanによって提案された手法 [21]である．ハフ
マン符号化は，圧縮を行う記号列中の出現率の高い記号には短い符号を，出現率の低い記
号には長い符号を割り当てる圧縮手法である．出現率の最も低い記号二つに “0”，“1”を
割り当て，二つの記号の出現率を合算し，1つの記号として以降扱う．また同じように出
現率の最も低い 2つの記号を選び’“0”，“1”を割り当てる，最後に出現率を合算する．こ
の処理を記号の数が 1つになるまで繰り返し，ハフマン木と呼ばれる木構造を作成する．
最終的には出現率が高い記号には短い符号が，低い記号には長い符号が割り当てられる
ことになり，全ての符号に同じ長さの符号を割り当てていた場合に比べデータ量が削減さ
れる．
疎行列への適用を考えると，“0”が非常に多く存在することから，0に対する情報量を

削減することは期待できる．しかしその他の数値に関しては出現率に偏りがあるとは考え
にくく，大きなデータ削減は困難であると考える．また疎行列を使用した SpMVをGPU

で並列化することを考えると，圧縮後の符号列中のどこからどこまでが 1つのデータなの
かを瞬時に判別することが難しく（符号列の先頭から復元していく必要がある），高い並
列度を達成することは困難である．
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3.3.1.2 算術符号化

算術符号化 [22]は，記号列中の記号の出現確率を考慮し，それぞれの記号，記号列を 0

から 1間の二つの数値の範囲に割り当てていく圧縮手法である．圧縮後の数値が割り当て
られたどの記号または記号列の範囲に位置するか判別し，その記号を復元後，割り当てら
れていた数値を圧縮後の数値から減算する．この処理を繰り返し全ての記号列を復元して
いく．しかし問題点として事前に記号列の長さがわかっている必要がある点と記号の種類
が多くなると丸め誤差等により正しく判別できない場合がある点が存在する．
算術符号化に関してもハフマン符号化と同様に，0以外の数値の出現率の偏りがないこ

と，数列の先頭から復元していく必要があることからGPUでの SpMVで使用するには不
向きである．

3.3.2 連長圧縮
連長圧縮は，記号列中に同じ記号が連続して出現した場合に，その記号，繰り返し回数

の二つの値に置き換える圧縮手法である [23]．例えば “abcddddeaf”という記号列があっ
た場合，連続している “dddd”を “d,4”に置き換えることで 4つの値だったものを 2つの
値で表すことができ，データ量が削減される．上記の例からもわかるように，連長圧縮で
は同じ記号が連続して出現することが多い場合の圧縮率が高くなる．
連長圧縮では疎行列内に多く存在する 0に対し高いデータ削減率が期待できる．連長圧

縮を使用した場合，各行の先頭から 0の数分列番号を加算し，次の非ゼロ要素の列番号を
計算する．よって連長圧縮でも先頭から復元していく必要があり，高い並列度を得るため
には不向きである．GPU上で疎行列を扱う際には，メモリ使用量を削減しながらも高い
並列度で SpMVが実行できる必要がある．

3.3.3 辞書型圧縮手法
LZ77や LZ78等は，すでに出現した記号列に対する参照として圧縮を行うため辞書型

圧縮手法と呼ばれる．すでに出現した記号列に対しての参照として部分記号列を表すこと
から，長い記号列を少ないデータ量に置き換えることが可能である．

3.3.3.1 LZ77

LZ77は 1977年，J. ZivとA. Lempelによって提案された圧縮手法 [24]である．LZ77は，
現在使われている多くの圧縮技術の元となる圧縮手法である．ハフマン符号化のように
最初に記号の出現率を求めておく必要がなく，容易に適用できることから，多くのソフト
ウェアに使用されている．LZ77では，記号列を先頭から参照していき，過去に出現した部
分記号列の並びと同様の並びが記号列中に出現した際には，過去の部分記号列への参照の
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形で記号列を表す．具体的には記号列を一致した記号列の先頭位置，一致する記号数，次
の記号の 3つの符号で表す．一致する記号列がない場合は（0，0，記号）の形で表す．例え
ば “aacabcdabcf”という記号列に対してLZ77を適用すると，“(0,0,a)(1,1,c)(1,3,d)(1,3,f)”
のように過去に出現した記号列の先頭位置とそこからの記号数の形で置き換える．よって
同じ記号列の並びが多く出現する場合に LZ77は高い圧縮率となる．LZ77では，部分記
号列を既出の記号列に置き換える際，先頭から全て一致していないか確認すると多大な時
間が必要となるため，Sliding windowと呼ばれる遡る範囲を決め，その中で一致した記号
列が存在しないか確認する方式が一般的である．
LZ77は同じ記号の並びが多く出現するような記号列に適した圧縮手法であるが，疎行

列において複数回出現する要素は 0のみであり，非ゼロ要素は全て異なる値となることか
ら LZ77による高い圧縮率は期待できない．またハフマン符号化と同様に LZ77でも先頭
から記号列を復元していく必要があり，中間部分の記号列を瞬時に復元できない．よって
SpMVにおいて高い並列度を得ることは困難である．

3.3.3.2 LZSS

LZSSは LZ77を改良した圧縮方式である [25]．LZ77では一致した記号列がない場合，
(0,0,記号)の形で格納していたため，無駄なデータ量が追加されていた．LZSSでは一致
した記号列が存在するかどうかを表す 1bitと追加することで，無駄なデータ量の増加を
抑えている．LZSSは LHZや ZIPといったファイル圧縮に使用されている．
LZSSは LZ77を元に提案された圧縮手法であり，LZ77と同様の理由から GPUでの

SpMVのために利用するには不向きである．

3.3.3.3 deflate

deflateはLZSSとハフマン符号化を組み合わせた圧縮手法である [27]．ZIPや gzipに採
用されており，様々なソフトウェアに採用されている代表的な圧縮手法である．deflateで
は，最初に記号列をLZ77を用いて，一致する先頭位置と一致する記号数の形に変形する．
その後ハフマン符号化を用いて，一致する先頭位置と一致する記号数をそれぞれ出現率ご
とに符号化することで高いデータ量削減率を達成している．
GPU上で SpMVに使用される疎行列を格納するために不向きな LZSSとハフマン符号

化の両方を使用する deflateは，LZSSやハフマン符号化と同様の理由から疎行列の格納方
法としては不向きである．

3.3.3.4 LZ78

LZ78は J. Zivと A. Lempelにより 1978年に提案された [26]．LZ78は LZ77と同様に
部分記号列を既出の記号列への参照の形で置き換える手法であるが，辞書を用いる点が
LZ77との差異である．LZ77では一般的に既出の記号列が存在しないか確認するための遡
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る範囲が決められている．一方，一般的に LZ78では出現した記号列を辞書として登録し
ておくことで，全ての記号列を格納している LZ78は LZ77に比べ，圧縮にかかる時間は
短いが，復元にかかる時間が長い傾向がある．
LZ78では既出の記号列を辞書に登録するが，LZ77と同様に複数回出現する記号は 0の

みであり，高いデータ削減率は達成できないと考えられる．また，復元する際，先頭から
復元していき，辞書をアップデートしながら展開する必要があるため記号間の依存関係も
存在する．そして多くの種類の数値を辞書に登録する必要があることから，辞書のサイズ
が非常に巨大となり，データ圧縮率が低くなると考える．よって疎行列の格納には適して
いない．

3.3.3.5 Lempel–Ziv–Welch(LZW)

LZWは LZ78を元に提案されており，辞書を用いた圧縮手法である [28]．主にGIFに
て使用されている．LZ78では使用する辞書を圧縮しながら作成していくが，LZWではあ
らかじめ圧縮前に作成する．作成する辞書には，圧縮する記号列に現れると予想される記
号を全て登録する．そのため多くの種類の記号を使用する場合には辞書のサイズが巨大化
する．記号列の圧縮開始後は，LZ78と同じく出現した記号の並びが辞書に登録されてい
ないか確認し，されていない場合は登録し，辞書をアップデートしていく．LZWは高速
な圧縮アルゴリズムであるが，deflateに比べると圧縮率は悪いと言われている．
LZWは LZ78を元に作成された圧縮手法であるため，LZ78と同様の理由から疎行列の

格納には不向きな圧縮手法である．

3.3.4 パターンを用いたデータ圧縮手法
3.3.4.1 Frequent Pattern Compression (FPC)

Alaa R. Alameldeenらはキャッシュを有効に活用するため，キャッシュ内データに対す
る圧縮方式 Frequent Pattern Compression (FPC)を提案している [29]．LZ78等の辞書型
圧縮手法は長いデータ列を対象としているのに対し，FPCは短いキャッシュラインに対す
る圧縮手法であり，圧縮，伸長のオーバヘッドの削減を目的とした手法である．長いデー
タ列に対しては圧縮率が高くならない．FPCではデータのタイプによっては格納時に無
駄があることに着目し，それぞれのデータのパターンに合わせ，“Prefix”を冒頭に付加す
ることでデータの bit数を削減する．例えば非常に小さい整数データの場合，格納のため
には 4, 6, 16bitのように小さい bit数しか必要ないが，一般的には 32bitとして格納され
る．この格納方式はメモリ容量的に無駄が大きいため，FPCではデータの冒頭にデータが
何 bit使用するか見分けるための “Prefix”を付加してキャッシュに格納する．このような
方法と採用することで，キャッシュ内のデータはそれぞれ本来必要とされる bit数で格納
することが可能となり，メモリ使用量が削減される．結果として既存のキャッシュ内デー
タに対する 2つの圧縮方式より FPCのキャッシュ内のデータ量は少なくなっている．ま
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た参考のため，キャッシュ内のデータ全てに deflateを採用した gzipを適用した場合との
比較を行っており，gzipの圧縮率の方が圧縮率は高くなっている．

3.3.4.2 Frequent Value Locality and Value-Centric Data Cache (FVC)

Youtao Zhangらはプログラム中に使用される値の局所性が高いことに着目し，キャッ
シュミス率を改善するための Frequent Value Cache (FVC)を提案している [30]．論文中
で SPECベンチマークを用いて各プログラムの動作を確認した結果，10個の異なる値が
格納されているメモリロケーションへの参照が全体の 50%以上を占めていることが判明し
た．また 6個のベンチマークにおいてこの少数の値に起因するキャッシュミスが平均 50%

以上であることも明らかになった．そこで頻繁にアクセスされる少数の値が格納されてい
るアドレスのデータのみを格納するダイレクトマップ方式の FVCを実装し，DMCと併
用することで 1%から 68%のミス率の削減を達成した．
FVCはキャッシュミス率削減による演算性能の向上が目的であるが，このデータの局

所性を用いることでデータ圧縮手法に応用することも可能である．例えば長いデータ列中
に頻繁に現れる部分データ列を辞書に登録しておくことでデータ列中の部分データを辞書
へのインデックスに置き換えることができる．おおよそLZ78と同じ原理となるが，LZ78

と異なりデータ列を全て辞書に格納することはない．そのため圧縮率に関しては LZ78の
方が高くなると考えられる．

3.3.5 文法圧縮手法
文法圧縮手法は，記号列に対して規則を作成し，圧縮した記号列を規則に則り復元して

いく手法である．

3.3.5.1 Re-Pair

RePairaは文法圧縮手法として広く知られたアルゴリズムである．文法圧縮手法は，記
号列中の頻発する部分記号列を規則で置き換え（規則は別のテーブルに格納し，そのイン
デックスで記号列を置き換える），木構造的に規則への置き換えを行うことで，元の記号
列より短い文字列を生成する．しかし文法圧縮では LZ77圧縮等のときと同様に数値の並
びに規則性が希薄であることから高いメモリ使用量の削減は見込めない．また文法圧縮手
法では，終端記号（疎行列では，存在する全ての数値）を格納しておく必要があることか
ら，同じ数値が少ない疎行列においては圧縮が効果的に行えないことがわかる．
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3.4 疎行列格納方式
FDMやFEMで生成される行列は多くのゼロ要素を含む疎な行列となる．そのため，そ

のままの状態の行列を用いて SpMVを実行しようとするとN ×N のサイズの疎行列を格
納しておく必要がある．近年数値シミュレーションで使用される疎行列の行数は優に 100

万を超えることからGPUメモリのサイズを考えるとそのままの疎行列を扱うことは困難
である．そのため何かしらのメモリ使用量が少ない形に変換して，GPU上に格納する必
要がある．

3.4.1 疎行列格納方式の必要条件
前節にて一般的なデータ圧縮手法を俯瞰した．画像，文章，音楽等の同じ記号の並びが

多く出現するデータに対しては，これまでに紹介したデータ圧縮手法は非常に有効であ
る．しかしながら，疎行列へ適用することを考えると，同じ記号の並びが現れる記号が 0

だけであり高いデータ削減率が見込めないこと，圧縮後の記号間に依存関係が生じること
で並列処理をする際に高い並列度が得られないことを確認した．GPU上で SpMVを並列
して実行することを考えると，各行に対応する情報を瞬時に各スレッドが読み出せるよう
になっている必要がある．LZ77や LZ78では，先の記号列を復元しない限りその後の記
号列が復元できない．そのため SpMVで使用する際に，各スレッドが必要な情報を瞬時
に読み出すことができず，並列計算が困難となる．
そのため疎行列を少ないメモリ使用量で格納するためには，代表的なデータ圧縮手法を

使用するのでなく，疎行列格納方式を用いて格納することが一般的である．疎行列格納方
式は，疎行列内の非ゼロ要素のみを効率よく格納し，少ないデータ量で表すことを目的と
している．非ゼロ要素のみの情報を格納するためには，非ゼロ要素の位置（行番号，列番
号）の情報を付加する必要がある．しかしながら要素間での依存関係が存在しないため，
SpMVを高い並列度で実行可能である．
GPU上での SpMVに使用される疎行列格納方式に求められる条件は，まず高い並列度

で SpMVが実行できることである．一つ一つの非ゼロ要素の情報に依存関係をなるべく少
なくすることで，GPUの多数のスレッドが必要な情報を同時に読み込むことができ，高
い並列度での SpMVを実現することが可能である．次節から説明する CSRや ELL等の
疎行列格納方式では，各非ゼロ要素の情報が他の要素に依存せず求めることができること
からGPUによる実装で度々使用される．高い並列度を保ちながらも，メモリ使用量をい
かに削減するかという点が疎行列圧縮手法の難しさである．

3.4.2 Coodinate (COO) format

COO形式は疎行列内の非ゼロ要素の値，列番号，行番号を別々の配列に格納すること
で，疎行列内の非ゼロ要素の情報のみを格納する．図 3.7に疎行列をCOO形式で格納し
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た例を示す．疎行列内の先頭の非ゼロ要素 “a”の値は “a”，列番号は “0”，行番号は “0”

であり，それぞれを V aleus，Columns，Rowの先頭に格納する．その後も同様に各行の
非ゼロ要素の値，列番号，行番号を順に配列に格納していくことで，図 3.7のような 3つ
の配列が完成する．COOでは疎行列内の非ゼロ要素の情報のみを格納していることから，
疎行列全体を格納する場合に比べ，メモリ使用量が非常に少なくなる．

Values: 

Columns: 

Row: 

Coodinate (COO) format

図 3.7: Coodinate (COO) format

COOが提案されて以降，疎行列内の非ゼロ要素の情報のみを効率的に格納する疎行列格
納方式が提案されてきた．FDMやFEMで現れる疎行列をファイルに格納する際，シンプ
ルに疎行列を表現できることから，COO形式で格納されることが多い．一般的にはCOO

形式で格納されたファイルを読み込み，そこからその他の疎行列格納方式に変換する．
その中でもGPU上の SpMVに使用することを考慮した場合，Compressed Sparse Row

(CSR)と ELLPACK(ELL)が多々採用される．FDMや FEMで生成される疎行列を省メ
モリで格納することで数値シミュレーションの省メモリ化に繋がるが，格納するデータ
構造によりGPGPUによる SpMVの演算性能は大きく異なる．CSRやELLがGPUにお
ける SpMVで多く使用される理由は，CSRや ELLを用いると高い並列度で並列化でき，
SpMVの高速化に繋がるためである．また高い並列度だけでなく，GPUに適したメモリ
アクセス等の最適化が容易であることからCSRや ELLが使用される．
GPUによる SpMVで使用される疎行列格納方式に対する条件は高い並列度で並列実

行可能であることである．次節より，GPUにおいて使用頻度が高い Compressed Sparse

Row(CSR)とELLPACK(ELL)[32]の二つ疎行列格納方式について言及する．その後CSR

や ELLの改良版である疎行列格納方式について俯瞰する．
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3.4.3 Compressed Sparse Row(CSR)

























a b c d 0 0 e f

0 g 0 0 h i 0 0

0 0 0 0 0 j k 0

0 0 l 0 0 m n 0

0 0 0 0 o p q r

0 0 0 0 0 0 s 0

0 0 0 0 0 t u 0

0 0 0 0 v w x y

























(a b c d e f g h i j k l m n

o p q r s t u v w x y)

(0 1 2 3 6 7 1 4 5 5 6 2 5 6

4 5 6 7 6 5 6 4 5 6 7)

(0 6 9 11 14 18 19 21 25)

Values

Columns

RowPtr

Values Columns

Compressed Sparse Row (CSR)

ELLPACK (ELL)

Sparse Matrix

図 3.8: Conventional storage formats for sparse matrices

CSRの長所は，無駄なゼロ要素を一切格納しないため，少ないメモリ使用量で疎行列
を格納できる点が挙げられる．またCSRを用いた SpMVの並列処理が容易であることか
らGPGPUにおいても度々使用される．
図 3.8，右上にCompressed Sparse Row (CSR)の格納方法を示す．CSRでは，3つの配

列を用いて疎行列を表す．一つ目の配列（図中CSRの四角内，V alues）は，疎行列内の
各非ゼロ要素の値を格納する．二つ目の配列（図中CSRの四角内，Columns）は，疎行
列内の各非ゼロ要素の列番号を格納する．三つ目の配列（図中CSRの四角内，RowPtr）
は，V alues配列とColumns配列における，疎行列の各行の最初の要素を示すインデック
スを格納する．式 (3.1)にCSRを用いて疎行列を格納した際のメモリ使用量を示す．メモ
リ使用量の単位は byteである．

MemUsageCSR = 8Nz + 4Nz + 4(N + 1) [byte] (3.1)

本稿において，Nは疎行列の行数を示し，Nzは疎行列内の非ゼロ要素数を表す．また本
稿では，疎行列内の1つの値の格納に8byte(64bit)の倍精度浮動小数点数を用い，列番号等
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の１つの整数を格納するために 4byte(32bit)の非負整数を使用する．V aluesとColumns

の要素数は疎行列中の非ゼロ要素数Nzとなり，メモリ使用量はそれぞれ 8Nz，4Nz [byte]

で表される．RowPtrの要素数はN + 1であり，メモリ使用量は 4(N + 1) で表される．

Algorithm 4 SpMV code of CSR

1: i = Thread ID (i = 0 to N)

2: dTmpAns = 0

3: iRowStart = RowPtr[i]

4: iRowEnd = RowPtr[i+ 1]

5: for j = iRowStart to iRowEnd do

6: dTmpAns+ = V alues[j] ∗ dV ector[Columns[i]]

7: end for

8: Ans[i] = dTmpAns

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 0

0 6 9 14 18

0 6 9 14 18

0 6 9 14 18

0 6 9 14 18

0 6 9 14 18

1

2
3

4
5

Warp: 5ThreadCSR: Array of Values, Array of Columns

11

Matrix

図 3.9: Memory access of CSR to GPU memory

Algorithm4にCUDAによるCSRを用いた SpMVカーネルを示す．Algorithm4のカー
ネルを，疎行列の行数分展開された CUDAの Threadで実行することで，並列処理を行
う．Algorithm4中の V alues，Columnsは図 3.8中のCSR内，V alues，Columnsに対応
する．
まず疎行列の行数 (Algorithm中，N)分展開された Threadの IDを iに格納する．こ

れは各 Threadが疎行列の各行に対して SpMVの処理を担当することを意味する．3，4

行目では，疎行列中 i行目の先頭と末尾の非ゼロ要素のデータが格納されている V alues

とColumnsのインデックスを，iRowStartと iRowEndに格納する．5行目の for文では
iRowStartから iRowEndまで反復することで，i行目の非ゼロ要素に対する SpMVの処
理を行う．6行目にて V aluesとColumnsから j番目の値と列番号を読み出し，疎行列と
ベクトルの計算を行う．最後にAns[i]に i行目の SpMV計算結果を格納し，終了となる．
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CSRは非常にメモリ使用量が少ない一方で，GPU上で SpMVの演算性能が低くなる傾
向にある．GPUでは同一Warp内のThreadは常に同じ処理を同時に実行する．Warp内
の各Threadの使用するデータが連続したメモリアドレスに格納されている場合，1回のメ
モリアクセス処理で読み出すことが可能である．GPUを使用するプラットフォームであ
るCUDAでは，このようなメモリアクセス方式をコアレスドアクセス (Coalesced Access)

と呼ぶ．しかし，各Threadが使用するデータが不連続なメモリアドレスに格納されてい
る場合は 1回で読み出すことができず，最多でWarp内のThread数と同じ回数のメモリ
アクセスが発生する．このメモリアクセスは演算性能向上の大きなオーバーヘッドとな
る．図 3.9にGPU上でのCSRを用いた SpMVのメモリアクセス例を示す．Matrix中の
色がついている部分が非ゼロ要素を表しており，行ごとに色を変えて表示している．左の
行列にCSRを適用すると，V aluesとColumnsは右上のような形で各行の値と列番号を
格納する．図 3.9は各行の先頭の非ゼロ要素とベクトルの値の積を行う際のメモリアクセ
スを示している．灰色の枠は Threadを表しており，枠内の数字は各 Threadが必要とす
る，V alues，Columnsに格納されている各行の先頭の非ゼロ要素のデータのインデック
スである．説明を単純化するためWarp内のThread数を 5と仮定する．先頭のThreadが
必要とする 0番目データを読み出す際に，他のThreadは 0番と連続した 1番目から 4番
目のインデックスにアクセスする．無駄にアクセスを行ったデータは，その後正しい値を
読み出した際に上書きされる．そして次のThreadが必要とする 6番目のデータを読み出
すために，他のThreadは 7から 9番目のインデックスにアクセスする．最終的に全ての
Threadが必要とするデータの読み込み完了までに 5回のメモリアクセスを要する．この
ようにCSRでは，Warp内のThreadが必要とするデータを読み出すために複数回のメモ
リアクセスを必要とすることから，演算性能の低下が起こりやすい．Bellらの論文におい
ては，CSRは ELLに比べ演算性能が低い傾向にあることが報告されている [33]．

3.4.4 ELLPACK (ELL)

一方 ELLでは，2つの行列を用いて疎行列を表す．一つ目の行列（図 3.8中 ELLの四
角内，V alues）では，疎行列内の各非ゼロ要素の値を V alues行列内の対応する行へ格納
する．二つ目の行列（図 3.8中 ELLの四角内，Columns）では，疎行列内の各非ゼロ要
素の列番号をColmuns行列内の対応する行へ格納する．これら二つの行列に左詰めで要
素を格納していくため，疎行列内のゼロ要素を削減して格納することが可能である．しか
し，二つの行列の列数は，疎行列の行あたりの最大非ゼロ要素数とする必要がある．その
ため，疎行列内の各行の非ゼロ要素数のばらつきが大きい場合，計算に使用されない無駄
な要素をパディング (図 3.8中，行列内の ∗)として多く格納する必要があり，メモリ使用
量が増加する．一般的に，パディングには “0”を使用するため，本稿においてもパディン
グには “0”を使用する．CSRでは非ゼロ要素のみの情報を保持していたが，ELLではパ
ディングによって 1行あたりの要素数を均等にしているため，同一 warp内の Threadが
常に連続したアドレスへアクセス可能である．
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Algorithm 5 SpMV code of ELL

1: i = Thread ID (i = 0 to N)

2: dTmpAns = 0

3: for j = 0 to MaxCol do

4: dTmpAns+ = V alues[i][j] ∗ dV ector[Columns[i][j]]

5: end for

6: Ans[i] = dTmpAns

Algorithm5にCUDAによるELLを用いた SpMVカーネルを示す．Algorithm5のカー
ネルを，疎行列の行数分展開された CUDAの Threadで実行することで，並列処理を行
う．Algorithm5中の V alues，Columnsは図 3.8中のELL内，V alues，Columnsに対応
する．
まず疎行列の行数 (Algorithm中，N)分展開されたThreadの IDを iに格納する．これ

は各Threadが疎行列の各行に対して SpMVの処理を担当することを意味する．3行目で
は jを 0からMaxColになるまで反復処理を行う．ここでMaxColは ELLの V alues行
列とColumns行列の列数である．4行目において疎行列の i行目の非ゼロ要素を V alues

から 1つずつ読み出し，非ゼロ要素の存在した位置をColumnsから読み出す．そして疎
行列の値とベクトルとの積を求める．最後に i行目の SpMVの演算結果をAns[i]に格納
し終了となる．
図 3.10にGPU上でのELLを用いた SpMVのメモリアクセス例を示す．図中のMatrix

を ELLで格納した際の V aluesとColumnsを図中の右側に示している．図 3.9と同様に
色がついている枠が非ゼロ要素を表しており，各行の非ゼロ要素を色を変えて表現してい
る．ELLの V alueと Columnsを列優先データ順で格納した場合，Warp内の各 Thread

が必要とするデータは連続したアドレスに格納される．そのため各行の先頭の非ゼロ要素
のデータを読み出す際も，各Threadが必要とするデータを 0から 4番目の連続したイン
デックスに 1回アクセスすることで読み出すことが可能である．パディングされた無駄な
要素はメモリ使用量の増加を起こすが，メモリアクセスの観点から見れば非常に効果的で
ある [33]．
ELLのメモリアクセスはGPGPUに非常に適しているが，パディングに対する演算は

SpMVの結果に影響せず，演算性能を下げる要因となる．そこでVázquezらは，ELLの
パディングされた要素に対する無駄な演算を減らし，演算性能をさらに向上させる手法と
して，ELLPACK-R (ELL-R)を提案している [34]．ELL-RではELLに加え，疎行列内の
各行の非ゼロ要素数を保持することで，パディングに対する無駄な演算を減らすことが可
能である．式 (3.2)，(3.3)はそれぞれ，ELLと ELL-Rを用いて疎行列を格納した際に必
要となるメモリ使用量である．

MemUsageELL = 8NK + 4NK [byte] (3.2)
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Matrix ELL: Matrix of Values, Matrix of Columns
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図 3.10: Memory access of ELL to GPU memory

MemUsageELL−R = 8NK + 4NK + 4N [byte] (3.3)

ここで K は疎行列中，1行あたりの最大非ゼロ要素数を示す．ELL，ELL-Rともに，
V alues行列とColumns行列内の要素数はNKで表される．そのため，式 (3.2)では 8NK

が V alues行列のメモリ使用量を，4NKがColumns行列のメモリ使用量をそれぞれ表し
ている．また，ELL-RではELLに加え，各行の非ゼロ要素数も保持するため，式 (3.3)で
は第 3項として 4N が追加される．

3.4.5 Sliced ELLPACK (SELL)

また近年，これまでに述べた疎行列格納方式の高い演算性能を保ったまま，メモリ使用
量の削減を試みる研究が行われている．Alexanderらは，ELLの無駄なパディングを減ら
し，メモリ使用量を削減するため，Sliced ELLPACK(SELL)を提案している [35]．SELL

では，任意の行数で疎行列を分割し，各分割した部分疎行列に対してELLを適用する．こ
れにより，各行の非ゼロ要素数のばらつきが大きい場合でも，パディングの量を抑え，メ
モリ使用量を削減できる．また SELLの派生系として SELL-C-σ [38]があるが，この手
法は各行の非ゼロ要素数でソートすることでさらにゼロパディングの数を削減する．しか
しながら，SELLは ELLのパディング数を減らすことを目的とした疎行列格納方式であ
り，FDMや FEMで生成される疎行列の規則性を考慮した情報量の削減等を行うことは
ない．本研究は疎行列の規則性，パターン性を考慮し，不必要な情報量を削減することで
メモリ使用量を削減する手法を提案する．そのため SELLと本稿で提案する手法の方向性
が異なるため，比較対象として SELL実験で用いることはしない．また SELLに対して本
研究にて提案する手法を併用することも可能であると考えている．
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3.5 位置情報を表す要素へのデータ圧縮手法の適用
FEMで生成されたそのままの疎行列に対して，これまでに提案されてきたデータ圧縮

手法の適用は困難であることを 3.3節にて説明した．しかしこれまでに紹介した CSRや
ELL等の非ゼロ要素の値と位置情報（列番号）を分離させた状態であれば，位置情報に
対してデータ圧縮を行うことが可能となる．列番号を格納している配列内の要素には規則
性がある場合が多いため，データ圧縮手法が有効である．しかしながら，LZ77等の圧縮
手法をそのまま適用することは困難である．GPU上での SpMVで使用することを前提と
していることから，列番号を圧縮した場合でも高い並列度で SpMVを実行できることが
条件となる．LZ77等の圧縮手法を使用する場合を考えてみると，列番号の先頭から参照
していき，過去に出現した列番号の並びをその列番号へのポインタとして格納する．この
方法を用いると先頭から順に復元していく必要がある．GPUでの SpMVでは各行の先頭
の列番号を瞬時に復元することができなければ，高い並列度を達成することはできない．
そのため，LZ77のような順に文字列を復元するようなデータ圧縮手法ではなく，複数の
ポイントからデータを復元できるようなデータ圧縮が必要となる．また文法圧縮を用いた
場合でも同様の問題が生じる．文法圧縮では全ての圧縮した文字列を展開してからでない
と，GPU上の各Threadが SpMVで必要な列番号を得ることができない．そしてGPUメ
モリ上で展開するとなると元々の列番号をそのまま格納した時と同じメモリ使用量が必要
となり，圧縮のメリットがない．そのため文法圧縮は疎行列の列番号に対する圧縮には適
していない．

3.5.1 Blocked CSR and Blocked ELL

J. Choiらは，Blocked CSRとBlocked ELLを提案している [36]．BCSRとBELLは疎
行列内の非ゼロ要素を少ない数の列番号で表すため，疎行列を小さな密行列に分割し，格
納する格納方式である．規則に則り，疎行列を小さな密行列に分割することで，各密行列
に対し 1つの列番号から，密行列内の非ゼロ要素の本来の列番号を算出することが可能で
ある．Blocked CSRと Blocked ELLの問題点として，各密行列の行数と列数が固定であ
ること，密行列にする際に無駄なゼロ要素を格納する必要があることの 2つがあげられ
る．Blocked CSR，Blocked ELL共に，第一に演算性能の向上を目指した手法である．そ
のためメモリ使用量削減を第一に考えた場合，さらにメモリ使用量を削減可能である．本
研究は，演算性能を保ったまま既存手法のメモリ使用量を削減することが目的である．

3.5.2 BCSR

Aliらは，CSR方式に対する疎行列内の連続した非ゼロ要素の列番号を圧縮し，メモリ使
用量を削減する手法，Blocked Compressed Row Storage(BCRS)を提案した [37]．図 3.11

にBCRSを用いた格納方法の例を示す．ここで，Af は行列の値を格納する配列，Colind
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図 3.11: Blocked Compressed Row Storage (BCRS)

は連続した非ゼロ要素の先頭または不連続の非ゼロ要素の列番号を格納する配列である．
そして，RowPtrはColind内のどの要素が各行の先頭の非ゼロ要素の列番号かを格納し，
NzptrはAf 配列内のどの要素が連続した非ゼロ要素の先頭，または単体の非ゼロ要素な
のかを記憶している．実験結果では，CSR方式のメモリ使用量とメモリアクセス回数の削
減を達成し，連続した非ゼロ要素の列番号圧縮の有効性を示している．しかし，Aliらの
研究では，GPUを始めとする並列計算環境におけるの SpMVではなく，逐次的な SpMV

を対象としている．論文中においても，並列計算を行う実装の定義はされていない．その
ため，BCRSをそのままGPUで並列化することは困難であると考えられる．また，多少
の変更でBCRS方式をGPUで実行しても高い性能が出るとは考えにくい．以下に理由を
述べる．例えば，単純にGPU上の１Threadが図 3.11の行列の 1行を担当し，並列化を
試みるとする．各GPU上の Threadはまず，Rowptrの値を読み込むことが想定される．
次に，Colindから自身が担当するブロックの先頭または単体の要素の列番号を読み込む．
その後，Nzptrの値を用いて Af から値を読み込む際，Af 内のどの要素からどの要素ま
でが同じ行にあるか並列計算では判別できないという問題が生じる．例えば，図 3.11の
行列の 5行目の kを計算する場合，kの列番号はわかるが，Threadは並列に動いている
ために kに対応するNzptrの数値がわからず，Nzptrのどの部分を読み込めばいいか判
別ができない．したがって，このままでは，GPU上でのBCRSを用いた SpMVは実現不
可能であると考えられる．
また，著者らもこれまでの研究 [43]において，CSRとELL方式を用いて，連続した非ゼ

ロ要素の列番号に対する圧縮法の有効性を検証しており，メモリ使用量の削減に効果的で
あることが判明している．しかしながら，連続した列番号の圧縮により，Global Memory

上の列番号を保持する配列に対するアクセスが不連続化するため，ELLを用いた SpMV

の演算性能が大幅に低下することも明らかになった [43]．

3.5.3 Compressed Adaptive ELL (CoAdELL）
M. Maggioniらにより提案されたCoAdELLは，AdELL[40]と呼ばれるWarp内のロー

ドバランスを改善し，ELLの演算性能を改良した疎行列格納方式のメモリ使用量削減を
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行っている．SELLの同様に複数行ごとにELLを適用し，その後各ELL内を行中の非ゼ
ロ要素数でソートする．その後，特定の列数で折り返すことで，さらにゼロパディングの
数を削減する．最後に列番号を表す行列内の各行に対してデルタエンコーディングを適用
することでメモリ使用量を削減している．CoAdELLは変換のためにソート等の処理を多
く要するため，ELL等への変換に比べ，大幅に変換時間が長くなる．

3.5.4 Adaptive Multi-level Blocking (AMB)

AMBは Nagasakaらにより 2016年に提案された疎行列格納方式である [42]．AMBで
はキャッシュサイズを考慮し決定した列番号で疎行列を横方向に分割することで，入力ベ
クトルに対するメモリアクセス効率の向上とメモリへのアクセスを削減している．その
後，複数行ごとに分割し，それぞれを SELL-C-σ [38]を拡張した方式で格納する．最後
に列番号が格納されている行列に対して，圧縮を行うことでメモリ使用量が削減される．
AMBでは演算性能を向上させるため，変換の際にパラメータのチューニングを行ってお
り，複数回の SpMV実行を必要とする．そのため CoAdELLと同様に長い変換時間が必
要となる．

3.5.5 BCCOO

S.Yanらにより 2014年に提案された疎行列格納方式．疎行列を格納した際のメモリ使
用量最も少ない疎行列格納方式の 1つとして知られている．疎行列を任意のブロックで分
割し，ブロックの左上の非ゼロ要素の位置のみを格納することで列番号を示す要素の数
を削減している．しかしブロック内にゼロ要素が存在する場合には，値に 0を格納するた
め，メモリ使用量が増加する．そのため最適なブロックのサイズを決定するためのチュー
ニングに多くの時間を費やす．またメモリ使用量の削減だけでなく演算性能向上のための
チューニングにも多くの時間が必要となる．[42]の文献においてもBCCOOの変換時間は
非常に長いと指摘している．

3.5.6 浮動小数点数に対する圧縮
疎行列格納方式は，疎行列内の非ゼロ要素の位置情報をいかに減らすかを考えるため多

くの疎行列格納方式で値と位置情報を別々に格納している．本研究では非ゼロ要素の位置
情報を削減し，メモリ使用量を削減するアプローチである．一方で疎行列の値を表す浮動
小数点数に対して，単精度浮動小数点数の使用等の適用によるメモリ使用量の削減方法も
考えられる．この値に対するメモリ使用量削減と本研究のメモリ使用量削減の対象は別の
データであることから，併用して使用することが可能である．
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3.6 おわりに
GPGPUはGPUの多くの演算コアによる高い演算性能を活かし，GPUを汎用的なア

プリケーションに適用する技術である．GPUは CPUに比べ非常に多くのコアを有して
おり，非常に高い並列度でアプリケーションを並列実行することが可能である．しかし
GPUのGlobalメモリへのアクセスは低速であることから，高速化のためにはGPU Chip

上に搭載される高速なメモリ，Shared memory, Texture memory, Context memoryを効
率的に使用することが重要である．
NVIDIA GPUを用いる際にはCUDAと呼ばれる統合開発環境を使用する．CUDAは

記述性の高く，様々なライブラリが用意されているため，簡単にGPGPUを活用するこ
とが可能である．CUDAではGrid，Block，Threadの 3つの階層を用いて並列処理を管
理する．ThreadはGPU上の最小演算単位であり，全てのThreadが kernel関数に記述さ
れた処理を並列実行する．
GPGPUでは演算を開始する前に，必要なデータをCPU memoryからGlobal Memory

へ転送する必要がある．その際，必要なデータがGlobal Memoryへ格納しきれない場合
には，CPU-GPU間のデータ転送が頻発し，データ転送時間が増加する．FEMで生成さ
れた疎行列を用いて反復法を解く際には，非常に巨大な疎行列がGPUメモリ上に乗り切
らない懸念がある．そのため疎行列に対するメモリ使用量の削減手法が必要となる．
まずデータ量を削減するためには様々なデータ圧縮方式が考えられる．3.3節ではハフ

マン符号化や LZ77，LZ78等の代表的なデータ圧縮手法を俯瞰した．LZ77等の圧縮手法
では復元する際に先頭から順次復元していく必要がある．しかし SpMVによる並列計算
をGPUで行うこと場合には各スレッドが必要なデータを瞬時に読み出す必要があること
から，LZ77等の圧縮手法を用いて並列処理を行うことは困難である．疎行列に対して適
用可能な圧縮方式の条件は，SpMVの際に各スレッドが必要なデータを瞬時に読み出し可
能でありながら，メモリ使用量が少ないということである．
そのため，疎行列内の非ゼロ要素の情報のみを効率よく格納する手法が多く提案され

ている．非ゼロ要素の情報のみを格納するため，値の他に非ゼロ要素の位置情報も格納
しておく必要がある．これまでに提案された疎行列格納方式はCSR系とELL系に大別さ
れる．CSR系の疎行列格納方式はELLに比べメモリ使用量が少ないが，SpMV演算性能
が ELLより低い．一方 ELL系の疎行列格納方式は SpMV演算性能が高い代わりに，メ
モリ使用量がCSRに比べて多くなる．それぞれの欠点を改善するため，BCSR，Blocked

CSR, Sliced ELL, Blocked ELL等の疎行列格納方式が提案されている．また疎行列格納
方式内の非ゼロ要素の位置情報を削減するためAdCoELL，AMB，BCCOO等の疎行列格
納方式が提案されている．しかしながら，これらの疎行列格納方式では非ゼロ要素を小さ
いブロックに分割したのち圧縮を行うため，大幅な圧縮が困難な場合がある．また変換時
間が多く必要となるという欠点もある．本研究では，AdCoELLやBCCOO等の疎行列よ
り広い範囲の圧縮を行うことでメモリ使用量をさらに削減する手法Patttern Compression

（PatComp）法と，変換時間が短いながらも非ゼロ要素の列番号を削減し，メモリ使用量
を減らすことが可能な手法Row Block Packing（RBP）法を提案する．
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第4章 数値シミュレーションの時間発展
に伴いFEMモデルの形状が変化
しない問題に対する疎行列格納
方式：
Pattern Compression method

(PatComp法)

4.1 はじめに
Pattern Compression (PatComp)では，既存の疎行列格納方式で考慮されていない 1行

中に存在する非ゼロ要素の並びに着目し，メモリ使用量を削減する．2節で述べたように，
FEMにおける疎行列中の非ゼロ要素の出現する位置は，節点間の接続関係と，その節点
番号により決定される．FEMモデル中の節点の節点番号が疎行列の行番号に対応し，そ
の節点に隣接する節点の節点番号と同じ列に非ゼロ要素が出現する．

図 4.1: Pattern on matrix by using FEM

一般的に，図 4.1に示すように，複数の節点が，隣接する節点と同じ形で接続する場合，
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それぞれの節点に対応する疎行列中の行に，同じ並びで非ゼロ要素が行中に出現する．例
えば青色の節点（5，6，9，10）は 8個の節点に囲まれる形で他の節点と接続している．
この場合，疎行列中の青色で示すような同じ非ゼロ要素の並び（先頭の位置のみ異なる）
が，各節点の節点番号と同じ行（図 4.1中の疎行列，5，6，9，10行）に出現する．よっ
てFEMモデル中の多くの節点が同じ形で他の節点と接続していれば，疎行列中に同じ並
びの非ゼロ要素が多く存在することとなり，その非ゼロ要素の並び（パターンと呼ぶ）を
1つ格納しておくことで，多くの行の非ゼロ要素の位置を表すことが可能となる．
本章では FEMで生成される疎行列では，1つのパターンを格納しておくだけで，複数

の行の非ゼロ要素の位置関係を表現できる利点を用いたPatComp法を提案する．行毎に
パターン化することで，SpMVにおいても行単位の並列処理を可能としており，GPUに
おける SpMVでは従来の疎行列格納方式と同程度の演算性能が期待できる．また SpMV

を実行する際に，多くの Threadが同じパターンに複数回アクセスすることになるため，
Cache hit rateの向上も期待できる．
既存手法である BCCOOや AMBでは，疎行列を小さな行列に分解した部分行列に対

して列番号の削減を行っている．しかし小さな範囲内での非ゼロ要素の連続性を用いてい
るため，本来はさらに長く連続した非ゼロ要素の場合削減率は低くなる．本章で提案する
PatCompでは行中の連続した非ゼロ要素を分割せず，そのまま圧縮することに加え，行
ごとのパターンを考慮することで既存手法より広い範囲への圧縮が可能である．そのため
既存手法より高いメモリ使用量の削減率が期待される．
しかし広い範囲でのパターンを考慮するため，そのパターンがすでに出現したパターン

でテーブルに登録されているか探索するため多くの時間が必要になるため，PatCompへ
の変換時間は長くなることが予想される．そのためPatComp法はシミュレーションの時
間発展ごとに FEMモデルの形状変化がなく，格子の形状が変化せず，疎行列の形も不変
な問題に適している．また反復法の収束までに多くの時間が必要となる複雑な問題に対し
ても有効である．上記の例において，疎行列の変換は数値シミュレーション中で 1回のみ
必要であるため，変換時間に多くの時間が必要となったとしても，演算時間の割合が多く
なり，変換時間は支配的ではなくなる．
4.2節にてFEMで生成される疎行列のパターン性について説明し，4.4節にて非ゼロ要

素のパターン性を活用したメモリ使用量削減手法 PatCompの提案を行う．最後に 4.5節
にて PatCompを用いた SpMVカーネルについて述べる．
その後 4.7節では，PatCompの目的である既存手法に比べメモリ使用量が大幅に削減

できているか確認する．PatCompでは既存手法であるCSRと比べメモリ使用量を大幅に
削減しながらも，同等以上の SpMV演算性能であることが求められる．
4.7節の実験では，実際のシミュレーションで用いられた疎行列を用いて，各疎行列格

納方式のメモリ使用量，SpMV演算時間を測定する．また最後にGMRESを使用した評
価を行う．GMRESを用いた評価では，PatCompの変換時間を含めた全体の処理時間を
測定する．PatComp法は時間発展に伴い疎行列の形が変化しない数値シミュレーション
を対象としているため，疎行列の変換は数値シミュレーションの最初に 1回のみ実行され
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る．そこで PatCompの変換がどの程度の時間を費やすか評価を行う．

4.2 疎行列内の非ゼロ要素のパターン性
4.2.1 非ゼロ要素のパターン性について
FEMで生成される疎行列は，各有限要素に関する解くべき方程式（要素剛性方程式）

を重ね合わせた形で構成される．要素剛性方程式を表す疎行列内の非ゼロ要素の位置は，
隣接する要素との接続関係により決定される．もし 2つの要素が同じ形で隣接要素とつ
ながっている場合には，疎行列内の非ゼロ要素の並び（パターン）は一致する．ここでパ
ターンとは 1行中の非ゼロ要素の位置を，非ゼロ要素の連続数と次の非ゼロ要素までの 0

の数を用いて表した数列である．またパターンが一致するとは，図 4.2のように，非ゼロ
要素の連続数 (図 4.2中の赤枠)，次の非ゼロ要素までのストライド図 4.2中の青枠)の並び
が一致することを示す．図 4.2の例では，0行目のパターンは (2,2,2)であり，1行目のパ
ターンも (2,2,2)であることから，0行目と 1行目は一致している．同様に，2行目，4行
目も同じパターンであることから，この例において 0，1，2，4行目のパターンが一致し
ていると言える．構造格子を使用した FEMでは要素が規則正しく並べられることから，
多くの要素が同じ形で他の要素と隣接すると考えられる．よって，疎行列内の非ゼロ要素
のパターンが一致する行が多く存在することとなる．
パターンが一致している多くの行に存在している非ゼロ要素の位置は，各行の先頭の

非ゼロ要素の列番号を記録しておくことで，1つのパターンから復元することが可能であ
る．また疎行列内の全てのパターンを格納しておけば，全ての行の非ゼロ要素の位置関係
を復元することができる．そのため疎行列中に存在するパターン数が少ないほど，非ゼロ
要素の位置関係を表すために格納しておくデータ量が少なくなり，疎行列格納に必要とな
るメモリ使用量も削減される．

2 22
Pattern of row 1 :

図 4.2: Example: Pattern of a row in a sparse matrix
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4.2.2 疎行列内のパターン性に関する予備実験
実際にFEMで生成された疎行列内のパターンが一致する行が多く存在することを確認

するため，Florida Sparse Matrix Collection[44]より，表 4.1に示す 10個の疎行列を使用
し実験を行った．この 10個の疎行列は実際に FEMで使用された疎行列である．ここで
N は疎行列の行数，Nzは疎行列内の非ゼロ要素数である．

表 4.1: Sparse matrices for preliminary expriment

Name of matrix N Nz

cant 62,451 4,007,383

rma10 46,835 2,374,001

consph 83,334 6,010,480

parabolic fem 525,825 3,674,625

pwtk 217,918 11,524,432

thermal2 1,228,045 8,580,313

af shell9 504,855 17,588,845

F1 343,791 26,837,113

nd24k 72,000 28,715,634

dielFilterV2real 1,157,456 48,538,952

本実験では，図 4.2のように，疎行列内における各行中の非ゼロ要素の位置を，非ゼロ
要素の連続数 (図 4.2中の赤枠)，次の非ゼロ要素までのストライド (図 4.2中の青枠)の並
びでパターン化する．そして疎行列内に何個のパターンが存在するか（何個のパターンで
疎行列中の全行を表すことができるか）調査する．多くの行のパターン同じであるほど，
疎行列内のパターン数は少なくなる．
また疎行列内に存在する各パターンは，それぞれ何個の行で重複しているか調査する．

疎行列内のパターンにそれぞれPattern numberを割り振り，各Pattern numberのパター
ンで表される行が疎行列内に何行存在したかを示す．また，一致する行が 10行以下のパ
ターンに関しては，グラフの可読性向上のため，グラフ上には示していない．
表 4.2に各疎行列中に存在するパターン数を示す．また図 4.3，図 4.4に疎行列内に存在

する各パターンは，それぞれ何個の行で重複しているかを示す．表 4.2より 10個中 8個の
疎行列において，疎行列の行数よりパターン数が少なくなっている．thermal2はパターン
数が少なくなっているが，その他の 7個の疎行列に比べるとパターン数と行数の差は少な
い．従来の疎行列格納方式ではこのパターンを考慮しておらず，同じパターンの行が存在
した場合でも，全ての行の非ゼロ要素の位置情報を格納するため無駄が存在する．行数に
対してパターン数が少ないほど，非ゼロ要素の位置情報を少ないデータ量で表すことが可
能であり，メモリ使用量削減の効果が大きい．パターン数が行数より少なくなった疎行列
を図 4.3，図 4.4で確認すると，cant, consph, pwtkのように，少数のパターンに多くの行
が重複していることが多い．ただし，af shell9や F1のように少数のパターンに多くの行
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表 4.2: Number of pattern in each sparse matrices

Name of matrix N Number of pattern

cant 62,451 114

rma10 46,835 14,243

consph 83,334 1,565

parabolic fem 525,825 525,825

pwtk 217,918 4,361

thermal2 1,228,045 1,174,497

af shell9 504,855 4,233

F1 343,791 120,456

nd24k 72,000 72,000

dielFilterV2real 1,157,456 578,406

が重複するのではなく，各パターンに満遍なく行が存在している疎行列も存在している．
af shell9では 1000個以上のパターンに対し，それぞれ多くの行が重複している．F1では
10個以上の行が重複しているパターンが 1つしか存在しないが，非常に多くのパターン
に対して 10個以下の行が重複していることから，行数に対しパターン数が 20万以上少な
い結果となっている．
しかしながら parabolic fem, (thermal2), nd24k, dielFilterV2realではパターン数が行数

に比べ多少少ないまたは同等である．このような疎行列において複数の行の非ゼロ要素の
位置情報を少ないデータ量で表すことによるメモリ使用量削減の効果は希薄である．しか
し，PatCompでは連続した非ゼロ要素の列番号をどれだけ長い場合でも 1つの連続数に
より表すことから，連続した非ゼロ要素の列番号に関するデータ量を削減する効果もあ
る．そのため単純にパターン数が少ないためメモリ使用量が少なくならないと言い切るこ
とはできない．
本予備実験では，複数の疎行列では全行の非ゼロ要素の位置関係を，行数に対し非常に

少ないパターン数で表現できることを確認した．特に cantや consph，pwtkでは行数に対
してパターン数が 50分の 1以下であり，大幅な位置情報を表すデータ量を削減すること
が可能と考えられる．
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図 4.3: Number of appearance (cant to thermal2)
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4.3 頻出するパターンを利用した既存データ圧縮方式とPat-

Compの差異
PatCompは疎行列の行を 1行ずつ，非ゼロ要素の連続数と次の非ゼロ要素までの 0の

個数でパターン化し，辞書に登録する．その際，すでに存在辞書に登録されているパター
ンの場合には辞書に登録せず，辞書へのインデックスを格納する．このように 1行の長い
非ゼロ要素の位置関係を 1つのパターンへの参照に置き換えることでメモリ使用量の削減
を行う．これまでに既出のパターンを辞書に登録することでメモリ使用量を削減する手法
は様々提案されている．例えば，LZ77やLZ78，FVCもPatCompと同様に頻出する数列
を辞書に格納し，メモリ使用量を削減する手法である．
PatCompと既存データ圧縮方式との差異は大きく分け，2点存在する．まず 1点目は

パターン化の方法である．既存の LZ78等では，1つの同じ文字が複数回出現する長い配
列（例えば CSRの Columns）に対して，頻出する数列を辞書に格納する．よって CSR

のColumns配列に対して LZ78等の手法を適用することでメモリ使用量の削減は可能と
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なる．しかしFEMで生成される疎行列では，各行の先頭の非ゼロ要素の位置が少しずつ
右にずれている傾向にあることから，同じ列番号列が多く存在することは稀であると考
える．それに比べ PatCompでは FEMモデルの特性上，各行の先頭の非ゼロ要素の位置
は違えど，そこからの非ゼロ要素の並びは同じであることが多いということを使用し，各
行の非ゼロ要素の列番号を先述したパターンに置き換えている．このパターン化により，
表 4.2からも分かるように，疎行列内の非ゼロ要素の列番号を頻出するパターンとして見
なすことができるようになる．よって PatCompのようなパターン化を採用することで，
既存手法よりメモリ使用量削減の効果が大きくなると考えられる．またPatCompではパ
ターン化を行う際に，連続した非ゼロ要素の列番号を 1つの連続数に置き換えている．こ
の方法を採用することで，どれだけ長く連続した非ゼロ要素の塊があったとしても，列番
号を示すために必要な要素数は 1つとなり，メモリ使用量が大幅に削減される．FEMで
は連続した非ゼロ要素が非常に多く存在することからも，この連続数に置き換えるパター
ン化は有効であると考えられる．既存のパターンを使用するデータ圧縮手法として LZ78

を用いたCSRと PatCompのメモリ使用量の評価を 4.7.1節にて行う．
2点目はそれぞれの方式で疎行列を格納した際，GPU上でのSpMVにおいて並列度が異

なる点である．SpMVをGPUで高速に計算するためには，それぞれの方式で格納された
疎行列を用いても，高い並列度で実行可能である必要がある．しかしながらLZ77，LZ78，
FVCでは圧縮されたデータを並列処理にて使用することは考えられておらず，SpMVに
おいて高い並列度を得ることができない．並列化に対応するためには，何かしらの工夫が
必要となる．一方で PatCompでは，1行毎にパターン化を行うことで，辞書から読み出
したパターンをGPUの各スレッドが並列して SpMVで使用でき，SpMVを行毎の高い並
列度で実行可能である．また辞書型の圧縮方式では，元のデータを復元するために辞書へ
のアクセスが必要となるが，これは既存の疎行列格納方式に比べ，GPUの苦手なメモリ
アクセスの回数を増加させてしまう．そのためメモリアクセス回数増加により SpMV演
算速度が低下してしまう．しかしPatCompでは連続した非ゼロ要素の列番号を 1つの連
続数で表していることから，SpMVの演算中は連続数分レジスタの値をインクリメントす
るだけで良い．よってメモリアクセス回数が減少し，辞書型圧縮方式の欠点であるメモリ
アクセス回数の増加を抑制する効果がある．
またPatCompを使用しTableを作成後にFPCをTable内の整数データに適用しさらに

メモリ使用量を削減することも考えられる．PatCompでは非ゼロ要素の位置情報を表す
ために必要な要素数を削減することを目的としている．その後のBitレベルでのメモリ使
用量の削減は FPC等の既存の手法を併用し行うことが可能である．以上が既存のパター
ンを用いるデータ圧縮方式と PatCompとの差異である．

4.4 Pattern Compression (PatComp) 法
4.2.2節において，少数のパターンで多くの疎行列内の非ゼロ要素の位置関係を表すこ

とがメモリ使用量削減につながる可能性を示した．またパターンを作成する際に，連続
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した非ゼロ要素の列番号は先頭のみを格納するため，連続した非ゼロ要素に対する圧縮
の効果もある．また 1行ごとにパターンの生成することで，SpMVにおいてGPUの各ス
レッドは 1行ずつ並列し計算が可能であり，高い並列度での実行が可能である．パターン
を用いて疎行列内の非ゼロ要素の位置情報を削減するには，疎行列内の全パターンをテー
ブルに登録しておき，各行にインデックスを割り当てておく必要がある．各行のパターン
がテーブルにすでに登録されているか確認するための処理が必要となることから変換時
間は長くなる可能性がある．しかしながら時間発展に伴いFEMの格子が変わらず，疎行
列の形が変わらない問題や収束までに多くの反復回数が必要となる問題では変換時間が
全体処理時間の占める割合が少なくなることから，変換時間が長くてもメモリ使用量が
少ない手法の有効性がある．時間ステップごとに疎行列の形が変わらない場合には，数値
シミュレーションの最初に一度疎行列内の非ゼロ要素のパターンを登録しておくことで，
その後の処理は値を変えるだけで処理が可能である．そこで本 4.4章では，疎行列内のパ
ターンを考慮した疎行列格納方式 Pattern Compression method (PatComp)を提案する．
PatCompは既存手法に比べ，さらにメモリ使用量を削減することで，さらに大規模かつ
高精度な数直シミュレーションをGPU上で行えるようにすることが目的である．
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図 4.5: Pattern Compression method

図4.5にPatCompを用いた疎行列格納方法を示す．PatCompは，PatCompV al，V alP tr，
Table，Offsets，TableIndexの 5つの配列を使用する．まず PatCompV alに，各行の
先頭の非ゼロ要素から順次値を格納する．V alP trは，疎行列内の各行の先頭の非ゼロ要
素がPatCompV alの何番目に格納されているか示す数値を格納する．図 4.5では，0行目
の先頭の非ゼロ要素の値はPatCompV alの 0番目に格納されているため，V alP trの 0番
目に “0”を格納する．次に 1行目の先頭の非ゼロ要素は，PatCompV alの 6番目に格納
されているため，V alP trの 1番目に “6”を格納する．
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次に Tableへ，疎行列内に存在するパターンを 0行目から順に追加する．図 4.5の例で
は，0行目のパターン (4, 2, 2)，1行目のパターン (1, 2, 2)，2行目のパターン (2)を順に
追加している．但し追加する際，Table内に存在するパターンと重複する場合には，その
行のパターンを追加しない．3行目のパターンは (1, 2, 2)だが，1行目と同じパターンで
あり，Table内のパターンと重複するため，追加していない．上記のようにパターンを追
加していくことで，図 4.5の例では 5個のパターンが格納される．少ないパターンに多く
の行が属するほど，非ゼロ要素の位置を表す情報を削減でき，Table内の要素数が少なく
なるため，メモリ使用量が大きく削減される．
Offsetsは，各行のパターンが何列目から始まるかを格納する配列である．Offsetsの

0番目の要素は，図 4.5の 0行目に対応しており，0列目から (4, 2, 2)の並びで非ゼロ要素
が存在することを示す．同様にOffsetsの 1番目の要素から，疎行列の 1行目は，1列目
から (1, 2, 2)の並びで非ゼロ要素が存在することを示す．
最後に TableIndexは，各行のパターンを Table内の何番目から何番目の要素が表して

いるかを格納するための配列である．疎行列内の i行目のパターンは，TableIndex内の
“2∗ i”番目と “2∗ i+1”番目の要素を使用し，Tableへアクセスすることで得ることができ
る．例えば 0行目のパターンは，TableIndex内の 0番目 (“0”)と 1番目の要素 (“3”)から，
Table 内の 0から 3未満の (4, 2, 2)のように判断する．1行目のパターンは，TableIndex

内の 2番目 (“3”)と 3番目の要素 (“6”)から，Table内の (1, 2, 2)であることが分かる．
以上が PatCompを用いた疎行列の格納方法である．PatCompは連続した非ゼロ要素

の先頭の列番号のみ格納することから，連続した非ゼロ要素の列番号数削減効果もある．
また 1つのパターンを複数の行で使い回すことからCache hit rateの向上も期待できる．
FEMを使用した数値シミュレーションを行う際，連立一次方程式を表す疎行列はCOO

等の単純な疎行列格納方式で表されることが一般的である．そのためPatCompはFEMモ
デルから生成され，COO形式で格納されている疎行列をPatCompへ変換し，反復法内の
SpMVで使用することを想定する．そのためAlgorithm6に，COO形式で格納された疎行列
をPatCompへ変換するための疑似コードを示す．Algorithm中のOffsets，PatCompV al，
V alP tr，Table，TableIndexは，図4.5内の配列に対応する．またColumns，V alues，Row

は図 3.7に示すCOOの配列である．
PreColは一つ前の非ゼロ要素の列番号を格納しておくための変数である．1行目では

Offsetsへ 0行目の先頭の非ゼロ要素の列番号を格納している．CurrentRowは現在扱っ
ている非ゼロ要素が何行目の非ゼロ要素かを示す．
4行目の for文で使用する iは疎行列内の何番目の非ゼロ要素かを示す．ここでNzは疎

行列内の非ゼロ要素数を示す．PatCompV alは COOの V aluesと同じ配列になるため，
5行目で反復毎にColmunsの値を PatCompV alへ代入する．6行目から 21行目までは，
i番目に格納されている非ゼロ要素が各行の先頭の非ゼロ要素である場合の処理である．
行が変わった際にはOffsetsに先頭の非ゼロ要素の列番号を格納 (7行目)し，V alP trへ
PatCompV alの i番目の要素が行の先頭であることを記録する必要がある．また前行の
非ゼロ要素のパターンがすでに Tableが登録されているかをチェックし，されていない場
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合にはパターンを Tableに追加する必要がある．ここでRowPatternは前の行の非ゼロ要
素のパターンを記憶しておくための 1次元配列である．RowPatternには非ゼロ要素の連
続数と次の非ゼロ要素までのストライドが交互に格納される．
10行目から 15行目までがRowPatternで示されるパターンが Tableに登録されていな

い場合の処理である．13行目において TableへRowPatternに格納されているパターン
を順に代入していく．そして Tabelへ格納されたパターンの先頭と末尾のインデックスを
11行目と 15行目で TableIndexに格納し，前の行が Table内のどのパターンであるかを
記憶する．
16行目から 19行目はすでにRowPatternがTableに登録されていた場合の処理である．

登録されている場合には，RowPatternが Table内のどの位置に格納されているか判別す
るため，TableIndexへパターンが登録されている先頭と末尾のインデックスを追加する
(17，18行目)．
10行目，17行目，18行目の波線部に示す，あるパターンが Tableを登録されているか

確認し，登録されている場合は登録されている位置を返す処理は，Tableに登録されてい
る多くのパターンと比較する必要があるため，計算量が非常に大きくなる．しかし比較を
行う処理は並列して行うことができるため，実際の実装ではOpenMPによる並列化を行
い，高速化を図っている．
前の行のパターンに関する処理が終了後，20行目でRowPatternを初期化する．21行

目の TmpCntは i番目の非ゼロ要素が何連続目の非ゼロ要素かを示す．21行目では扱う
i番目の非ゼロ要素は，行が変わって最初の非ゼロ要素でことから 1が代入される．
22行目から 30行目のは i番目の非ゼロ要素が行の先頭以外の要素に対する処理である．

前の非ゼロ要素の列番号を示す PreColと Columns[i]の差が 1であるとき，二つの非ゼ
ロ要素は連続しているため，連続数を示す TmpCntをインクリメントする (23，24行目)．
二つの非ゼロ要素が不連続な場合，その時点での TmpCntをRowPatternに格納後，二
つの非ゼロ要素のストライドを計算し，RowPatternへ格納する必要がある．そして i番
目の非ゼロ要素が前の要素と連続していないことから，TmpCntに 1を代入し，連続数
をリセットする．その後 31行目にて，i番目の非ゼロ要素の列番号を PreColに代入す
る．4行目から 32行目の処理を COO内の全ての非ゼロ要素に対し行った後，33行目に
て V alP trへ非ゼロ要素数を示すNzを格納し終了となる．
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Algorithm 6 Matrix compression of PatComp

1: PreCol = Offsets[0] = Colums[0]
2: CurrentRow = Row[0]
3: PatCompV al = V alues[0]
4: for i = 1 to Nz do
5: PatCompV al[i] = V alues[i]
6: if CurrentRow! = Row[i] then
7: Offsets[OffsetCnt++] = Columns[i]
8: V alP tr[PtrCnt++] = i
9: RowPattern[RowPatCnt++] = TmpCnt
10: if

:::::::::::::
“RowPattern

::::
not

::
in

::::::::
Table” then

11: TableIndex[IndexCnt++] = TableCnt
12: for j = 0 to RowPatCnt do
13: Table[TableCnt++] = RowPattern[j]
14: end for
15: TableIndex[IndexCnt++] = TableCnt
16: else
17: TableIndex[IndexCnt + +] =

::::::
“Head

:::::::
index

:::::::
which

:::::::
stored

::::::::
pattern

::::
as

::::::
same

:::
as

::::::::::::
RowPattern

::
in

:::::::
Table”

18: TableIndex[IndexCnt + +] =
:::::
“Tail

:::::::
index

:::::::
which

:::::::
stored

:::::::::
pattern

:::
as

:::::::
same

:::
as

::::::::::::
RowPattern

::
in

:::::::
Table”

19: end if
20: “Initializing RowPattern”
21: TmpCnt = 1
22: else
23: if Columns[i]− PreCol == 1 then
24: TmpCnt = TmpCnt+ 1
25: else
26: RowPattern[RowPatCnt++] = TmpCnt
27: RowPattern[RowPatCnt++] = Columns[i]− PreCol
28: TmpCnt = 1
29: end if
30: end if
31: PreCol = Columns[i]
32: end for

33: V alP tr[PtrCnt] = Nz

式 (4.1)にPatCompを用いて疎行列を格納した場合のメモリ使用量を示す．ここで，NT

はTable内の要素数を表す．PatCompに必要となる配列の要素数は，PatCompV alがNz，
V alP trがN + 1，OffsetsがN，そして TableIndexが 2N である．PatCompV alが倍
精度浮動小数点数，それ以外が非負整数であることから，式 (4.1)が導出される．

MemUsagePatComp = 8Nz + 4(N + 1) + 4NT + 4N + 4 ∗ 2N
= 8Nz + 4NT + 16N + 4 [byte]

(4.1)
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4.5 PatCompを用いたSpMVカーネル
本 4.5節にて，PatCompで格納された疎行列を用いた SpMV演算の説明を行う．Algo-

rithm7にPatCompを用いた SpMVコードを示す．Algorithm7は，GPU上の各スレッド
で並列に実行される．1行目，iは実行するスレッド番号を表し，疎行列の i行目の SpMV

演算を担当する．Algorithm中の TmpResultは，SpMV演算の途中結果を格納しておく
変数である．3行目にて，i行目の先頭の非ゼロ要素の位置をOffsets[i]から読み込む．次
に 4行目，5行目にて Tableから i行目のパターンを読み出すため，Table中の i行目のパ
ターンの先頭位置Headと，そこから何個が i行目のパターンかを示すDiff を用意する．
6行目の V alHeadは，i行目の先頭の非ゼロ要素の値が V alPatCompの何番目の要素か
を示す．
7行目から 15行目が i行目の非ゼロ要素に対する SpMV演算を行うループを表す．パ

ターンの先頭は必ず非ゼロ要素の連続数であるため，7行目から 9行目にて，ColNumか
ら連続数分，列番号をインクリメントし，SpMV演算を行う．レジスタに格納されてい
る列番号をインクリメントするだけで本来の列番号が復元できることから，従来のCSR

等の既存手法では必要であったメモリアクセスが削減され，演算性能向上の効果がある．
最初にOffColには，各行の先頭の非ゼロ要素の列番号が格納されているため，OffCol

を非ゼロ要素の連続数分インクリメントしていくことで，次の乗算に使用するベクトル
dV ectorのインデックスを計算することが可能である．また，V alHeadは V alPatComp

から読み出す非ゼロ要素の値の位置を表しているため，1回の SpMV計算をするたびに
インクリメントし，次の SpMVで使用する値の位置を保持する．その後の 10行目から 15

行目では，7行目から 9行目で使用しなかったパターンの要素を用いて，SpMV演算を行
う．11行目にてColNumに次の非ゼロ要素までの 0の数を足すことで，次の非ゼロ要素
の列番号を求める．12行目から 14行目では 7行目から 9行目と同様に，非ゼロ要素の連
続数を用いて SpMV計算を行う．
最後に 16行目で，SpMVの演算結果 TmpResultを演算結果を格納する配列Ansへ格

納する．

4.6 PatComp評価実験概要・環境
PatCompは既存の疎行列格納方式の高い並列度を保ちながら，既存の疎行列格納方式

より少ないメモリ使用量で疎行列を格納することが目的である．PatCompの目的が達成
されているか確認するため，評価実験を行う．評価実験ではPatCompを用いて疎行列を
格納した際のメモリ使用量，SpMV演算時間を評価する．またPatCompは疎行列からの
変換に多くの計算を必要とするため，疎行列（COO）からPatCompへの変換時間が反復
法，GMRESの演算時間に与える影響を評価するため，GMRESを用いた評価を行う．
表 4.3に本稿の評価実験で用いたGPUサーバの実験環境を示す．本評価実験で使用し

た 15個の疎行列を表 4.4に示す．上から 13個は，従来手法である CSRや ELL，ELL-R
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Algorithm 7 SpMV code of PatComp on GPU

1: Let i be thread ID (id: 0 to n-1)

2: TmpResult = 0

3: OffCol = Offsets[i]

4: Head = TableIndex[2 ∗ i]
5: Diff = TableIndex[2 ∗ i+ 1]−Head

6: V alHead = V alP tr[i]

7: for k = 0 to Table[Head] do

8: TmpResult = TmpResult+ V alPatComp[V alHead++] ∗ dV ector[OffCol ++]

9: end for

10: for j = 1 to Diff do

11: OffCol = OffCol + Table[Head+ j]− 1

12: for k = 0 to Table[Head+ j + 1] do

13: TmpResult = TmpResult+V alPatComp[V alHead++]∗dV ector[OffCol++]

14: end for

15: end for

16: Ans[i] = TmpResult

と比較するためFlorida Sparse Matrix Collection[44]収録の行列で評価した．この中で比
較的大規模な行列としてDielFilterV2read (2011) やCube Coup dt0 (2012), Queen 4147

(2014), Bump 2911 (2014) がある．2011年当時に利用可能な最大のGPUは Tesla M2090

で 6GB，同じく 2014年ではK40が 12GBであるが，上記行列は従来手法で圧縮してもこ
れらのGPUのほぼ上限のサイズである．提案手法によって圧縮率が向上すれば，より安
価で小容量のGPUが利用できるか，またはシミュレーションサイズを拡大することが可
能である．UT-Heart1，UT-Heart2は，心臓シミュレーション [8]の流体構造連成解析に
おける，非圧縮性を扱った混合型の定式化により現れる行列である．医療分野のアプリ
ケーション例として評価対象に入れた．使用した疎行列はCOO形式でファイルに保存さ
れており，プログラム中でこの疎行列ファイルを読み込みを行った後，COOからそれぞ
れの疎行列へ変換する．
また，表 5.2中のN ,Nz,K，NT は，式 (3.1)，式 (3.2)，式 (3.3)，式 (4.1)で使用されてい

る変数に対応している．そしてNnonは疎行列内の不連続な非ゼロ要素の数を示しており，
参考のため表に示している．本実験にて使用する疎行列格納方式は，CSR, ELL, ELL-R，
PatCompである．
図 4.6は実験で使用する，FEMにて生成された連立一次方程式（疎行列）にPatComp

法を適用し，GMRESで解くことを想定したモデルを示す．赤枠より上の処理，「FEM

モデルの生成」，「作成された疎行列をファイルに保存」で保存された疎行列に，Florida

Sparse Matrix Collectionまたはアプリケーション例として加えた 2つの疎行列を使用す
ることで，評価を行う．評価対象は，図 4.6中の赤枠，つまり疎行列格納方式への変換か

50



表 4.3: Expriment condition

Specification

OS Ubuntu 16.04

CPU Intel Core i7 6700K @ 4.0 GHz

GPU NVIDIA Tesla V100 @ 1.38 GHz

device memory 16 GB

device memory bandwidth 900 GB/s

Number of CUDA core 5,120

CUDA version CUDA 10.1

C Compiler gcc-4.4.7

らGMRES処理の終了までである．GPUによる評価を行うために，NVIDIAが提供する
CUDA10.1を使用し，各疎行列格納方式を用いた SpMVを組み込んだGMRESプログラ
ムを記述した．疎行列ファイルの読み込みからPatCompの適用，GMRESの初期処理ま
でがCPU上で処理し，その後はGPU上での処理となる．図 4.6の青枠で囲まれた部分が
GPU上で実行される．データ転送時間，GPU演算時間は，CUDAのイベント変数を用
いて，“cudaEventRecord()”,“cudaEventElapsedTime()” により測定を行った．
4.7節では，PatComp法を用いて疎行列を格納した際に必要となるメモリ使用量と図

4.6内の SpMV(赤ブロック)の SpMVを 1回実行した際の演算時間を評価する．最後に 5.9

節にて，図 4.6内の赤枠全体の演算時間の評価を行う．

4.7 PatCompの性能評価実験結果
PatComp法は疎行列内の非ゼロ要素にパターン性が存在することに着目し，複数の行

で共通のパターンを格納しておくことで，多くの行の非ゼロ要素の位置を少ないパターン
数で表現する手法である．多くの行の非ゼロ要素の位置を少ないパターンで表現するほど
メモリ使用量削減の効果が高くなる．また連続した非ゼロ要素の列番号を少ない要素数に
置き換えるため，連続した非ゼロ要素が疎行列中に多く存在する場合もメモリ使用量削
減の効果が高くなる．4.7.1にてPatComp法を用いた際のメモリ使用量を評価する．CSR

の少ないメモリ使用量で疎行列を表現することを目指した手法と比較しても，PatComp

法のメモリ使用量の方が少なくなっている場合には，パターン性を考慮する効果が非常に
高いことが確認できる．
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表 4.4: Sparse Matrices for the expiments

Name of matrix N Nz Nnon K NT

cant 62,451 4,007,383 87,657 78 1,860

rma10 46,835 2,374,001 447 145 163,463

consph 83,334 6,010,480 52,325 81 46,517

parabolic fem 525,825 3,674,625 2,081,987 7 5,034,181

pwtk 217,918 11,524,432 4,049 180 42,267

thermal2 1,228,045 8,580,313 5,192,466 11 11,533,043

af shell9 504,855 17,588,845 0 40 22,213

F1 343,791 26,837,113 9,300 435 3,878,118

nd24k 72,000 28,715,634 887,233 520 6,714,354

dielFilterV2real 1,157,456 48,538,952 18,745,748 110 27,351,242

Cube Coup dt0 2,164,760 124,406,070 0 68 5,773,972

Bump 2911 2,911,419 127,729,899 86,208 195 10,972,937

Queen 4147 4,147,110 316,548,962 1 81 16,904,718

UT-Heart1 82,047 3,423,519 0 63 501,899

UT-Heart2 130,595 6,954,413 969,595 124 1,242,317

4.7.1 各疎行列格納方式のメモリ使用量の評価
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図 4.7: Memory usage of PatComp format

本評価実験ではELLの派生系であるELL-Rも比較対象として，評価結果を示している．
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図 4.6: Model of Calculating GMRES with PatComp

図 4.7にPatCompを含む，各疎行列格納方式のメモリ使用量を示す．15個中 13個の疎
行列において PatCompのメモリ使用量が最小となった．
CSRと比較すると平均 19.4%，cantと consphにおいて最大 31.1%のメモリ使用量の

削減に成功した．CSRを用いて consphを格納した場合のメモリ使用量のうち，66.4%が
V aluesのメモリ使用量である．よってその他の非ゼロ要素の位置を表す情報を格納する
ColumnsとRowPtrを全て削除しても，メモリ使用量の削減率は33.6%である．PatComp

の削減率 31.1%は 33.6%に非常に近い値であり，大幅に位置情報に必要なメモリ使用量を
削減していることが分かる．また 15個中 4個の疎行列において 30%以上，12個の疎行列
において 25%以上のメモリ使用量削減を達成した．
疎行列内の非ゼロ要素の連続性のみを考慮したRBP-CSRに比べ，平均で4.3%，UT Heart2

において最大 14.1%のメモリ使用量を削減した．この結果から非ゼロ要素の連続性のみで
なく，パターン性も考慮することでメモリ使用量をさらに削減できることを示した．予備
実験で使用していない FEMにより生成された疎行列においても PatCompの効果があっ
たことから，多くの疎行列は少数のパターンで表現でき，PatCompによるメモリ使用量
削減の効果があると考えられる．
しかしながら，“parabolic fem”，“thermal2”ではメモリ使用量の削減を達成できなかっ

た．parabolic fem，thermal2では，連続した非ゼロ要素が 1個しか存在しない行が多く，
規則性，パターン性を考慮しても，メモリ使用量削減の効果が得られなかった．また不
連続な非ゼロ要素が多く存在し，PatCompで格納する場合には 1つの非ゼロ要素に対し
CSRより多くの値を用いることからCSRより大幅にメモリ使用量が増加する原因となっ
た．今後，不連続な非ゼロ要素に関してはCSRで格納するなどの対策を講じることを課
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図 4.8: Comparision of memory usage with BCCOO

また既存手法との比較としてBCCOOとPatCompのメモリ使用量を図 4.8に示す．BC-
COOのメモリ使用量は [41]に記載されているメモリ使用量を使用した．また比較のため，
[41]で使用されている 7個の疎行列に対してPatCompによる変換を行い，PatCompのメ
モリ使用量を測定した．BCCOOは著者の知る中で最もメモリ使用量の低い疎行列格納方
式の一つである．PatCompとBCCOOのメモリ使用量を比較すると，平均で 7.7%，最大
23.1%のメモリ使用量の削減に成功した．疎行列のパターン性を考慮することでBCCOO

よりメモリ使用量を削減できたことから，パターン性を考慮することのメモリ使用量削減
の有効性を示した．
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図 4.9: Comparision of memory usage with LZ78

最後に既存のパターンを使用するデータ圧縮方式との比較を行う．従来の頻出するパ
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ターンを再利用しメモリ使用量を削減する手法（LZ77, LZ78, FVC等）では，疎行列の列
番号を 1つの数列とみなした時（例えばCSRのColumns），頻出する数列が多く存在しな
いことからメモリ使用量削減の効果が希薄であることが問題であった．PatCompは連続
数と次の非ゼロ要素までの 0の個数を使用し，各行の非ゼロ要素の位置をパターン化して
いる．このようなパターン化を行うことで，通常での頻発しないパターンが頻発するよう
になり，既存の辞書等を用いたデータ圧縮方式より大幅なメモリ使用量の削減が可能であ
る．PatCompのパターン化方法の有効性を検証するため，LZ78をCSRのColumns配列
に適用した場合のメモリ使用量（CSRの V alues, RowPtrと LZ78を適用した Columns

の合計）と PatCompのメモリ使用量を比較する．ただし LZ78をCSRのColumnsに適
用した場合，LZ78が先頭からの復元を必要とする特徴があるため，GPUによる並列処理
は不能となる．今回はメモリ使用量の単純な比較のため，LZ78をCSRのColumnsに適
用した方式を使用する．並列処理を可能とするには，さらにPtr配列などの追加による工
夫が必要であると考えられる．また FVCも LZ78と同様に頻出する数列を辞書に格納し，
メモリ使用量を削減する手法である．しかし FVCはキャッシュ内の短いデータ列を対象
にしているのに対し，疎行列の配列は非常に長い．そのため FVCを用いた際のメモリ使
用量は，長いデータ列になるほどメモリ使用量削減率が高い LZ78より大きくなると考え
られる．そのため今回は LZ78と PatCompのメモリ使用量の比較を行う．
図4.9にPatCompとLZ78を施したCSR(図中LZ78)のメモリ使用量を示す．parabolic fem,

thermal2, dielFilterV2real以外の 12個の疎行列においてPatCompのメモリ使用量が少な
くなっている．PatCompのメモリ使用量は LZ78と比べ，平均 5.6%，最大 16.4%メモリ
使用量が少なくなった．この結果からPatCompはGPUでの高い並列度を保ちながらも，
FEMで生成される疎行列の特性を使用しパターン化を行うことで，既存のパターンを用
いる手法に比べメモリ使用量が少なくなった．LZ78を用いてGPU上での SpMVを実行
するためにはさらに配列を追加する必要があるため，LZ78を用いた際のメモリ使用量は
さらに増加する．
PatCompを使用することでメモリ使用量が増加した parabolic fem, thermal2は，LZ78

においてもCSRのメモリ使用量に比べ増加していることから，これらの疎行列に頻出す
る数列が非常に少ないと考えられる．また dielFilterV2realでは LZ78のメモリ使用量は
CSR，PatCompのメモリ使用量より少なくなっている．dielFilterV2realは 1行単位での
パターン化が効果的でなく，LZ78のように行中の数列でも辞書に登録するほうがメモリ
使用量が少なくなる例である．今後このような問題においてもメモリ使用量の削減が可能
なよう PatCompの改良が必要となる．
しかしながら多くの疎行列においてPatCompは既存のパターンを使用する疎行列格納

方式に比べメモリ使用量が少なくなると考えられ，PatCompのパターン化方法がメモリ
使用量の削減に効果的であることを示した．
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4.7.2 GPU上でのSpMV演算時間の評価
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図 4.10: Execution time of SpMV using PatComp format on GPU

前節ではPatCompが多くの疎行列で，CSRよりメモリ使用量が少ない疎行列格納方式
であることを明らかにした．本節ではPatCompの SpMV演算性能がCSRの SpMV演算
時間の比較をして，遜色ないことを確認することが目的である．
図 4.10にPatCompを用いたGPU上での SpMV演算時間を示す．CSRを用いた SpMV

演算時間と比較し，PatCompを用いた SpMVは 15個中 12個の疎行列にて演算時間が短
くなった．平均で 1.85倍，最大 3.45倍の高速化に成功した．PatCompは連続した非ゼロ
要素の連続数を 1つの値で表しており，レジスタの値をインクリメントするだけで，元々
の列番号を復元することが可能である．そのためメモリアクセス回数の削減の効果があり，
これが SpMV演算時間短縮に繋がったと考えられる．また複数の行が同じパターンに属
する場合には，各Threadが同じデータを Tableから読み出すため，パターンの再利用性
が高まり，GPU上のキャッシュを効率的に使用できたと推測する．この 2点がPatComp

の演算時間短縮の要因である．メモリ使用量の削減に成功した疎行列において，演算時間
の削減率が大きくなる傾向がある．
しかしながら，CSRと比較して演算時間が長くなる疎行列も存在する．parabolic fem，

Thermal2，nd24kにてPatCompのSpMV演算時間が伸び，この 3つの疎行列はPatComp

を用いることでメモリ使用量が増加した疎行列である．これはRBP法より多くの配列ま
たは行列へのアクセスが発生するためと考えられる．parabolic fem，thermal2は不連続
な非ゼロ要素を表現するために必要となる値の数がCSRに比べPatCompでは増加する．
そのためその増加した値に対してのメモリアクセスを行う必要があり，SpMV演算時間が
長くなったと考えられる．nd24kについては不連続な非ゼロ要素は 2つの疎行列に比べる
と少ないが，少量のパターンで多くの行を表すことができず，Tableへのアクセス時間が
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増加したことが原因であると考えている．よってPatCompにより SpMV演算時間の向上
が見られる疎行列の特徴として，不連続な非ゼロ要素数が少ないこと，そして多くの行を
少ないパターンで表現できることの 2つが挙げられる．

4.8 GMRESによる演算時間の評価
4.8.1 各疎行列格納方式を用いたGMRESの演算時間
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図 4.11: Execution time of GMRES on GPU

図 5.15に，連立一次方程式求解の処理時間を評価するため，Algorithm1に示すGMRES

終了までのCPU処理を含めた処理時間を示す．縦軸は対数軸となっている．内訳として，
図 5.5における (1)疎行列のCPUメモリからGPUメモリへの転送時間，(2)GPU上での
SpMV演算時間の合計，およびその他の処理時間を，それぞれ緑，紫，黄色で表した．そ
の他の処理時間 (Other)は、GMRES(図 5.5の赤枠部分)から各処理時間を除いた残りの
時間である．また疎行列から各疎行列格納方式への変化時間をオレンジ色で示す．データ
転送時間は各疎行列格納方式で格納された疎行列の転送時間のみを示している．行列本体
以外のデータは疎行列格納方式に関わらず一定であるため，その他の処理時間に含めて
いる．今回，GMRESの最大反復回数は，最大 1000回としている．数値シミュレーショ
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ンの必要とする精度等により，必要な反復回数が異なるため，今回は反復回数 1000回で
のGMRES演算時間を評価する．例外としてUT Heart2は 277回の反復で収束したため，
その時点でのGMRES演算時間を示す．
連立一次方程式の求解中で，疎行列のデータ転送は 1回のみであり，SpMVの実行は反

復毎に行われるため，全体の処理時間に対する SpMV演算時間の割合が，図 5.15から多
くの疎行列において高くなっていることが確認できる．
変換時間を含まないPatCompのGMRES演算時間とCSRのGMRES演算時間を比較

すると，PatCompのGMRES演算時間の方が平均で 4.3%短くなっている．
PatCompのデータ転送時間はCSRのデータ転送時間と比べ，平均で 19.2%短くなって

いる．pwtkを用いた際，最も短縮した時間が大きく，31.9%のデータ転送時間短縮に成功
した．この結果からPatCompによるメモリ使用量削減に伴いデータ転送時間も削減され
たことを確認した．しかしメモリ使用量削減が困難であった parabolic fem，thermal2に
おいてはデータ転送時間の増加が確認された．
しかしながらCOOからPatCompへの変換時間を含めると多くの疎行列においてPat-

Compを用いたGMRESの演算時間が長くなっている．PatCompへの変換を逐次的に行っ
た場合のGMRESの演算時間が “PatComp(1)”，8スレッドで並列化した場合のGMRES

の演算時間が “PatComp(8)”としてグラフに示している．PatCompは数値シミュレーショ
ン中に解析対象の物体が破壊や亀裂等によりFEMモデルが変化せず，メッシュの形状の変
化もない問題を対象としている．時間発展毎にメッシュの形状に変化がしない場合，反復
法中で使用する疎行列の位置にも変化がないそのため数値シミュレーション中でPatComp

への変換が行われる回数は最初の 1回であり，多くの変換時間が必要となったとしても，
ステップが進むごとに変換時間の占める割合は相対的に減少する．しかし，時間ステップ
ごとに疎行列の形が変わる問題では，ステップごとに変換が必要となることから変換時間
が長い PatCompは不向きである．

4.8.2 COO形式から各疎行列格納方式への変換時間
本節では PatCompの変換時間のみに注目して評価を行う．図 5.5中の緑色の枠で示し

たCOO形式から各疎行列格納方式への変換時間のみを，図 5.17に示す．COOから各疎行
列格納方式への変換はCPU上で行われる．PatCompの変換時間は，COOからPatComp

への変換に要した時間である．
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図 4.12: Convert time of each formats

｀
図 5.17に示すPatComp(1)は，Algorithm6中の波線部の処理を逐次的に行った場合の

変換時間を示している．波線部の処理は，疎行列中の各行のパターンが Tableに登録され
ているか確認し，登録されている場合には Table中のそのパターンが存在する位置を返す
処理である．各行のパターンを Tableに登録されているパターンと比較する必要がある
ため，計算量が非常に大きくなる．そのため逐次的にCOOから PatCompへ変換した場
合，他の疎行列に比べ非常に変換時間が長くなっている．特にメモリ使用量を削減できな
かった疎行列 parabolic fem，thermal2では，非ゼロ要素数が比較的少ないながらも，変
換時間が非常に長くなっている．これはパターンが重複する行が少ない場合，Table内の
パターン数が多くなり，各行のパターンが Table内に存在するか確認する処理の計算量が
大きくなるためである．
しかしながら波線部は並列して処理することが可能であるため，OpenMPにて並列化

することにより，PatCompへの変換の高速化を図っている．登録されているか確認した
いパターンと Tableに登録されているパターンとの比較を並列して行うことで，大きく変
換時間を短縮することが可能である．図 5.17に示す PatComp(8)は，Algorithm6中の波
線部の処理を 8Threadで並列して行った場合の変換時間である．図から確認できる通り，
並列化を行うことで PatCompへの変換時間が大幅に短縮されている．Queen 4147では
791倍高速に変換を行うことが出来ている．あるThreadが Tableから一致するパターン
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を発見し次第，パターンを確認する処理は打ち切られるため，8倍以上の高速化に成功し
た．また今回使用したCPUは Intel Core i7 6700Kであり，最新のCPUに比べ 4世代前の
CPUである．そのため最新のCPUを用いて並列度を上げることでさらに大幅な高速化が
可能であり，他の疎行列格納方式の変換と同等以上の速度で変換が行えると考えている．
本研究で提案した PatComp法のCOO形式からの変換時間は既存疎行列格納方式に比

べ，長い結果となった．しかしながらFEMのモデルが複雑になるにつれ反復法の反復回
数は大幅に増え，疎行列格納方式への変換は 1回しか行われないことから，全体の反復法
処理時間中，変換時間が占める割合は小さくなる．
また FDMや FEMで使用するモデルの形が変わらない限り，疎行列内の非ゼロ要素の

位置が変わらない．よって一度PatComp法へ変換を行えば，パラメータ等を変え再度シ
ミュレーションを実行する際に，PatComp法の非ゼロ要素の位置を示す配列を再利用す
ることが可能である．

4.9 PatCompの適用可能な疎行列
PatCompは COOからの変換時間が他の疎行列格納方式に比べ長くなっていることか

ら，数値シミュレーション中に多くの PatCompへの変換が必要となる場合，PatComp

の適用が困難となる．通常，FEMを用いた数値シミュレーションでは各時間ステップご
とに反復法を用いて連立一次方程式を解くことになる．そのため各時間ステップごとに
PatCompで格納された疎行列を用意する必要があるが，COOからPatCompへの変換コ
ストは非常に大きいため，毎回COOから PatCompへの変換を行っていると変換時間が
シミュレーションのボトルネックとなる．しかしながら疎行列内の非ゼロ要素の位置に関
してはFEMモデルの形状が変化しない限り，シミュレーション終了まで変わることがな
い．ここでFEMモデルの形状が変化しないとは，シミュレーションの解析対象に破壊や
亀裂等が発生せず，FEMモデル中のメッシュの構成にも変化がないことを意味する．一
般的にメッシュの構造と疎行列の位置には関連があることから，メッシュ構造に変化がな
ければ疎行列の非ゼロ要素の位置も変化することがない．このように疎行列中の非ゼロ要
素の位置が変化しない場合，PatCompの非ゼロ要素の位置に関わる配列Offset，Table，
TableIndex，V alP trの内容を時間ステップごとに更新する必要がなく，PatCompV alの
内容のみが更新される．よって数値シミュレーションの最初の時間ステップにてPatComp

への変換に長時間必要とするが，その後の時間ステップにおいてPatCompへの変換コス
トは非常に小さくなる．解析が難しい数値シミュレーションでは時間ステップ数が非常
に多くなり，相対的にPatCompへの変換時間が全体の処理時間を占める割合は小さくな
り，SpMV等の反復法の処理が支配的となる．よって数値シミュレーション中にFEMモ
デルの形状が変化しない問題に対してPatCompは有効であり，メモリ使用量を大きく削
減し数値シミュレーションの規模，精度を向上させることが可能である．一方で，数値シ
ミュレーションの解析対象が時間ステップごとに破壊，亀裂等による変形する場合，FEM

モデル中のメッシュの構造も変化する．この場合には疎行列内の非ゼロ要素の位置もメッ
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シュの構造の変化に伴い変化する．よってPatCompを用いる場合，各時間ステップごと
に Table等の非ゼロ要素の位置に関わる配列の更新も必要となり，シミュレーション終了
まで多くの変換コストが必要となる．このような問題に対してはPatCompを適用するこ
とは困難だと考えられる．
またメモリ使用量の評価実験において，PatCompを使用した場合CSRに比べメモリ使

用量が増加する疎行列も存在した．そこで PatCompが有効な疎行列を判別できるよう，
既存疎行列格納方式である CSRのメモリ使用量に比べ PatCompのメモリ使用量が少な
くなる条件式を導出する．式（4.2）にCSRのメモリ使用量に比べ PatCompのメモリ使
用量が少なくなる条件式を示す．式に使用する変数は疎行列の行数N と疎行列内に存在
するパターン数Npatternである．

8Nz + 4Nz + 4(N + 1) > 8Nz + 4(N + 1) + 4N + 8N + 4NT

≈ 8Nz + 4(N + 1) + 4N + 8N + 4(Nz/N ×Npattern)
(4.2)

式（4.2）の左辺は CSRのメモリ使用量を導出する式を示しており，右辺が PatComp

のメモリ使用量を導出する式を示している．節 4.7.1では，PatCompの Tableのサイズ
NT を用いてPatCompのメモリ使用量を算出していたが，算出式を簡易化するためにNT

をNz/N ×Npatternで近似することでメモリ使用量を算出する．Nz/N は疎行列の 1行あ
たりの平均要素数を表す．疎行列内の総パターン数を調べることができれば，おおよその
PatCompのメモリ使用量を導出可能となる．また疎行列からでなく，FEMモデルを構成
する際に，同じ繋がり方の節点が何個あるかという情報を調べておくことで，その問題が
PatCompに適しているか大まかに判断することが可能である．
次にメモリ使用量の評価実験の結果から，PatCompのメモリ使用量が少なくなる疎行

列の特徴について，定性的に評価する．評価実験の結果からPatCompのメモリ使用量が
少ない疎行列の特徴は以下の通りである．

• 疎行列内の行あたりの平均要素数 (Nz/N)が多い　
　 1行あたりの非ゼロ要素数が多い場合，パターンが重複した際の削減率が高くな
り，また連続した非ゼロ要素が存在する確率も高くなる．連続した非ゼロ要素が多
くなると連続した列番号を 1つの連続数の値で表すことができ，メモリ使用量削減
の効果が大きくなる．

• 疎行列内のパターン数が少ない
疎行列中の全行を少ないパターンで表せるほど非ゼロ要素の位置情報格納のための
メモリ使用量が少なくなる（Tableのサイズが小さくなる）．

• 疎行列内の連続した非ゼロ要素が多く存在する
連続した非ゼロ要素の列番号はCSR等の既存手法だと全ての非ゼロ要素の列番号を
格納している．PatCompでは連続した場合，非ゼロ要素の連続数で格納するため，
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どれだけ長く連続した列番号も 1つの要素のみで表すことができる．よって連続し
た非ゼロ要素が多く存在するほどメモリ使用量が小さくなる．

• 疎行列内に不連続な非ゼロ要素が少ない
PatCompにおいて不連続な非ゼロ要素の位置情報を格納するために，1という連続
数とその後の 0の個数の 2つの情報が必要となる．そのため，CSRに比べても 1つ
の非ゼロ要素の列番号を表すために必要となるメモリ使用量が多くなる．よって不
連続な非ゼロ要素が少ないほど無駄のない格納方式となる．

4.10 おわりに
本章では既存疎行列格納方式よりさらにメモリ使用量削減するため，パターン性を考慮

した Pattern Compression (PatComp)法を提案した．既存手法で疎行列を小さく分割し
た部分行列という小さい範囲での圧縮を採用しているが，さらに広い範囲を少ないデータ
量で表すことで，メモリ使用量の削減率を向上させることが可能である．PatComp法は
FDMやFEMで生成させる疎行列には，1行という広い範囲にパターン性が存在すること
に着目した手法である．各行のパターンを使用することで変換時間は比較的長くなる可能
性が大きいが，時間発展に伴い疎行列の形状が変化しないFEMモデルでは変換時間が支
配的にならないことから，PatComp法を用いることで従来と演算性能は変わらず，メモ
リ使用量を大幅に削減することが可能である．
PatCompの有効性を確認するため，4.2節において，実際にFEMで生成された非ゼロ

要素にパターン性が存在するか検証を行った．その結果多くの疎行列においてパターンが
存在することを確認し，複数の行が同一のパターンとなることを明らかにした．この複数
の行の共通のパターンを格納しておくことで，メモリ使用量の大幅な削減が可能である．
4.2節の結果を踏まえ，4.4節において PatComp法を提案した．PatComp法は，疎行

列中の全てのパターンを Table行列に格納し，各行はどのパターンに属するかを示す目印
を保持するだけで，非ゼロ要素の列番号を得ることができる．従来の格納方式では各行全
ての非ゼロ要素の列番号を保持していたが，疎行列内の各行で共通するパターンを格納し
ておくことで，複数の行の非ゼロ要素の列番号を少ないメモリ使用量で表現することが可
能となる．
また 4.5節にてPatCompを用いた SpMVカーネルを提案した．PatCompでは Tableか

ら各 Threadが担当する行のパターンを読み出し，そのパターンに則り SpMVの演算を
行う．
本章において行った評価実験ではメモリ使用量，SpMV演算性能，GMRESを用いた演

算時間を既存疎行列格納方式である CSR，ELL，ELL-Rと PatComp法を比較した．評
価実験のため，実際の数値シミュレーションで使用された疎行列をFlorida sparse matrix

collectionを使用した．
メモリ使用量の評価では，多くの疎行列においてPatComp法を使用し，メモリ使用量

の削減を達成した．
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PatCompは疎行列内の非ゼロ要素の連続性だけでなく，非ゼロ要素の並び，パターン性
を考慮した手法である．そのため疎行列からPatCompへの変換時間は他の疎行列格納方
式に比べ，多く必要となるが，高いメモリ使用量の削減が期待できる．結果として，CSR

と比較すると平均 19.4%，cantと consphにおいて最大 31.1%のメモリ使用量削減に成功
した．また 15個中 4個の疎行列において 30%以上，12個の疎行列において 25%以上のメ
モリ使用量削減を達成した．疎行列内の非ゼロ要素の連続性のみを考慮したRBP-CSRに
比べ，平均で 4.3%，UT Heart2において最大 14.1%のメモリ使用量を削減した．
続くSpMV演算時間の評価では既存疎行列方式CSRと比較して，PatComp法のSpMV

演算性能が遜色ないことを確認した．
最後のGMRESの演算時間の評価では，PatComp法をGMRESに適用した際の変換時

間を含めた演算時間を評価した．PatCompの変換は他の疎行列格納方式に比べ並列化を
行わない場合長い時間を要した．PatCompは元々，時間ステップごとに疎行列の形が変わ
らない問題に適用することを前提に提案した手法である．そのため疎行列から PatComp

への変換は，数値シミュレーションの最初に 1回実行するだけで，その後のシミュレー
ションではPatCompの位置情報を使い回すことができる．そのため変換時間が多少多く
かかっても PatCompを用いてメモリ使用量を削減する有用性は高いと考えられる．
以上の結果から，PatComp法を使用することで，既存疎行列格納方式の演算性能はそ

のままに，メモリ使用量を最大で 30%以上削減できることを確認した．PatComp法を用
いてメモリ使用量を削減することで，GPUを使用したオンサイト環境においても，さら
に大規模かつ高精度な数値シミュレーションが可能となった．オンサイト環境で高精度な
シミュレーションを行うことで，様々な分野に貢献できると考えている．
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第5章 数値シミュレーションの時間発展
に伴いFEMモデルの形状が変化
する問題に対する疎行列格納
方式：
Row Block Packing method

(RBP法)

5.1 はじめに
4章では疎行列中の各行のパターンを考慮した疎行列格納方式 PatCompを提案した．

PatCompは広い範囲でのパターンを用いてデータ量の削減を行うためメモリ使用量を大
幅に削減することが可能である．しかしながら変換には非常に多くの時間を要するため，
時間ステップごとにFEMモデルの格子形状が変化せず，疎行列の形が変わらない問題に
のみ有効であった．そこで本章で提案するRow Block Packing（RBP）法は疎行列からの
変換が高速かつ既存の疎行列格納方式に比べメモリ使用量が少ない手法を目的とする．そ
のためにPatCompでは行単位のパターン性を用いてメモリ使用量の削減を行っていたが，
RBP法では行中の連続した非ゼロ要素に着目する．圧縮を行う単位を連続した非ゼロ要
素という小さな範囲に限定することで，PatCompのように各行のパターンをTableに登
録されているか参照する手間が必要なく，非ゼロ要素の位置情報を全て 1回探索するだけ
で圧縮を行うことが可能である．BCCOO等の既存手法においても小さい範囲での圧縮を
行っていたが，演算性能の向上やメモリ使用量削減の最適化のため，長い時間をチューニ
ングに費やしていた．そのため変換時間はRBP法より長くなる．
RBP法は連続した非ゼロ要素の先頭と末尾の列番号のみを格納することで，列番号に

関する情報量を減らし，メモリ使用量の削減を行う．また不連続な非ゼロ要素に関しては
既存手法であるCSRで格納することで，無駄な要素の追加とメモリアクセス効率の悪化
を抑制する．
5.2節にて，RBP法の原理について述べ，5.3節ではRBP法の具体的な変換手順につい

て説明する．続いて5.4節，5.5節にて，実際にCSRに対してRBP法を適用したRBP-CSR
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図 5.1: FEMで生成される疎行列内の非ゼロ要素の連続性

と ELLに適用したRBP-ELLへの変換方法と SpMVカーネルについて述べる．
その後 5.6節からRBP法の評価実験を行う．提案した疎行列格納方式RBP法（RBP-

CSR，RBP-ELL）の評価を行う．RBP法は既存手法であるCSR，ELLの SpMV演算性
能を保ちながらメモリ使用量を削減することを目的としている．また時間発展に伴い疎行
列の形状が変化する問題や反復法の収束が早い問題では，変換時間が重要となることか
ら，RBP法は変換の手順を簡潔にし，高速に変換できるよう設計されている．本評価実
験ではこれらのRBP法の趣意が達成されているか確認する．
まず実際のシミュレーションで用いられた疎行列を用いて，各疎行列格納方式のメモ

リ使用量を測定する．次に，GPU上における各疎行列格納方式を用いた SpMVの演算性
能を評価する．一般的に，メモリ使用量を削減することで SpMV演算性能は低下する傾
向があることから，RBP法を使用した場合の演算性能に対する影響を検証する．圧縮を
施した場合でも既存の疎行列格納方式の SpMV演算性能と遜色がないことが理想である．
最後に非定常反復法の 1例としてGMRESを使用した評価を行う．RBP法への変換時間
を含めたGMRESの演算時間を評価し，変換時間が反復法のボトルネックとなっていな
いことを検証する．PatCompを用いたGMRESにてボトルネックとなっていた疎行列か
らの変換時間が短縮されていることを確認する．

5.2 RBP法の原理
FEMで扱う疎行列の生成例を図 5.1に示す．生成される疎行列中のある 1行において，

ある一つの節点とその周りの節点の番号に対応する疎行列中の列位置に非ゼロ要素が現れ
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る．例えば図 5.1の例では，節点 5は節点 0，1，2，4，6，8，9，10に囲まれている．この
場合，疎行列中の 5行目（節点番号に対応）には，0，1，2，4，5，6，7，8，9，10に非
ゼロ要素が出現する．そのため “0，1，2”，“4，5，6”，“7，8，9”のように連続した非ゼ
ロ要素が存在する．RBP法ではこの連続性を利用し，メモリ使用量の削減を行う．FEM

では，ある節点とその隣接した節点の情報から方程式を作り，計算を行うことから，節点
は必ず 1個以上の節点と隣接することとなる．そのため多くの場合疎行列内には，連続し
た非ゼロ要素が存在する．
そしてFEMで生成した疎行列を使用する処理 SpMVは，疎行列内に非ゼロ要素が連続

して存在する場合，連続した非ゼロ要素の最初と最後の要素の列番号のみで計算可能で
ある．
既存の格納方式であるCSRやELLでは，連続した非ゼロ要素の全ての列番号を記憶し

ているが，Row Block Packing (RBP)法では，疎行列内に存在する連続した非ゼロ要素
の列番号の最初と最後のみを格納することで，列番号を格納する配列に要する記憶領域を
削減することが可能である．従来のCSR，ELL等の疎行列格納方式では連続性を考慮し
た格納がされておらず，多数の疎行列格納方式のメモリ使用量を削減することが可能であ
ると考える．本研究では代表的な疎行列格納方式であるCSRとELLに対し，連続した非
ゼロ要素をRBP法により圧縮することでメモリ使用量を削減する．RBP法の考え方を用
いることで連続した非ゼロ要素に圧縮を行っていない Sliced ELLや SELL-C-σ等のメモ
リ使用量を削減することも可能である．
PatCompにおいても連続した非ゼロ要素の連続性を考慮して圧縮を行っていたが，連

続した非ゼロ要素の先頭位置のみを格納し，そこから何個非ゼロ要素が存在するか確認す
るためにはTable内に登録されているパターンを使用する必要があった．PatCompでは
テーブルを作成するため多くの時間を費やしていたため，連続性を用いても変換時間は長
い．RBP法ではPatCompのような 1行のパターンを利用して連続した非ゼロ要素を復元
するのではなく，単純に連続した非ゼロ要素の先頭と末尾の列番号のみを格納する．この
方式を取ることで圧縮の際，テーブルの参照等が必要なく，連続した非ゼロ要素の先頭と
末尾を順に確認していくだけで良い．よってPatCompに比べ非常に高速な変換が可能と
なる．
RBP法のように非ゼロ要素の連続性を用いた疎行列格納方式としてBCCOOやABMの

疎行列格納方式が存在する．この二つの疎行列格納方式において連続した非ゼロ要素の列
番号の連続性を考慮したメモリ使用量の削減が行われている．CoAdELL[39]，BCOOO[41]

やABM[42]の研究目的は格納する列番号数の減らすことによるメモリアクセス回数の削
減と連続したGPUメモリへのアクセスの実現による SpMV演算性能の向上である．演算
性能の向上のためチューニングを必要とすることから，疎行列を変換する際，ベンチマー
クとして仮に複数 SpMVを実行したり，パラメータを決定するため複雑な計算を行う必
要がある．そのため各疎行列格納方式への変換にはPatCompと同様に多くの時間を必要
とする．
解析対象のFEMモデルが亀裂や破壊により形状変化が起こる数値シミュレーションで
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Algorithm 8 RBP法の適用フロー
1: for i = 0 to 疎行列内の非ゼロ要素数 do

2: if i番目の非ゼロ要素が連続 then

3: 非ゼロ要素の値を対応するBLOCKのValuesへ格納
4: if i番目の非ゼロ要素が連続した要素の先頭 or末尾 then

5: 非ゼロ要素の列番号を対応するBLOCKのColumnsへ格納
6: end if

7: BLOCKを適用する疎行列格納方式で格納
8: else if i番目の非ゼロ要素が不連続 then

9: 不連続部の要素はすべてCSR形式で格納
10: end if

11: end for

は，時間発展に伴い格子の形状が変化する．格子の変化は疎行列の形状にも影響するため
時間ステップごとに各疎行列格納方式への変換が必要となる．そのため時間発展に伴い格
子が変化するシミュレーションでは，疎行列格納方式の変換時間がボトルネックとなって
しまうため，高速に変換可能かつメモリ使用量の削減が可能な手法が必要とされる．また
少数の反復回数で反復法が収束する問題においても変換時間が支配的になり，高速化のボ
トルネックとなる．
RBP法は複雑なチューニングやベンチマークの実行を必要とせず疎行列内の非ゼロ要

素を 1回ずつ参照することで変換可能であることから，PatComp，BCCOOやAMBと比
べ変換時間が少なく，時間発展ごとに格子形状が変化する問題や反復法が早期に収束する
問題において有効であると考えられる．RBP法は，疎行列格納のために必要なメモリ使
用量を削減しつつ高速に変換可能な手法を目的としている．
RBP法によりメモリ使用量を削減することで，少量のGPUメモリを効率的に使用す

ることで，オンサイト環境におけるシミュレーションの高精度化，大規模化，同時に実行
できるシミュレーション数の増加につながる．RBP法はFEMで生成される疎行列を対象
としており，連続な非ゼロ要素がほぼ存在しないような疎行列に対しては提案手法の効果
は薄い．

5.3 RBP法
図 5.2に RBP法の概略図，Algorithm8に RBP法を既存の疎行列格納方式に適用する

手順を示す．
Algorithm8では，疎行列内の非ゼロ要素を先頭から順に，図 5.2中，斜線の四角で囲ま

れた要素のように連続しているか，もしくは図 5.2中，丸で囲んだ要素のように不連続な
のかを確認していく．RBP法では，圧縮を行う単位を 1行中の連続した非ゼロ要素に限
定することで，非ゼロ要素の列番号に必要となる要素の参照回数，計算量が少なくなる．
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図 5.2: RBP法の概略図

疎行列内の非ゼロ要素を 1つずつ確認していくだけで，非ゼロ要素が連続しているかどう
かを確認でき，連続した非ゼロ要素の場合には列番号を削減することでメモリ使用量を削
減することが可能である．
BCCOOでは疎行列を複数行または複数列に渡る小さいブロックに分割し，その基準と

なる位置情報のみを格納することで，位置情報の削減を行う．RBP法は変換の速度を重
視するため各行中の連続した非ゼロ要素を対象としているため，BCCOOに比べメモリ使
用量の削減率が低くなる可能性がある．しかし BCCOOでは範囲の広いブロックを用い
ることで，SpMVに不必要な 0要素が含まれメモリ使用量が増加する可能性があることか
ら，メモリ使用量が最も少なくなるよう最適化するため，複数のブロックサイズでの変換
を試し，最も良い結果を採用する．そのため疎行列内の非ゼロ要素に対する参照回数は
RBP法の 1要素 1回に比べ数倍となる．よってRBP法に比べBCCOOは変換時間が大幅
に長くなる．
まずAlgorithm8中，2行目から 7行目までは，非ゼロ要素の連続部に対して行う処理

である．RBP法では図 5.2中 “a, b, c, d”等のように，連続した非ゼロ要素の情報に関して
1ブロックとして考え，最終的にRBP法を適用する疎行列格納方式へブロック単位で格
納する．また，連続した非ゼロ要素の値については圧縮の影響がないため，連続している
間，Valuesにただ格納するだけである (8，3行目)．
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4行目から 6行目に示す処理は非ゼロ要素の列番号数を削減する処理であり，RBP法の
最も重要な処理である．各ブロックのColumnsのデータ数を削減するため，SpMVの計
算に必要な先頭と末尾の要素のみを取り出し格納する（図 5.2中，各ブロックのColumns

の矢印左側がデータ数を削除する前，矢印右側がデータを削除した後のColumnsの配列
である）．この結果，どれだけ長く連続した非ゼロ要素をBLOCK化した場合でも，列番
号を表すために必要となる要素数は 2となるため，疎行列内に連続した非ゼロ要素が多く
存在したり連続数が長い場合，大きなメモリ使用量の削減が可能である．
7行目の「BLOCKを適用する疎行列格納方式で格納」は，既存の疎行列格納方式に対

して，ブロック化した非ゼロ要素を格納していく処理である．格納する際には，各ブロッ
クを本来の１つ非ゼロ要素と同等に扱い格納する（つまり V aluesと Columnsの複数の
要素を一つの塊として考える）．この過程は，CSRや ELLなどの既存の格納方式にて値
や列番号などを格納する方法をブロック化された非ゼロ要素に対して適用することを意味
する．例えばCSRであれば，ブロック化された非ゼロ要素の複数の値をそのまま値配列
に，圧縮された 2つの列番号は列番号の配列に，1つの値を扱う場合と同様に格納する．
8行目，9行目では，i番目の非ゼロ要素が不連続だった場合の処理を記述している．図

中の “g, l, s”のような不連続な非ゼロ要素をCSR形式で格納する．この時，ELLなどの
CSRとは異なる格納方式においても，不連続な非ゼロ要素は連続した非ゼロ要素とは別
の空間にCSR形式で格納する．連続部と不連続部を分離して格納する理由は，メモリア
クセス効率を向上させるためである．RBP法のように，不連続な非ゼロ要素については
CSR方式で格納することで，連続した非ゼロ要素の列番号を格納している配列または行
列は必ず連続した非ゼロ要素に対しアクセスすることとなる．これによりスレッドが１回
の反復で必ず 2つの値を参照する．1スレッドのアクセス数が固定であれば，warp内のス
レッドが一定のインデックスでスライドし，アクセスすることが可能である．そのため，
warp内の各スレッドは常にコアレスドアクセスを行うことが可能である．
ただし圧縮により，既存格納方式と同様の処理では格納できない場合も存在する．その

際には配列の追加等，正しく SpMVの計算が行えるように変更を加える必要がある．本
稿では代表的な疎行列格納方式であるCSR，ELLの格納方式に則ったブロックの格納方
法を，図 5.3を用いて次の節から説明を行う．
RBP法は複数の値をブロック化するというシンプルな方法を取っているため，他の疎

行列格納方式に対しても，多少の変更のみで同様にRBP法を適用可能であると考えられ
る．例えば，ELLの派生系であるELL-RはELLと同様の方法でRBPを適用可能である．
PatCompでは，COO形式で格納されている FEMモデルで生成された疎行列を Pat-

Compへ直接変換し，反復法の SpMVで使用することを想定している．RBP-CSRでは
CSRで格納されている疎行列からの変換，RBP-ELLでは ELLで格納されている疎行列
からの変換を行い，反復法内の SpMVで使用することを想定する．既存疎行列格納方式
ではGPUメモリ容量の制約で数値シミュレーションが実行できない場合，容易に適用可
能なメモリ使用量削減手法がRBP法である．現在多くの数値シミュレーションにおいて
CSRやELLで疎行列が格納されているため，利便性を高めることを目的に本稿ではCSR
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からRBP-CSRへ，ELLからRBP-ELLへの変換を想定する．ただしCOOから直接変換
を行うことも容易に実装することが可能である．

5.4 CSRへのRBP法の適用 (RBP-CSR)
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図 5.3: RBP-CSR

図 5.3にRBP法を施したCSR(RBP-CSR)の概要を示す．RBP-CSRはAlgorithm9に
則り，CSRの列番号を格納する配列の要素数を削減していく．Algorithm9は非ゼロ要素
が 2つ以上連続しているか判断するために，Algorithm8に比べ複雑に見えるが，同じ流
れで処理を行っている．Algorithm9の 3行目と 5行目は元のCSRから疎行列内の非ゼロ
要素の情報を 1つずつ取り出すためのループ処理である．RowPtr[i]からRowPtr[i]− 1
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までが i行目の非ゼロ要素の情報が格納されている，V alues，Columns配列のインデッ
クスとなる．Algorithm9中のColCSR, V alCSR, RowPtrCSRは図 3.8のCSRの配列に対応
している．また，その他の配列は図 5.3に対応している．
Algorithm9の 6行目から 23行目までがAlgorithm8の 2行目から 7行目までの非ゼロ要

素の連続部の処理に対応する．6行目からのWhile処理によりTmpColに格納された一つ前
の非ゼロ要素の列番号と，その次の非ゼロ要素の列番号が連続している間，Comp V alues

へ非ゼロ要素の値を追加し続ける (Algorithm8の 3行目に対応)．Wlile処理の終了時に
は，Comp Columnsに２つ以上連続した非ゼロ要素の先頭と末尾の列番号が追加される
(Algorithm8の4から6行目に対応)．例えば，図5.3の疎行列の最初の“a, b, c, d”は連続し
た非ゼロ要素であることから，連続した非ゼロ要素の値はすべてそのままComp V alues

へ格納される．また，先頭の非ゼロ要素 “a”，末尾の要素 “d”の列番号がそれぞれ順に
Comp Columnsに格納される．
Algorithm8の 8から 10行目までの不連続部の要素に対する処理は，Algorithm9の 24

行目から 29行目に対応する．TmpColに各格納されている列番号の非ゼロ要素が，不連続
と判明した場合に，非ゼロ要素の値を V aluesCSRへ，列番号をColumnsCSRへ追加す
る．例として，図 5.3の疎行列中，最初の不連続な非ゼロ要素 “g”の非ゼロ要素は，8から
10行目の処理が適用され，“g”の値と列番号はそれぞれ，V aluesCSRと ColumnsCSR

へ格納される．
Algorithm9の 30行目から 40行目は，調査している非ゼロ要素が１行中の最後の非ゼロ

要素が不連続だった場合の処理と，1行中に 1つの不連続な非ゼロ要素しか存在しない場合
の処理を示している．この 2つの処理は実装の都合上，追加したものであり，Algorithm8

の不連続部の要素の処理に含まれる．
また，RBP法をCSRへ適用することで多少の変更が生ずる．図5.3の疎行列をCSRで格

納する場合，値と列番号は1対1で対応することから，1行目の要素はV aluesが“a, b, c, d”,

“e, f”, Columnsが “0, 1, 2, 3”, “6, 7”のようにそれぞれの配列で要素数が一致し，Ptr配列
はRowPtrの 1つのみ使用する．しかしRBP法の圧縮により，値と列番号の数に差異が
生じるため，RBP-CSRでは 2行目の要素が始まるインデックスはComp valuesで 6番目，
Comp Columnsでは4番目となる．そのためRBP法ではComp V alues, Comp Columns

の何番目のインデックスで行が変わるのかを表す値を格納するV al ptr，Col ptrの 2つの
配列を用意し，並列計算に必要な各行の先頭の要素のインデックスを判別する．Algorithm9

の 41行目にて，不連続部を格納するCSRの配列，Comp Values配列，Comp Columns配
列，それぞれに対して，各行の先頭の非ゼロ要素が配列内の何番目のインデックスに格納
されているか記録するため，各行終了時点での非ゼロ要素数を格納している．RBP-CSR

では追加の配列を必要とするため，全く連続した非ゼロ要素が存在しない疎行列において
はCSRよりメモリ使用量が増える可能性がある．
さらに，連続部と不連続部の分割により，5行目（最初の行を 0行目とする）のような

連続した非ゼロ要素が存在しない行も出現する．その場合には V al ptr, Col ptrに同じイ
ンデックスを続けて格納することで，行中に要素が存在しないことを示す．図 5.3の行列
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では 1行目には不連続な非ゼロ要素が存在せず，2行目から不連続な非ゼロ要素 “g”が出
現する．そのため，RowPtrの 1番目と 2番目に “0, 0”(図 5.3中，赤い波線)を格納する．
2行目はRowPtr内 2番目と 3番目 “0, 1”(図 5.3中，青い直線)のように非ゼロ要素 “g”が
1つ存在することを示す．上記に説明したAlgorithm9を図 5.3の疎行列中，すべての非ゼ
ロ要素に対し，適用することで図 5.3中のRBP-CSRを得ることが可能である．
式 (5.1)にRBP-CSRを用いて疎行列を格納した場合のメモリ使用量を示す．以降，Ncol

は圧縮した後の列番号を格納するComp Columnsの要素数，NvalはComp V aluesの要
素数，NnonはV aluesCSR,ColumnsCSRの要素数 (疎行列内の不連続な非ゼロ要素の数)

を示す．
図 5.3中の V al ptr, Col ptr, RowPtrの要素数は，CSRのRowPtrと同様に (N +1)と

なる．そのため，式 (5.1)中 12(N +1)は，3つの配列 (V al ptr, Col ptr, RowPtr)のメモ
リ使用量の合計を示す．次に 4Ncol + 8Nvalは連続した非ゼロ要素の列番号と値を格納す
るComp ColumnsとComp V aluesのメモリ使用量を示す．4Nnon +8Nnonは不連続な非
ゼロ要素の列番号と値を格納するColumnsCSR，V aluesCSR のメモリ使用量を示す．

MemUsageRBP−CSR = 12(N + 1) + 4Ncol+

8Nval + 4Nnon + 8Nnon [byte]
(5.1)
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Algorithm 9 Matrix compression of RBP-CSR

1: V al ptr[0] = 0, Col ptr[0] = 0, RowPtr[0] = 0
2: Cnt1 = 0, Cnt2 = 0, Cnt3 = 0
3: for i = 0 to NumRow do
4: TmpCol = ColumnsCSR[RowPtrCSR[i]]
5: for j = RowPtrCSR[i] + 1 to RowPtrCSR[i+ 1] do
6: while ColumnsCSR[j]− TmpCol == 1 do
7: if TmpCol is head of consecutive columns then
8: Comp Columns[Cnt1] = TmpCol
9: Comp V alues[Cnt2] = V aluesCSR[j − 1]
10: Comp Columns[Cnt1 + 1] = ColumnsCSR[j]
11: Comp V alues[Cnt2 + 1] = V aluesCSR[j]
12: Cnt2 = Cnt2 + 2
13: else
14: Comp Columns[Cnt1 + 1] = ColumnsCSR[j]
15: Comp V alues[Cnt2] = V aluesCSR[j]
16: Cnt2 = Cnt2 + 1
17: end if
18: TmpCol = TmpCol + 1
19: j = j + 1
20: end while
21: if Previous elements is consecutive then
22: TmpCol = ColumnsCSR[j]
23: Cnt1 = Cnt1 + 2
24: else
25: ColumnsCSR[Cnt3] = TmpCol
26: V aluesCSR[Cnt3] = V aluesCSR[j − 1]
27: Cnt3 = Cnt3 + 1
28: TmpCol = ColumnsCSR[j]
29: end if
30: if TmpCol is last element’s column in the row then
31: ColumnsCSR[Cnt3] = TmpCol
32: V aluesCSR[Cnt3] = V aluesCSR[j]
33: Cnt3 = Cnt3 + 1
34: end if
35: end for
36: if There is just one element in the row then
37: ColumnsCSR[Cnt3] = TmpCol
38: V aluesCSR[Cnt3] = V aluesCSR[RowPtrCSR[i]]
39: Cnt3 = Cnt3 + 1
40: end if
41: Col ptr[i+ 1] = Cnt1, V al ptr[i+ 1] = Cnt2, RowPtr[i+ 1] = Cnt3

42: end for
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Algorithm 10 SpMV code of RBP-CSR on GPU

1: Let id be thread ID (id: 0 to n-1)

2: Set Count, TmpReslut = 0

/* Calculation of compression part */

3: RowStart = col ptr[id]

4: for jj = val ptr[id] to val ptr[id+ 1]− 1 do

5: ColNow = Comp Columns[RowStart+ Count]

6: ColNext = Comp Columns[RowStart+ Count+ 1]

7: TmpResult+ = Comp V alues[jj] ∗ dV ector[ColNow]

8: for j = ColNow + 1 to ColNext do

9: jj ++

10: TmpResult+ = Comp V alues[jj] ∗ dV ector[j]

11: end for

12: Count+ = 2

13: end for

/* Calculation of non-compression part */

14: RowStart = RowPtr[id]

15: RowEnd = RowPtr[id+ 1]

16: for j = RowStart to RowEnd− 1 do

17: TmpResult+ = V alues[j] ∗ dV ector[Colmuns[j]]

18: end for

19: Result[id] = TmpResult

Algorithm10は，RBP-CSR形式で格納された疎行列を用いた SpMV演算を示す．各
スレッドが Algorithm10を同時に実行し，それぞれが疎行列内の 1行を担当する．idは
カーネル関数を実行する各スレッドの番号を示している．idは，CUDAの関数を用いる
ことで各スレッドが取得することが可能である．RBP-CSRの SpMVカーネルは連続し
た非ゼロ要素を計算するパートと不連続な非ゼロ要素を計算するパートに分かれている．
Algorithm10内，3行目から 13行目までが連続した非ゼロ要素を計算するパートである．
4行目からの forループでは，スレッドが担当する行の非ゼロ要素の値をComp V aluesか
ら値を読み出すため，V al ptrから担当する行の先頭の非ゼロ要素の値が格納されている
インデックス番号を読み込む．5,6行目の ColNowと ColNextには連続した非ゼロ要素
の最初と最後の列番号が代入される．7行目の処理は，連続した非ゼロ要素の先頭の要素
と SpMVで用いられるベクトルの要素との掛け算を計算する．8行目の forループにて，
ColNowから ColNextになるまで jをインクリメントしていくことで，先頭以降の要素
の列番号を毎回グローバルメモリから読み出すことなく，インクリメントのみで列番号を
復元し，SpMVの演算を行う．レジスタ中の値をインクリメントするだけでよく，GPU

メモリへのアクセスが必要ないことから，従来のCSRに比べメモリアクセス回数の削減
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が可能である．
14行目から 18行目は，不連続な非ゼロ要素を演算する部分であり，CSRの SpMVカー

ネルと同様の処理を行っている．不連続な非ゼロ要素に対し演算を行い，連続した非ゼロ
要素に対する演算結果と合算している．最後に結果を各スレッドが担当していた行と同じ
ベクトル中の行に格納し，終了する．

5.5 ELLPACKへのRBP法の適用 (RBP-ELL)
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図 5.4: RBP-ELL

図 5.4にRBP法を施したELL格納方式，RBP-ELLの概念図を示す．ELLにRBP法を
適用する際も，Algorithm8の 9行目，「BLOCKを適用する疎行列格納方式で格納」以外は
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RBP-CSRと同様である．「BLOCKを適用する疎行列格納方式で格納」において，ブロッ
クのV aluesとColumnsのデータをELLの方式に則り，V aluesELLとColumnsELLに
インデックスの小さいブロックから格納していく．ここでは図 5.4のCompressed ELLの
ように，各ブロックを１つの非ゼロ要素として扱い，格納する．RBP-CSRの場合と異な
り，追加の Ptr配列は必要としない．最後に CSRの処理 5と同様に，不連続な非ゼロ要
素をCSR形式で格納し，終了する．ここでRBP-CSRの場合と同様に，不連続な非ゼロ
要素の値を V aluesCSRに，列番号はColumnsCSRに格納される．また，各行の最初の
非ゼロ要素の情報が V aluesCSRとColumnsCSRのどのインデックスに格納されている
かを，RowPtrに格納する．
式 (5.2)にRBP-ELLを用いて疎行列を格納した場合のメモリ使用量を示す．

MemUsageRBP−ELL = 8NKv + 4NKc

+8Nnon + 4Nnon + 4(N + 1) [byte]
(5.2)

ここで，KvはCompressed ELLの V aluesELL行列の列数，KcはColumnsELL行列
の列数を示す．8NKv + 4NKc は Compressed ELL中の V aluesELL, ColumnsELLが
要とするメモリ使用量を示している．圧縮により Kc が小さくなるほど，メモリ使用量
の削減が可能となる．8Nnon + 4Nnon + 4(N + 1)は図 5.3中 RBP-ELLの V aluesCSR,

ColumnsCSR, RowPtrが必要とするメモリ使用量を示す．
Algorithm11にRBP-ELLを用いたGPU上での SpMVの疑似コードを示す．idはカー

ネル関数を実行する各スレッドの番号を示す．RBP-ELLでは 1スレッドが疎行列内の
１行の計算を担当する．4,5行目の StartELL,EndELLには，連続した非ゼロ要素の先
頭と末尾の要素の列番号がそれぞれ代入される．7行目から 18行目までの for文では，
Compressed ELLに対して処理を行う．for文では，０から iMaxV al − 1まで jを増加さ
せていく．iMaxV alはRBP-ELLのValuseELL行列の列数を表している．ループ内では，
8行目のように，StartELLは必要なベクトルのインデックスを表現している．このベク
トル V ector[StartELL]と V alues行列との掛け算をTmpResultに足し合わせていくこと
で，SpMVの処理を行う．そして，9行目にてRBP-CSRの時と同様に削除された列番号
を復元するため，StartELLをインクリメントする．その後，10行目にて，StartELLと
EndELL+1が同値になったとき，新たな連続した非ゼロ要素の列番号を更新する (11,12

行目). また，14から 16行目では，スレッドが担当している行の全ての要素に対して処理
が終了した，もしくはパディングである “0”を検知した場合に処理を打ち切る．そして，19
行目から 23行目では，図 5.3の不連続な非ゼロ要素を格納してあるCSRを用いて SpMV

演算を行う．その後，連続部の演算結果が格納されている TmpResultに不連続分の演算
結果を足し合わせる．最後 24行目で，各スレッドは自分の idと対応するベクトルのイン
デックスに解を格納し，SpMVの処理は終了となる．
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Algorithm 11 SpMV code of RBP-ELL on GPU

1: Let id be thread ID (id: 0 to n-1)

2: Set Count, TmpReslut = 0

/* iMaxVal is number of columns in ValuesELL */

3: Set iMaxV al

/* Start point of consecutive non-zero elements */

4: Set StartELL to ColumnsELL[id][Count]　
/* End point of consecutive non-zero elements */

5: Set EndELL to ColumnsELL[id][Conut+ 1]

6: Count = Count+ 2

/* Calculation of ELL part */

7: for j = 0 to iMaxV al − 1 do

8: TmpResult+ = V aluesELL[id][j] ∗ V ector[StartELL]

9: StartELL++

10: if StartELL == EndELL+ 1 then

11: Set StartELL to ColumnsELL[id][Count]

12: Set EndELL to ColumnsELL[id][Conut+ 1]

13: Count = Count+ 2

/* iMaxCol is number of columns in ColumnsELL */

14: if Count > iMaxCol or StartELL == EndELL then

15: break

16: end if

17: end if

18: end for

/* Calculation of CSR part */

19: Set StartCSR to RowPtr[id]

20: Set EndCSR to RowPtr[id+ 1]− 1

21: for j = StartCSR to EndCSR do

22: TmpResult+ = V aluesCSR[j] ∗ V ector[ColumnsCSR[j]]

23: end for

24: Result[id] = TmpResult

5.6 評価実験概要・環境
本節よりRBP法の評価実験を行う．RBP法は疎行列からの変換時間を重視した手法で

あり，GMRESにおいて変換時間が支配的にならないことを確認することが重要である．
広い範囲に対して圧縮を行う PatCompに比べて，狭い範囲での圧縮を行うRBP法がメ
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モリ使用量の削減率，SpMV演算時間がどのように影響するか確認する．

表 5.1: Expriment condition

Specification

OS Ubuntu 16.04

CPU Intel Core i7 6700K @ 4.0 GHz

GPU NVIDIA Tesla V100 @ 1.38 GHz

device memory 16 GB

device memory bandwidth 900 GB/s

CUDA core 5,120

CUDA CUDA 10.1

Compiler gcc-4.4.7

Start

CSR,
ELL, ELLR

 RBP

GMRES

End

FEM

GMRES

(1) CPU
GPU

CPU GPU

Return

No

Yes

GPU
CPU

(2) SpMV

PatComp

GPU上の処理

図 5.5: Model of Calculating GMRES with RBP and PatComp

RBP法の評価実験で使用するGPUサーバ，疎行列は 4.6で使用した条件と同じである．
再度表 5.1，表 5.2に実験環境と使用した疎行列を示す．
また，表 5.2中のN ,Nz,Nnon,K，Kv,Kcは，式 (3.1)から (5.2)で使用されている変数に

対応している．本実験にて使用する疎行列格納方式は，CSR, RBP-CSR, ELL, RBP-ELL，
ELL-R，RBP-ELL-R，PatCompである．RBP-ELL-Rは，RBP-ELLに各行の非ゼロ要
素数を示す配列を追加しただけである．ELLの演算性能を高めた ELL-RにRBP法を適
用することで，RBP法の演算性能への影響も確認する．

78



表 5.2: Sparse Matrices for the expiments

Name of matrix N Nz Nnon K Kv Kc

cant 62,451 4,007,383 87,657 78 78 28

rma10 46,835 2,374,001 447 145 145 40

consph 83,334 6,010,480 52,325 81 81 42

parabolic fem 525,825 3,674,625 2,081,987 7 7 6

pwtk 217,918 11,524,432 4,049 180 180 28

thermal2 1,228,045 8,580,313 5,192,466 11 10 8

af shell9 504,855 17,588,845 0 40 40 10

F1 343,791 26,837,113 9,300 435 435 162

nd24k 72,000 28,715,634 887,233 520 509 126

dielFilterV2real 1,157,456 48,538,952 18,745,748 110 87 56

Cube Coup dt0 2,164,760 124,406,070 0 68 68 34

Bump 2911 2,911,419 127,729,899 86,208 195 195 68

Queen 4147 4,147,110 316,548,962 1 81 81 54

UT-Heart1 82,047 3,423,519 0 63 63 40

UT-Heart2 130,595 6,954,413 969,595 124 111 50

図 5.5は実験で使用する，FEMにて生成された連立一次方程式（疎行列）に RBP法．
PatComp法を適用し，GMRESで解くことを想定したモデルを示す．赤枠より上の処理，
「FEMモデルの生成」，「作成された疎行列をファイルに保存」で保存された疎行列に，
Florida Sparse Matrix Collectionまたはアプリケーション例として加えた 2つの疎行列
を使用することで評価を行う．評価対象は，図 5.5中の赤枠，つまりGMRES処理の開始
から終了までである．GPUによる評価を行うために，NVIDIAが提供するCUDA10.1を
使用し，各疎行列格納方式を用いた SpMVを組み込んだGMRESプログラムを記述した．
疎行列ファイルの読み込みから RBP法，PatCompの適用，GMRESの初期処理までが
CPU上で処理し，その後はGPU上での処理となる．図 5.5の青枠で囲まれた部分がGPU

上で実行される．データ転送時間，GPU演算時間は，CUDAのイベント変数を用いて，
“cudaEventRecord()”,“cudaEventElapsedTime()” により測定を行った．また GPUによ
る高速化の有効性を示すため，CPU版のGMRESとの比較を行う．CPU版のGMRESは
図 5.5の処理全てをCPU上で行う．
5.7節では，RBP法，PatComp法をそれぞれ用いて疎行列を格納した際に必要となる

メモリ使用量を評価し，5.8節では図 5.5内の SpMV(赤ブロック)の SpMVを 1回実行し
た際の演算時間を評価する．最後に 5.9節にて，図 5.5内の赤枠全体の演算時間の評価を
行う．
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5.7 各疎行列格納方式のメモリ使用量の評価
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図 5.6: Memory usage of RBP formats

本節ではRBP法を使用することにより，従来の疎行列格納方式と比べメモリ使用量の
削減が達成されたか確認する．図 5.6に，各疎行列格納方式を用いて，表 5.2の各疎行列
を格納した際のメモリ使用量を示す．このRBP-ELL-R以外の疎行列格納方式のメモリ使
用量は，式 (3.1)から (5.2)を用いて導かれた値である．また，RBP-ELL-Rのメモリ使用
量は以下の式 (5.3)から導かれた値となっている．ELL-Rは ELLに要素数が行数に等し
い配列が追加されているため，RBP-ELLのメモリ使用量を求める式 5.2に 4N を追加し
た形となっている．

MemUsageRBP−ELL−R = 8NKv + 4(NKc +N)

+8Nnon + 4Nnon + 4(N + 1) [byte]
(5.3)

CSR，ELL，ELL-Rと RBP-CSR，RBP-ELL，RBP-ELL-Rのメモリ使用量を比較す
るとそれぞれ，15個中 parabolic fem, thermal2を除く 13個の行列において，RBP法を
適用した格納方式の方が少ない結果となった．
RBP-CSRとCSRを比較すると，pwtkにおいて，最大の 27.9%のメモリ使用量削減に

成功した．また 15個の疎行列における，メモリ使用量の平均削減率は 16.6%であった．こ
の結果から，FEMで生成される行列には連続した非ゼロ要素が多く存在することが確認
できる．
RBP-ELLと ELLを比較すると，pwtkにおいて，最大の 28.0%のメモリ使用量削減に

成功している．また RBP-ELLを用いて疎行列を格納することで，15個の疎行列のメモ
リ使用量を平均 11.5%削減した．
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RBP-ELL-Rが最もメモリ使用量を削減できた疎行列はRBP-ELLと同じく pwtkであ
り，削減率は 28.0%であった．また平均メモリ使用量削減率は，11.4%であった．
結果としてRBP法の適用により，既存の疎行列格納方式のメモリ使用量を 7個以上の

疎行列において，20%以上の削減に成功した．大きな削減率となった疎行列の特徴として，
連続した非ゼロ要素が各行に多く存在することがあげられる．また医療分野のアプリケー
ション例として評価に使用したUT-Heart1，UT-Heart2においても，RBP-CSRでそれぞ
れ 16.1%，12.4%，RBP-ELLとRBP-ELL-Rでそれぞれ 11.6%，20.6% のメモリ使用量の
削減を達成した．巨大な疎行列であるCube Coup dt0，Bump 2911，Queen 4147におい
てもメモリ使用量の削減に成功しており，BRP法の有効性を示した．また更に使用した
疎行列の問題を細分化，大規模化させた場合でも非ゼロ要素のパターンは大きく変化しな
いと考えられ，RBP法が有効であると考察している．Bump 2911では，RBP法をELL，
ELL-Rに適用することでメモリ使用量を 6GB以下に削減することに成功した．これによ
りGeForce 1060の 6GBモデルでは困難であったシミュレーションが可能となり，Tesla

等の高いGPUの代替として低コストなGPUを使用することも可能となる．
しかしながら PatCompと同様に，parabolic femと thermal2の 2つの行列では，RBP

法を用いても既存の疎行列格納方式のメモリ使用量を削減できず，逆にメモリ使用量が大
幅に増加した．これは，parabolic femや thermal2の行列内には，連続した非ゼロ要素が
少ないことと，連続した場合でも連続数が少ないことが原因である．
parabolic femでは，非ゼロ要素の最大連続数が 2であり，RBP法による効果がない．

それどころか，不連続な非ゼロ要素を格納するのにCSRを使用するため，この分のメモ
リ使用量が増大した．
thermal2の非ゼロ要素の連続数 7の行が存在し，その行ではRBP法により 7個の非ゼ

ロ要素の列番号を二つの値で表現することで，大幅に列番号を削減できる．しかしながら
2連続の非ゼロ要素が複数存在する行も thermal2には存在する．そのような行に対しては
RBP法の効果はなく，全ての非ゼロ要素の列番号を格納することになる．ColumnsELL

では最も非ゼロ要素が多い行の要素数に列数が依存するため，大幅に列番号を削減できる
行があったとしても，行ごとの削減率にばらつきがある場合には圧縮効果が小さくなる．
また thermal2は疎行列内の非ゼロ要素数 8,580,313のうち 5,192,466が不連続な非ゼロ要
素であり，連続した非ゼロ要素が少ない．連続した非ゼロ要素が少なく，削減できた非ゼ
ロ要素の列番号が少ないため，RBP-CSRでは Colptrを追加した分のメモリ使用量によ
る増加の方が大きくなった．
今回評価対象として Florida Sparse Matrix Collectionを用いたのは，従来の CSRや

ELLとの比較のためである．現実にはこのような連続した非ゼロ要素が少ない問題は稀
であるため，提案手法は多くの場合有効であると考えている．仮に連続した非ゼロ要素が
少ない問題があったとしても，FEMモデルの節点番号を振りなおすことにより，連続し
た非ゼロ要素数を増加させる方法も考えられる．
また 4章で提案した PatCompとRBP-CSRを比較すると，平均で 4.3%PatCompの方

がメモリ使用量が低くなった．PatCompは RBP方に比べ広い範囲を短いインデックス
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で置き換えることから，メモリ使用量削減率が高くなったと考えられる．しかしながら
RBP法は変換に必要な計算量が少ないながらも，CSRに比べ最大 27.9%の削減に成功し
ていることから，時間ステップ毎に変換が必要な問題にとって，有用性は高いと考える．
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図 5.7: Memory usage comparision with BCCOO

また図 5.7にRBP-CSRとBCCOOのメモリ使用量の比較を示す．BCCOOはRBP法
と同様，非ゼロ要素の位置情報を削減する手法である．今回 BCCOOのメモリ使用量は
論文中に記載されているメモリ使用量の値を使用している．また比較に使用する疎行列
は FEMに限定せず，BCCOOに記載されている疎行列のうち 7個の疎行列を選択した．
RBP-CSRのメモリ使用量をBCCOOと比較すると pdb1HYS，pwtk以外で増加した結果
となった．FEMの疎行列ではないmac econ，mc2depiでは大幅なメモリ使用量の増加が
見られた．BCCOOでは，複数行，複数列で構成される固定サイズのブロックを用いて疎
行列を分割し，各ブロックに基準となる位置情報を一つ割り当てる．そのため適切にブ
ロックサイズを選択することが出来れば，1行中の連続した非ゼロ要素を対象としている
RBP法より大幅なメモリ使用量の削減が可能である．しかし固定サイズのブロックを用
いることから，ブロックの範囲内に非ゼロ要素が存在しない部分に関してはゼロ要素をパ
ディングして補う必要がある．この場合にはメモリ使用量の削減率が低くなったり，最悪
の場合メモリ使用量が増加することがある．そのため BCCOOでは複数のブロックサイ
ズで疎行列を格納し，その中でメモリ使用量が最も少ないサイズを選択する．この最適化
により多くの疎行列でRBP法よりメモリ使用量が多少少ない結果となった．
時間発展ごとに疎行列の形式が変わる数値シミュレーションでは，時間ステップごと

に変換を行う必要があるため，疎行列格納方式への変換時間が重要となる．しかしなが
ら BCCOOは多くの最適化を行う必要があることから変換時間が多く必要となる．一方
RBP法は各非ゼロ要素の列番号を一度参照するだけで変換することができることから変
換が高速である．RBP法の変換時間の評価は 5.9節にて行う．
RBP法は BCCOOに比べ変換時間が短いながらも，mac econ，mc2depiを除く FEM

で生成された疎行列において平均メモリ使用量の差は 3.4%に抑えられている．
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5.8 GPU上でのSpMV演算時間の評価
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図 5.8: Execution time of SpMV using RBP format on GPU

本節では，RBP法を各疎行列格納方式に適応することによる SpMV演算時間への影響
を評価する．
図 5.8に各疎行列格納方式を用いた SpMVの演算時間を示す．GMRESをはじめとする

反復法では，収束まで SpMVが複数回実行されるが，ここでは比較のため SpMVカーネ
ルの 1回あたりの演算時間を示す．CSR，ELLの SpMVカーネルはそれぞれAlgorithm4，
5を元にCUDAを用いて記述した．
RBP-CSRでは全ての疎行列で，CSRに比べ SpMV演算時間が短縮された．RBP-CSR

が最も演算時間の削減に成功した nd24kでは，CSRの SpMV演算時間に比べ 3.06倍の高
速化を達成した．また 15個の疎行列の平均では，1.82倍の高速化となった．CSRでは連
続している非ゼロ要素の数だけ，非常に低速なグローバルメモリに対してアクセスする必
要があり，大きなボトルネックとなる．これに対し，RBP-CSRを用いた SpMVカーネル
（Algorithm10）では，連続した列番号に対し，最初と最後の列番号の 2つのみをグローバ
ルメモリから読み出し，レジスタに格納している．そのため，グローバルメモリアクセス
回数が削減され，演算時間も削減された．
RBP-ELLでは 15個中 9個，RBP-ELL-Rでは 15個中 8個で既存疎行列格納方式より

SpMV演算時間が短くなった．RBP-ELLは，F1において最大の 4.28倍の高速化に成功
している．全体の平均高速化率は 1.57倍である．RBP-ELL-Rにおいて，最も高速化に成
功した行列はQueen 4147であり，1.81倍の高速化に成功している．平均高速化率は 1.14

倍である．高速化を達成した行列では，RBP-CSRと同様にグローバルメモリへのアクセ
ス回数削減によるアクセス時間の短縮が演算性能向上に貢献したと考えられる．
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しかしながらRBP-ELLで 6個，RBP-ELL-Rで 7個の疎行列にて演算時間の増加が見
られた．ELLやELL-Rは 3.4.4で述べたようにパディングを用いることでGPU上での最
適なメモリアクセスを実現している．しかしRBP法による圧縮によりELL, ELL-Rで実
現されていた各スレッドの連続したアドレスへのアクセスが崩れてしまったことが 1つ
の原因と考えられる．各 Threadが処理する連続した非ゼロ要素の連続数が異なる場合，
V aluesELLのアクセスされる要素数もThreadごとに異なる．そのため各Threadが次の
非ゼロ要素を処理しようとした際，非ゼロ要素の値をそれぞれ V aluesELLの離れた列の
インデックスへアクセスする必要が出てくる．離れたインデックスへのアクセスが発生
すると図 3.10のような連続したアドレスへのアクセスは困難となり，演算時間が増加す
る．またメモリ使用量が増加した parabolic fem，thermal2ではメモリアクセス回数が削
減されないだけでなく，追加したCSRへのアクセス回数が増加し，演算時間が大幅に増
加した．よってRBP-ELL，RBP-ELL-Rを用いて演算性能が向上する疎行列の条件とし
て，各行に存在する複数の連続した非ゼロ要素の連続数が，それぞれほぼ等しいことが挙
げられる．同じ連続数で連続する非ゼロ要素を処理する場合には ELLと同様の効率的な
メモリアクセスをRBP-ELLでも実現することが可能である．
またRBP-CSRはPatCompとほぼ同等の SpMV演算時間となった．しかしながらPat-

Compの方がメモリ使用量の削減に失敗した疎行列において SpMV演算時間が大幅に増
加することが判明した．メモリ使用量が増加した分，不要なインデックスへのアクセスが
増加したことから演算時間も増加したと考えられる．
さらに詳細なCache hit rateやMemory throughput等の詳細な解析を次節よりPatComp

も含めて比較する．

5.8.0.1 GPU Speed of light (SOL)

本節では，GPUの計算資源の使用度を示すGPU Speed of light (SOL)について評価す
る．図 5.9にGPU上の演算器 Streaming multiprocessorの使用効率 “SOL of SM”を示す．
また図 5.10にGPU上のメモリ使用効率を示す “SOL of Memory’を示す．
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図 5.9: SOL of SM

��
�!
�

��
��
�

��
� 
��

��
��
��
���
��
��

�#
!�

!�
��
�
��
�

��
� 
��
��� 

�

��
��
�

��
��


��!
��
�
��
��
�

	
"�
��
	
�"
��
�!
�

�
"�
��
��
��

�
"�
��
��
��
�

�


��
��
�!
�

�


��
��
�!
�

�

��

��

��

��

��

��

��

	�


�

���

��	�
������	�
����
��������
������
����������
��
����


�
�
�
��
	


�
�

��
�
�

図 5.10: SOL of Memory

まず全ての疎行列格納方式において，“SOL of SM”に比べ “SOL of Memory”の割合が
大きくなっていることから，SpMVはメモリバウンドな処理であることがわかる．そのた
め，メモリアクセス回数を削減し，SMでの演算回数を増やすことが SpMV演算性能向上
につながる．
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RBP法，PatComp法では列番号を削減することでメモリアクセス回数を削減し，その
分レジスタの値をインクリメントすることで列番号を復元した．そのため，RBP-CSR，
RBP-ELL，RBP-ELL-Rの “SOL of SM”は既存のCSR，ELL，ELL-Rに比べ高くなって
いる．またRBP法を用いても演算時間が短くならなかった，もしくは小さい高速化に留
まった疎行列，parabolic fem，thermal2，dielFilterV2realの “SOL SM”は他の疎行列に
比べ小さな値となっている．これは疎行列内の連続した非ゼロ要素が少なく，1つあたり
の連続数が短いことから，インクリメントで列番号を復元する処理が少なくなったことに
よる結果である．
“SOL of Memory”では，ELL，ELL-Rが高くなっている．これはELL,ELL-RはGPU

に適したメモリアクセスが行えるためである．それに比べ RBP法を用いた RBP-ELL，
RBP-ELL-Rは低くなっている．圧縮によりELLやELL-Rのメモリアクセス効率が低下
したためだと考えられる．

5.8.0.2 Warp cycles per issued instruction
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図 5.11: Warp cycles per issued instruction

図 5.11に 1命令あたりのWarp cyclesを示す．Warp cyclesが大きい場合，メモリアク
セス等の様々な処理によるストールが頻発して演算にかかるクロック数が増加したことを
意味する．
まず多くの疎行列において SpMV演算性能が最も悪いCSRのWarp cyclesは，他の疎

行列格納方式より非常に大きくなっている．CSRは不連続なアドレスへのメモリアクセ
スが多く，メモリアクセス回数が増加することから，メモリアクセス待ちのストールが多
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く発生し，1命令あたりWarp cyclesが非常に大きくなった．CSRに比べRBP-CSRの 1

命令あたりのWarp cyclesが大きく減少している．これは列番号数の削減を行うことによ
りCSRにおけるボトルネックとなるメモリアクセス回数が現象し，メモリアクセス待ち
のストールも削減された．
RBP-ELL，RBP-ELL-Rと ELL，ELL-Rを比較し，全ての疎行列において RBP法の

方が少ないWarp cyclesで 1命令が実行できることが図 5.11からわかる．この削減の理
由はCSRとRBP-CSRの場合と同じくメモリアクセス待ちの削減による効果だと考えら
える．
またメモリ使用量削減を第一に考えた疎行列格納方式，CSR，RBP-CSR，PatCompの

中で，PatCompが多くの疎行列で最も良い結果となっている．これは複数のThreadが同
じデータを読み出すことによるCache hit rateの向上によるメモリアクセスに必要となる
ストール数減少が要因と考えている．

5.8.0.3 Cache hit rate
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図 5.12: Hit rate of L1 cache on GPU
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図 5.13: Hit rate of L2 cache on GPU

本節において各疎行列格納方式を用いて SpMVを実行した際の L1 Cache hit rate，L2

Cache hit rateについて評価を行う．また PatCompは複数の行の非ゼロ要素の位置を判
別するために複数の Threadが同じパターンを使用することから，Cache hit rateの向上
が期待できる．そのため本節では PatCompのCache hit rateにも注目し，評価を行う．
図 5.12に GPU上での L1 Chace hit rateを示す．parabolic fem，thermal2，nd24k，

dielFilterV2real，UT Heart2を除く 11個の疎行列において PatCompの Cache hit rate

が最も高くなっている．少ないパターンで多くの行を表すことができる疎行列ほど，L1

Cache hit rateが高くなっている．L1 Cacheは図 3.3に示すように，各 SMのいくつかの
CUDA coreごとに搭載されている．この結果から疎行列のパターンを考慮することで，
SpMVの演算性能向上に繋がると考えられる．多くの疎行列においてPatCompが目標と
した，L1，L2 Cache hit rateの向上を達成した．PatCompがメモリ使用量を大幅に削減
した疎行列においてCache hit rateは向上する傾向にある．
PatCompを用いても L1 Chache hit rateが向上しなかった parabolic fem，thermal2，

nd24k，dielFilterV2real，UT Heart2は，連続した非ゼロ要素が少なく不連続な非ゼロ要
素が多い，または全ての行を表現するために多くのパターンが必要となる行列である．パ
ターン数が多くなるとキャッシュを有効に活用できず，SpMVの演算性能も低下すること
が分かる．
また図 5.13に L2 Cache hit rateを示す．L2 Chace hit rateに関しても PatCompは，

CSR，RBP-CSRに比べ高くなる傾向にある．L1 Cahceで hit rateが向上しなかった疎行
列では，L2 Cacheにおいても同様に hit rateが向上していない．
またRBP法を用いることで既存のCSR，ELL，ELL-Rに比べ，Cache hit rateが向上
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した．この Cache hit rateの向上が，RBP法の演算性能向上の要因の一つになったと考
えらえる．

5.8.0.4 Memory throughput
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図 5.14: Memory throughput of each storage formats

図 5.14に各疎行列格納方式を用いて SpMVを実行した際のMemory throughputを示
す．Memory throughtputは，全体の Threadがデバイスメモリから 1秒あたりに読み出
したデータ量 (Gbyte)である．
15個中 10個の疎行列において，ELLを用いた場合のMemory throughtputが最も高く，

ELLに続いてELL-RのMemory throughputが高い．これはELL，ELL-Rを用いること
により同一Warp内のThreadが連続したメモリアドレスにアクセス可能であることが要
因である．連続したメモリアドレスにアクセスすることで，全てのThreadが必要とする
データを一度に読み出し可能である．そのためELLやELL-Rは時間当たりの読み出し可
能なデータ量はCSRに比べ，非常に多くなる．
またRBP-ELLやRBP-ELL-Rでは ELL，ELL-Rに比べ，いくつかの疎行列において

Memory throughputが低くなっている．5.8節の評価実験において，このメモリアクセス
効率の低下がいくつかの疎行列の SpMV演算性能低下の原因であると考えらえる．
PatCompは 12個の疎行列においてRBP-CSRよりMemory throughputが低くなった．

しかしながら PatCompはCache hit rateが高いため，デバイスメモリからのスループッ
トが低くなっても，RBP-CSRより多くの疎行列で演算性能が高くなったと考えらえる.
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RBP-CSRでは多くの疎行列にてメモリ使用量を削減し，全ての疎行列にて演算性能の
向上を達成した．RBP-ELL，RBP-ELL-Rでは演算性能の低下が見られる疎行列も存在
したが，多くの疎行列においてメモリ使用量の削減を達成し，演算性能も既存手法と遜色
ない結果となった．この結果からこれまでに使用されていたCSRやELL，ELL-RにRBP

法を適用することでメモリ使用量を削減し，さらに大規模かつ高精度な数値シミュレー
ションが可能となった．

5.9 GMRESによる演算時間の評価
本節にて各疎行列格納方式で格納された疎行列を，反復法の 1種であるGMRES内の

SpMVに適用した際，全体の演算時間へどのように影響するか検証する．RBP法への変
換時間を含めたGMRESの演算時間が，既存の手法を用いた場合に比べて同等以上であ
ることを確認する．また最後に PatCompに比べ，疎行列からRBP法への変換時間がど
の程度短縮されているか比較する．

5.9.1 各疎行列格納方式を用いたGMRESの演算時間
本評価実験ではGPUを用いてGMRESを高速化した場合と，全ての処理をCPUで行っ

た場合の演算時間を示している．これはGPUが反復法，そして SpMVの高速化に有効で
あることを確かめるためである．

5.9.1.1 GPUを用いたGMRESの演算時間

まずGPUを用いたGMRESの演算時間の評価を行う．図 5.15に，図 5.5の赤枠で表さ
れている，連立一次方程式をGMRESを用いて解くために必要となる処理時間を示す．縦
軸は対数軸となっている．内訳として，図 5.5における (1)疎行列のCPUメモリからGPU

メモリへの転送時間，(2)GPU上での SpMV演算時間の合計，およびその他の処理時間
を，それぞれ緑，紫，黄色で表した．その他の処理時間 (Other)は、GMRES(図 5.5の赤
枠部分)から各処理時間を除いた残りの時間である．また図 5.5の緑枠で示す各疎行列格
納方式への変換時間をオレンジ色で示した．データ転送時間は各疎行列格納方式で格納さ
れた疎行列の転送時間のみを示している．行列本体以外のデータは疎行列格納方式に関わ
らず一定であるため，その他の処理時間に含めている．今回，GMRESの最大反復回数は，
最大 1000回としている．数値シミュレーションの必要とする精度等により，必要な反復
回数が異なるため，今回は反復回数 1000回でのGMRES演算時間を評価する．例外とし
てUT Heart2は 277回の反復で収束したため，その時点でのGMRES演算時間を示す．
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図 5.15: Execution time of GMRES on GPU

連立一次方程式の求解中で，各疎行列格納方式への変換，疎行列のデータ転送は 1回の
みであり，SpMVの実行は反復毎に行われるため，全体の処理時間に対する SpMV演算
時間の割合が，図 5.15から多くの疎行列において高くなっていることが確認できる．
疎行列格納方式への変換を含まない GMRES全体の演算時間を，既存格納方式 CSR，

ELL，ELL-RとRBP法を適用した格納方式RBP-CSR，RBP-ELL，RBP-ELL-Rで比較
すると，RBP法を適用した場合の方が平均で 4.1%, 13.2%, 3.1%短くなった．
疎行列格納方式への変換時間を含めた場合でも，CSRを用いたGMRESと RBP-CSR

を用いた GMRESの演算時間を比較すると，RBP-CSRを用いた演算時間の方が平均で
3.1%短くなった．同様にRBP-ELLを用いたGMRESは，ELLを用いた場合に比べ，平
均 10.4%演算時間が短くなった．RBP-ELL-Rを用いたGMRESは，ELL-Rを用いた場合
に比べ，平均 1.5%演算時間が短くなった．RBP法の目的である高速な変換が達成された
ことにより，変換時間がGMRESのボトルネックとなっていないことを確認した．時間
発展に伴い疎行列の形が変化する問題では，時間ステップごとにGMRESをはじめとす
る反復法を解く必要がある．その度に疎行列の変換処理が必要となることから，RBP法
のような高速かつ容易に変換が行える手法は非常に有効である．RBP法は疎行列格納に
なるメモリ使用量を従来の疎行列格納方式に比べ最大 27%以上も削減しながら，GMRES

演算性能の低下がない手法であると言える．
次に疎行列の CPUメモリから GPUメモリへの転送時間を比較すると，CSR，ELL，
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ELL-Rに比べ，RBP-CSR，RBP-ELL，RBP-ELL-Rのデータ転送時間が平均で，15.1%,

10.6%, 10.4%短縮された．また最大のデータ転送時間削減率となったのは pwtkであり，
RBP-CSRでは 27.6%, RBP-ELLでは 26.1%, RBP-ELL-Rでは 27.5%，既存疎行列格納
方式に比べ，データ転送時間を短縮した．PatCompのデータ転送時間はCSRのデータ転
送時間と比べ，平均で 19.2%短くなっている．pwtkを用いた際，最も短縮した時間が大
きく，31.9%のデータ転送時間短縮に成功した．この結果からRBP法，PatCompによる
メモリ使用量削減に伴いデータ転送時間も削減されたことを確認した．しかしメモリ使用
量削減が困難であった parabolic fem，thermal2においてはデータ転送時間の増加が確認
された．
RBP-ELL，RBP-ELL-Rでは SpMV演算時間の増大が見られた疎行列において，GM-

RES演算時間も増大した．nd24kではELLで 32.4%，ELL-Rで 44.6%の演算時間が伸び
ている．しかしその他のGMRES演算時間の増大が見られた疎行列では，10%以下の演算
時間増加に留まっている．この結果から多くの疎行列において，RBP法を用いても，既
存の疎行列格納方式と遜色ない時間でGMRESを実行でき，使用するメモリ使用量は大
幅に削減可能である．

5.9.1.2 CPUによるGMRES演算時間
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図 5.16: Execution time of GMRES on CPU
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次に，GPUを用いることが反復法，そして SpMVの高速化に有効であることを確認す
るため，図 5.5の赤枠内の処理を全てCPUで行った場合の処理時間を図 5.16に示す．使
用したCPUのコア数は 1である．縦軸は対数軸となっている．図中の各演算時間の内訳
や反復法の最大反復回数，収束判定の精度は 5.9.1.1節のGPUを用いたGMRESと同じ
条件である．
CPU上でCSR，ELL，ELL-R，RBP-CSR，RBP-ELL，RBP-ELL-Rを用いたGMRES

演算時間 (図 5.16とGPU上でのそれぞれのGMRES演算時間 (図 5.15))を比較すると，平
均で 14.9, 122.1, 56.7, 27.0, 70.3, 67.7倍の高速化となった．ELLはGPUのようなベクト
ル型マシンに適した疎行列格納方式であることから，CPUでの SpMV演算時間は非常に
長いが，GPUでは非常に短く，SpMVが高速であることが示されている．一方でCSRは
CPU，GPU両方で多く使用されることから，CPUを用いた場合とGPUを用いた場合の
GMRESの演算時間の差はELLほど大きくなっていない．しかしながら，それでもGPU

を用いることで約 15倍の高速化を達成している．これらの結果からGPUを用いること
が反復法，そして SpMVの高速化に対し非常に有効であることを確認した．反復法にお
いてデータ転送は 1回のみであるため，反復毎に実行される SpMVの演算時間が占める
の割合が大きくなる．図 5.15，図 5.16から，CPUでボトルネックとなっていた SpMV演
算時間がGPUを用いることで大きく短縮されている．そのためデータ転送が発生したと
しても，GPUをGMRESの高速化に使用することの利益は大きい．
また文献 [13]において，8GPUで構成されたGPUクラスタを用いることで，12CPUで

構成されたCPUクラスタを用いた場合に比べ，GMRES演算速度を約 8倍高速化するこ
とに成功している．この結果からもGPUの反復法高速化に対する有効性が示されている．

5.9.2 COO形式から各疎行列格納方式への変換時間
図 5.5中の緑色の枠で示したCOO形式から各疎行列格納方式への変換時間の測定結果

を，図 5.17に示す．COOから各疎行列格納方式への変換は CPU上で行われる．CSR，
ELL，ELL-R，PatCompの変換時間は，COOからそれぞれの疎行列格納方式への変換
に要した時間である．RBP-CSR，RBP-ELL，RBP-ELL-Rの変換時間は，一度COOを
CSR，ELL，ELL-Rに変換し，その後RBP法を適用するために要した時間である．COO

からCSR，ELL，ELL-R，RBP-CSR，RBP-ELL，RBP-ELL-R，PatCompへの変換プロ
グラムはC言語により記述されている．
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図 5.17: Convert time of each formats

RBP法は既存の疎行列格納方式に対し圧縮を行う手法である．そのため図 5.17では
CSR，ELL，ELL-Rに比べ，RBP-CSR，RBP-ELL，RBP-ELL-Rの変換時間は長くなっ
ている．既存の疎行列格納方式の変換時間から，RBP法を適用した疎行列格納方式の変
換時間を差し引いた時間が，RBP法のオーバヘッドである
しかしながら，既存の疎行列格納方式へのRBP法の適用時間を含めても，RBP法を用

いた疎行列格納方式を使用したGMRESの演算時間は，既存の疎行列格納方式を用いた
演算時間と遜色ない．
RBP-CSRとPatComp(1)への変換時間を比較すると，RBP-CSRの方が平均で 1529倍

の高速化を達成している．またRBP-CSRと並列化を行ったPatComp(8)の変換時間を比
較すると，RBP-CSRの方が平均で 10倍高速な結果となった．RBP-ELLやRBP-ELL-R

と PatCompへの変換時間を比較しても，RBP法の変換は非常に高速な結果となってい
る．よってRBP法が目的として掲げていたメモリ使用量を削減しながらも高速な変換手
法を達成していることを確認した．

5.10 RBP法の適用可能な疎行列
RBP法はCSRと比較しメモリ使用量が大幅に少なくなっており，PatCompと比べ変換

時間が非常に短い手法である．そのためPatCompの適用が困難な変換処理がシミュレー
ションの時間ステップごとに必要な FEMモデルの形状が変化する問題でもRBP法の適
用が可能である．解析対象に破壊現象や亀裂発生等が発生しFEMモデルの形状が変化し
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た場合，各時間ステップごとに非ゼロ要素の位置情報を含め更新が必要となるが，RBP

法では変換が高速であることから更新のコストが非常に少ない．
また反復法の収束までに必要な反復回数が少ない問題にもRBP法は有効である．反復

回数が少なくなることで SpMVに対し変換に要する時間が支配的になることから変換が
高速なRBP法が有効となる．本章でのGMRES評価実験では用いていないが，収束性を
改善するための前処理を反復法と併用するケースが多々ある．反復法の前処理を使用する
ことで収束性は大きく改善されることから，反復回数は少なくなる．そのような場合には
変換に要する時間が支配的となることからRBP法が活用できると考える．
次にRBP法を用いて従来の疎行列格納方式よりメモリ使用量が削減可能な条件を検討

する．まずRBP-CSRのメモリ使用量を疎行列内の連続した非ゼロ要素のブロック数を用
いて表すと式（5.4)となる．ここでNconは疎行列内に存在する連続した非ゼロ要素のブ
ロック数を表す．N，Nz，Nnonはこれまでと同様に疎行列の行数，非ゼロ要素数，不連
続な非ゼロ要素数である．また値の格納には 8byte，その他の要素の格納には 4byte必要
と仮定する．

MemUsageRBP−CSR = 4× 3(N + 1) + 4× 2Ncon + 8(Nz −Nnon) + 4Nnon + 8Nnon (5.4)

式（5.4）を用いて従来手法であるCSRよりメモリ使用量を削減可能な条件を式（5.5）
に示す．疎行列内の非ゼロ要素を一度参照するだけで，その疎行列がRBP法でメモリ使
用量削減可能か判別することが可能である．

8Nz + 4Nz + 4(n+ 1) > 4× 3(N + 1) + 4× 2Ncon + 8(Nz −Nnon) + 4Nnon + 8Nnon

(5.5)

次に RBP-ELLのモリ使用量を疎行列内の連続した非ゼロ要素の数に着目し表すと式
（5.6)となる．ここでNzperrowは 1行あたり連続した非ゼロ要素の値の数（不連続な非ゼ
ロ要素の値を除く）．Nconperrow は 1行あたり連続した非ゼロ要素のブロック数を表す．
Max(Nzperrow)，Max(Nconperrow)は全ての行の内最も大きいNzperrow，Nconperrowの値を
表す．

MemUsageRBP−ELL = 8N ×Max(Nzperrow) + 2× 4N ×Max(Nconperrow)

+8Nnon + 4Nnon + 4(N + 1)
(5.6)

式（5.6）より，既存手法であるELLよりRBP-ELLのメモリ使用量が少なくなる条件
を式（5.7）に示す．RBP-ELLも疎行列内の連続した非ゼロ要素の数，不連続な非ゼロ
要素の数を調査することでメモリ使用量削減が可能か判別することが可能である．また
RBP-ELL-RもRBP-ELLと同様の条件式（5.7）により判別可能である．
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8N ×K + 4N ×K > 8N ×Max(Nzperrow) + 2× 4N ×Max(Nconperrow)

+8Nnon + 4Nnon + 4(N + 1)
(5.7)

PatCompとRBP法の使い分けとして，まず式（4.2），式（5.5）と式（5.7）を使用し
て対象となる疎行列をそれぞれの疎行列格納方式で格納した際のおおよそのメモリ使用
量を算出し，使用するGPUのメモリ容量に合わせた選択を行う．PatCompのメモリ使用
量の方がRBP-CSRのメモリ使用量より少ない傾向にあるため，PatCompを用いること
でRBP法より大規模な数値シミュレーションを扱うことが可能である．しかしPatComp

ではCOOからの変換時間がRBP法に比べ非常に長いことから，シミュレーションの時
間ステップごとにFEMモデルの形状が変化する場合，時間ステップ毎に変換が必要とな
り，変換時間が非常に大きくなる．このような場合にはRBP法を選択することで変換時
間がボトルネックとなることを抑制することが可能である．

5.11 おわりに
RBP法はPatCompのボトルネックとなっていた疎行列からの変換時間を短縮するため，

圧縮方法を単純化した手法である．RBP法により変換処理を高速に行うことで，PatComp

が適していない時間ステップごとに疎行列の形状が変化する問題に対してもメモリ使用量
の削減を達成することが可能である．
FDMや FEMで生成される疎行列は，ある領域とその隣接する領域からの影響を反映

するため，疎行列には連続した非ゼロ要素が多々出現する．従来の疎行列格納方式では連
続した非ゼロ要素が存在した場合であっても，全ての非ゼロ要素の情報を格納していた．
しかし SpMVは先頭と末尾の非ゼロ要素の列番号のみで実行可能である．そこでRBP法
では連続した非ゼロ要素の先頭と末尾の列番号のみを格納することで，列番号に関する情
報量を減らし，メモリ使用量の削減を行う．
RBP法と同様に連続した非ゼロ要素に着目した疎行列格納方式であるBCCOOでは複

数行，複数列に渡る固定サイズのブロックを用いて疎行列を分割し，各ブロックごとに位
置情報を与えることで，位置を示す要素数を削減している．しかし固定サイズのブロック
を用いていることから 0要素が含まれ，メモリ使用量が増加することもあるため，最適な
ブロックサイズを設定するために多くの変換時間を必要としていた．そこでRBP法では
変換時間を短縮するため，列番号の削減を行う対象範囲を 1行中の連続した非ゼロ要素に
限定することで，圧縮を行い，変換するために必要な時間を既存手法に比べ短くなるよう
設計した．
5.4節，5.5節においてRBP法のCSRとELLに対する適用方法について述べた．連続

した非ゼロ要素を 1つのBlockとし，従来の非ゼロ要素 1個と同じ扱いをすることで，従
来手法であるCSR，ELLへ容易に適用可能である．また不連続な非ゼロ要素に関しては，
連続した非ゼロ要素とは別の領域に格納する．領域を分割することで，不連続な非ゼロ要
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素の格納に必要となるメモリ使用量を削減すると共に，SpMV演算性能を向上させる狙い
がある．
RBP-CSR，RBP-ELLを使用した SpMVは，連続した非ゼロ要素の先頭の列番号を反

復ごとにインクリメントすることで本来必要となる列番号を復元する．従来手法である
CSRやELLは反復毎にアクセス速度が低速なGlobal memoryへアクセスするため，長い
メモリアクセス時間を消費する．一方RBP法はレジスタの値をインクリメントするだけ
で列番号を得ることができるため，Global memoryへのメモリアクセス回数削減による
演算時間の短縮も期待することができる．
本章ではRBP法の趣意である既存の疎行列格納方式CSRや ELLより少ないメモリ使

用量で疎行列を格納しながらも，変換に必要となる時間が短い疎行列格納方式が達成され
ているか確認するため，評価実験を行った．評価実験では実際の数値シミュレーションで
使用された疎行列を用いて評価を行った．
まず最初のメモリ使用量の評価実験において，RBP法は既存手法である CSRや ELL

に比べ最大 27%以上，平均で 11％以上のメモリ使用量削減を達成した．またBCCOOと
FEMで使用された疎行列で比較すると平均で 3.4%メモリ使用量が多い結果となったが，
BCOOOは変換時間に多くの時間を要する．RBP法は変換時間がBCCOOに比べ格段に
変換に必要となる計算量が少ないながらもメモリ使用量は 3.4%の差であり，時間発展ご
とに変換を要する問題においてはRBP法は非常に有効である．
SpMV演算時間の評価ではRBP法を用いたRBP-CSR，RBP-ELL共に平均で 1.5倍以

上の高速化を達成した．この結果からRBP法は既存手法に比べて演算性能を損なうこと
なくメモリ使用量の削減が可能な手法であることを確認した．
またRBP法は，変換処理が反復法のボトルネックとならないよう変換処理を単純化し

高速化を測った．結果としてGMRESを用いた反復法の演算時間の評価では，変換時間
を含めても既存の格納方式と遜色ない演算時間で処理が完了することを確認した．また逐
次処理での PatCompの変換時間と比較して 1529倍，8並列での変換と比較して 10倍の
高速化を達成した．これらの結果からRBP法の目的である変換処理の高速に行いながら
もメモリ使用量の削減を可能にすることを達成した．
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第6章 結言

6.1 本研究の総括
本研究では大規模かつ高精度な数値シミュレーションをGPGPUを用いてオンサイト

環境で実現する際，ボトルネックとなる連立一次方程式求解の省メモリ化に取り組んだ．
2章では，数値シミュレーションと様々な解析手法の特色を述べ，連立一次方程式求解の

省メモリ化への道筋を説明した．数値シミュレーションの代表的手法であるFDM，FEM

は，最終的に連立一次方程式求解に帰着する．GPGPUを用いて連立一次方程式の求解手
法を高速化する際には，この連立一次方程式を表す巨大な疎行列をGPUのデバイスメモ
リへ格納する必要があるが，格納しきれない場合には大幅に演算性能が低下する．そのた
め，連立一次方程式を表す疎行列格納に必要となるメモリ使用量の削減が必須であるこ
とを示した．またメモリ使用量を削減するだけでなく，疎行列を使用する処理，SpMVを
GPGPU上で効率よく実行できるようなデータ構造で格納する必要がある．
3章では，GPGPUに関して説明を行い，これまでにGPGPU向けに提案されてきた疎

行列格納方式について記述した．GPGPUは描画処理専用であったGPUを汎用的な処理
に使用し，高速化を図る技術である．GPUには多くの演算コアが搭載されており，高い
並列度でアプリケーションを並列化することが可能である．しかし，GPGPUを用いてア
プリケーションを実行するためには，必要なデータをGPUメモリへ格納しなければいけ
ない．例えば反復法では，巨大な疎行列をGPUメモリへ格納する必要があるが，格納し
きれない場合にはCPUメモリとのデータの入れ替えが頻発するため，大きなボトルネッ
クとなる．そのため疎行列のデータ量を削減し，少ないメモリ使用量で格納できるよう，
対処する必要がある．
代表的なデータ圧縮手法として，ハフマン符号化，LZ77圧縮，LZ78圧縮や文法圧縮手

法などが存在するが，これらの手法は過去に出現した文字列の並びへのポインタを使用す
ることでデータ量を削減する．しかしGPUを用いた高速化においては高い並列度での並
列化が可能である必要がある．そのため代表的なデータ圧縮手法は疎行列の圧縮には不向
きであることを説明した．通常のデータ圧縮では疎行列を少ないメモリ使用量で格納でき
ないため，一般的に疎行列を格納する際は疎行列格納方式が使用される．疎行列格納方式
では，疎行列内の非ゼロ要素をいかに少ない情報量で表すかを重視しており，1つ 1つの
非ゼロ要素が独立して格納されるため高い並列度での SpMV実行に使用可能である．こ
れまでにGPGPUを用いて SpMVを高速化するために様々な疎行列格納方式が提案され
てきた．しかしながら，FDM，FEMで生成される疎行列の非ゼロ要素のパターン性を考
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慮した疎行列格納方式は提案されていないことを示した．
4章では，既存手法では考慮されていない疎行列内の非ゼロ要素のパターン性を考慮し

たPattern Compression (PatComp)法を提案した．PatCompは変換処理に多くの計算が
必要となることから，時間ステップ毎に亀裂や破壊によるFEMモデルの格子形状が変化
がなく，疎行列の形が変わらない問題を対象とした手法である．実際の数値シミュレー
ションで使用された疎行列を用いた予備実験において，疎行列内の非ゼロ要素の並び方に
はパターン性があることを明らかにした．多くの疎行列では，各行の非ゼロ要素の要素の
並びはごくわずかなパターンで表すことが可能であることが判明した．そこで PatComp

法では疎行列内のパターンを格納し，複数の行がそのパターンを読み出すことで SpMV

を実行する．複数の行が同じパターンであるとき，格納する必要があるパターンは 1つで
あることから，大幅なメモリ使用量の削減が可能である．
5.3節では PatComp法の目的が達成されているか確認するためメモリ使用量，SpMV

演算時間，GMRES演算時間，疎行列からの変換時間を評価した．メモリ使用量の評価で
は，PatCompを用いることで，CSRに比べ最大 31.1%のメモリ使用量の削減を達成した．
15個中 4個の疎行列において 30%以上，12個の疎行列において 25%以上のメモリ使用量
を削減しており，PatCompの有効性を示した．また SpMV演算時間も既存の疎行列格納
方式 CSRと遜色ない結果であることを確認した．しかしながら疎行列から PatCompへ
の変換時間は多くの時間を要し，GMRESのボトルネックとなることを確認した．そのた
め数値シミュレーション中に 1回しか変換を要しない問題には適しているが，時間ステッ
プごとに変換が必要となるた問題には適していない．
5.3章において，PatCompの欠点である変換時間の高速化を図るため，Row Block Pack-

ing(RBP)法を提案した．RBP法はメモリ使用量を削減しながらも，高速に変換を行える
手法を目的としている．高速な変換を行えるようにすることで，解析対象に亀裂や破損が
発生し，疎行列の形状も時間ステップごとに変化する問題に対してもメモリ使用量の削
減が行えるようになる．RBP法はFDMやFEMで生成される疎行列内の非ゼロ要素の連
続性に着目した疎行列圧縮手法である．RBP法は連続する非ゼロ要素のうち，先頭と末
尾の要素の列番号のみを格納することで，列番号格納に必要となるメモリ領域を削減す
る．PatCompと異なり，テーブルを用意する必要がなく，非ゼロ要素の列番号を順に確
認して行き，連続している場合のみ先頭と末尾の列番号を格納するため，非ゼロ要素数に
対して線形の計算量となる．CSRと ELLに対するRBP法の適用フローを示し，その後
RBP-CSR，RBP-ELLを用いた SpMVカーネルを示した．RBP法を用いることで，低速
なGlobal Memoryへのアクセス回数を削減することが可能である．
5.6節ではRBP法の目的が達成されているか評価実験を行った．まずメモリ使用量の評

価実験では，RBP法を用いることでCSRのメモリ使用量を最大 27.9%，ELLとELL-Rの
メモリ使用量を最大 28.0%削減することに成功した．SpMV演算時間の評価では，既存の
疎行列格納方式を用いた SpMVとRBP法を用いた SpMVの演算性能がほぼ同等であるこ
とを示した．RBP-CSRはCSRに比べ平均 1.82倍，RBP-ELLはELLに比べ平均 1.57倍，
RBP-ELL-RはELL-Rと比べ平均 1.14倍であった．GMRESを用いた評価実験では，各疎
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行列格納方式への変換時間を含めたGMRES演算時間を評価した．その結果，RBP法を
適用する時間を含めてもRBP-CSRで平均 3.1%，RBP-ELLで平均 10.4%，RBP-ELL-R

で平均 1.4%，既存の格納方式を用いた GMRES演算時間より短縮した．この結果から，
提案したRBP法は既存の疎行列格納方式の演算性能はそのままに，メモリ使用量を大幅
に削減可能であることを示した．また変換も高速であることから，変換時間がGMRESの
ボトルネックとならないことを確認した．PatCompの変換時間とRBP-CSRへの変換時
間を比較すると 10倍以上RBP-CSRへの変換の方が高速であった．よってRBPの目的で
あった変換時間の短縮が達成されたことを確認した．
本研究で提案したPatComp法，RBP法を活用し，数値シミュレーションで使用するメ

モリ使用量を削減することで，さらに大規模かつ高精度な数値シミュレーションを同じ環
境で行うことが可能となる．医療分野ではさらに大規模かつ高精度な数値シミュレーショ
ンがオンサイト環境で可能になり，検診精度の向上，検診時間の短縮など患者にとって，
様々な利益がある．またオンサイト環境だけでなく大規模な演算環境においてもメモリ使
用量の削減は有効である．地震発生時など緊急の場合に大規模なシミュレーションを行う
際，RBP法やPatComp法を用いることで，解析可能な範囲を広げるができ，被害抑制に
貢献することが予測される．

6.2 今後の展望
本研究はメモリ使用量の削減が第一目的であったため，RBP法，PatComp法のGPU

に対する最適化は行わなかった．しかしRBP法，PatComp法の SpMVカーネルを最適
化することでさらに演算性能向上が期待できる．そのためRBP法，PatComp法のメモリ
使用量をそのままに SpMVの演算性能を高める手法についても今後研究に取り組みたい
と考えている．
また本研究では，疎行列と密ベクトルの積（SpMV）を対象として疎行列格納方式を提

案，評価を行った．しかし疎行列を使用する処理は，疎行列と疎行列，疎行列と疎ベクト
ルとの積など他にも多く存在する．そのため今後提案した疎行列格納方式がこれらの処理
に適用した際にどの程度有効なのか評価を行う．そしてそれぞれの疎行列を使用する処理
に適した疎行列の格納方式となるようRBP法，PatComp法を改良する．
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