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概要
アンチスライドパズルとは，ピースの集合Pとフレーム 𝐹が与えられた時Pの

全てのピースが動けない配置（アンチスライド配置）になるように 𝐹の中に Pを
しまうことが目的のパズルである．この「しまう」操作をパッキングと呼ぶ．ア
ンチスライドパズルとよく似たパズルにパッキングパズルがあるが，この 2つの
パズルは以下に示すように困難性の根拠が異なる．
計算機科学の世界で既によく研究されているパッキングパズル（パッキング問
題）は，多くの場合フレーム 𝐹内部の面積とピース集合 Pの総面積がほとんど等
しくデザインされていて「パッキングに困難性があるパズル」である．一方で，ア
ンチスライドパズルには「パッキングは自明にできる」という前提条件が置かれ
ている．すなわち，アンチスライドパズルは「パッキングは簡単だが，アンチス
ライド配置を作ることが困難なパズル」である．
よって，アンチスライドパズルの困難性を証明する時には「パッキングができ
ることは簡単に（多項式時間で）判定できる」という前提条件が明示的に表現さ
れたガジェットをデザインする．
また，アンチスライドパズルの特殊形として，フレーム 𝐹が与えられずに，ピー

ス集合 Pだけで相対的にアンチスライド状態を作るパズルをインターロックパズ
ルと呼ぶ．
本稿ではまずはじめにアンチスライド状態を数理的に特徴づけるモデルを複数
提案し，アンチスライドパズルやインターロックパズルの先行研究で提案されて
いるモデルと比較する．本研究ではアンチスライドパズルのピース形状とピース
配置の組合せとして以下の 3つを研究対象とする：ポリオミノの直交配置・ポリ
オミノの一般配置・一般多角形の一般配置．ここでポリオミノとは，複数の単位
正方形に対して，隣接する 2つが単位辺を完全に共有するように並べて得られる
シルエットのことをいう．多角形 𝑃の直交配置とは，𝑃のすべての辺が 𝑥軸か 𝑦軸
に平行な配置のことである．
本稿では以下の 3つのアンチスライド性を定義した：弱アンチスライド・強ア
ンチスライド・ポリオミノのアンチスライド．先行研究では，本稿で定義した言
葉を使うと「ポリオミノの直交配置に対する弱アンチスライド性」のみを扱って
いる．このモデルを前提条件として IPソルバやOBDDを使って，ピース数最小の
アンチスライド配置の解析などを報告している．しかし，このモデルでは，実際
のアンチスライドパズルに必要な情報（例えば重力）を考慮していないので，計
算機が出力した解が現実的な解と必ずしも一致しない．したがって本稿では，重
力などの物理的な情報を加味し，先行研究のモデルよりも現実的なアンチスライ
ド性に近いモデルとして「強アンチスライド」を提案した．
「弱アンチスライド」・「強アンチスライド」は「ポリオミノの直交配置」・「ポリ
オミノの一般配置」・「一般多角形の一般配置」の全てに対して定義される．一方
で本稿で定義した 3つ目のアンチスライド性「ポリオミノのアンチスライド」は
「ポリオミノの直交配置」に対してのみ定義される．
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本稿ではモデル「ポリオミノのアンチスライド」上で，アンチスライドパズル
の計算困難性を証明する．このとき，一番扱いやすいポリオミノの直交配置を前
提条件とすることにより，「この問題は条件に縛りを入れた単純な場合においても
難しい」といえる．
まず，与えられたピース配置Aのアンチスライド性の判定問題を取り上げる．

この問題を解くためにアンチスライドパズルの与えられたピース配置を有向グラ
フで表現する．次に，「与えられたピース配置のアンチスライド性」と「そのピー
ス配置を表現する有向グラフの強連結性」が同値であることを証明する．先行研究
により，与えられた有向グラフの強連結性の判定問題は線形時間で解ける．よっ
て「与えられたピース配置のアンチスライド性の判定問題は多項式時間で解ける」
ということが証明できる．
次に，入力としてピース集合 Pとフレーム 𝐹が与えられたときにアンチスライ

ド性を達成する配置が存在するかどうかを判定する問題を考える．以下に示す手
順でアンチスライドパズルのNP完全性を証明する．与えられたピース配置Aの
アンチスライド性は多項式時間で判定できるので，アンチスライドパズルの困難
性は計算量クラスNPに入ることが示される．次は，NP完全問題である 3-Partition
問題からの還元でNP困難性を示し，アンチスライドパズルがNP完全問題である
ことの証明が完了する．さらに，アンチスライドパズルのフレームを変形するこ
とにより，この結果をインターロックパズルへも拡張できることを示す．
最後に，与えられたピース集合 Pがインターロックできるための境界条件を解

明する．すなわち，ピースが全て 𝑥単調なときはインターロックする配置が存在
するが，ピースが全て凸多角形の時は，いかなるピース配置に対してもインター
ロックできないことを証明する．
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Abstract
For a given set P of pieces and a frame 𝐹, an anti-slide puzzle asks us to arrange the

pieces so that none of the pieces can slide (an anti-slide arrangement)in the frame 𝐹.
This “putting in” operation is called packing. Packing puzzles are similar to anti-slide
puzzles, but these two puzzles have different reasons for hardness.

Packing puzzles (packing problems) have been well investigated in computer science.
Packing puzzles are often designed so that the area inside the frame 𝐹 and the total area
of the pieces in the set P are almost equal. Thus, “the hardness of packing puzzles lies in
the packing”. On the other hand, anti-slide puzzles are based on the following condition
“packing is trivial to solve”. Thus, anti-slide puzzles are required to have the following
properties “easy to pack, but hard to make an anti-slide arrangement”.

Therefore, when proving the hardness of an anti-slide puzzle, we have to design
gadgets that explicitly express the properties that “it is easy to check (in polynomial
time) that packing can be done”.

The puzzles that make a relative anti-slide arrangement with only a set of pieces P
without a frame 𝐹 is called interlock puzzles. Interlock puzzles are a special form of
anti-slide puzzles.

In this paper, We first propose three models that mathematically characterize the anti-
slide states and compare them with the models proposed in previous research of anti-slide
and interlock puzzles. In this research of anti-slide puzzles, we consider three possible
combinations of piece shapes and piece arrangements: “orthogonal arrangements of
polyominoes”, “general arrangements of polyominoes”, and “general arrangements of
general polygones”. Here, a polyomino refers to the silhouette obtained from multiple
unit squares by arranging them so that two adjacent squares totally share a unit edge. A
polygon 𝑃 is orthogonal when all edges of 𝑃 are parallel to the 𝑥- or 𝑦-axes.

There are three types of anti-sliding properties defined in this paper: “weak anti-
slide”, “strong anti-slide”, and “anti-slide for polyominoes”. Previous work has dealt
only with “weak anti-slide properties for orthogonal arrangements of polyominoes” in
terms of our paper. They reported analyse of anti-slide arrangements with the minimum
number of pieces, using the tools IP solver and OBDD, under this model. However,
this model does not take into account some information (e.g. gravity) necessary for real
anti-slide puzzles. Therefore, the solution output by the computer does not always match
the realistic solution. In this paper, we proposed the “strong anti-slide” as a model that
is closer to the realistic anti-slide property than the models in previous research, taking
into account physical information such as gravity.

“Weak anti-slide” and “strong anti-slide” are defined for all of “orthogonal arrange-
ments of polyominoes”, “general arrangements of polyominoes” and “general arrange-
ments of polygons”. On the other hand, the third anti-slide property defined in this
paper, “anti-slide for polyominoes”, is defined only for “orthogonal arrangements of
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polyominoes”.
In this paper, we investigate the computational complexities of the anti-slide puzzles on

the model “anti-slide for polyominoes”. Based on the following condition the orthogonal
arrangements of polyominoes, which is the simplest, we can see that “the problem is
hard even in the restricted case with bounded conditions”.

First, we consider the problem of determining whether a given piece arrangement
A is anti-slide or not. To solve this problem, we represent a given arrangement A of
pieces in an anti-slide puzzle as a directed graph. Next, we prove that “the problem of
determining whether a given piece arrangement A is anti-slide or not” and “the problem
of determining whether the directed graph representation of the piece arrangement is
strongly connected or not” are equivalent. The problem of determining the strong
connectivity of a given directed graph can be solved in linear time. Thus, we can prove
that “the problem of determining whether a given piece arrangement is anti-slide or not
can be solved in polynomial time”.

Next, for a given setP of pieces and a frame 𝐹, we consider the problem of determining
whether there exists an arrangement that achieves anti-slide or not. We prove the NP-
completeness of anti-slide puzzles using the following procedure. Since it is possible
to determine in polynomial time whether a given piece arrangement A is anti-slide or
not, it can be shown that the hardness of anti-slide puzzles falls into the computational
complexity class NP. Next, we show the NP-hardness reduction from the 3-Partition
problem, which is an NP-complete problem. We complete the proof that anti-slide
puzzles is an NP-complete problem.

Finally, for a given set P of pieces, we clarify the boundary conditions for interlocking.
That is, we prove that there exists an interlocking arrangement even if all pieces are 𝑥-
monotone, but that it is impossible to interlock for any piece arrangements when all
pieces are convex polygons.
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第1章 序論

1.1 研究の背景
1.1.1 アンチスライドパズルの周辺のパズル
パズルは大きくペンシルパズルとメカニカルパズルの 2つに分類できる．ペン

シルパズルとは，紙と鉛筆があればできるパズルである [9]．メカニカルパズルと
は，手で操作できる，何らかの専用の器具が必要とされるパズルである [11]．有名
なパズルを例にあげると，数独とルービック・キューブがそれぞれ対応する．本
稿のようにパズルを通して計算量理論を論じることは，計算量理論における計算
量クラスの理解の助けになる．例えば「数独とルービック・キューブは困難性が
本質的に異なる」ということを計算量理論を使って証明できる．数独は「解くこ
とは困難（効率的に解くアルゴリズムが知られていない）だが，解の正当性を検証
することは容易である」というNP完全性という特徴をもつ．一方でルービック・
キューブは，（一般的に，解くことは困難であるが）解の検証は簡単であり，かつ
解くための手順（アルゴリズム）が知られている．よって，計算量理論的な意味
で，ルービック・キューブは数独に比べて簡単であるといえる [12]．
メカニカルパズルの分類の例として，シルエットパズルとパッキングパズルと

組木がある．
シルエットパズルとは，与えられたピース集合Pを平面的に並び替えて目的のシ

ルエット 𝑆を作るパズルである．ピースを立体的に組む作品（例えばソーマキュー
ブ [11]）は 3次元的なシルエットパズルとみなせるが，本稿の中ではシルエットパ
ズルというと 2次元的な作品を指すものとする [14][15]．
パッキングパズルとは，与えられたピース集合 Pをすべて，与えられたフレー

ム 𝐹の中にしまうことが目的のパズルである [13]．本稿で扱うアンチスライドパ
ズルはパッキングパズルと似た特徴を持つメカニカルパズルである．
組木とは，与えられたピースを技巧的に組むことによって 1つの立体を作るパ

ズルである．本研究を先に進めていくと関連でてくるものは「すべてのピースを
同時に動かす事によって分解する・組む」という，Coordinate Motion[27]（とパ
ズル業界で）呼ばれるテクニックを使う組木である．例えば Exploding Ball[30]や
Kaleidos[28]がそれにあたる．Coordinate Motionを使う組木は（発表されている作
品の多くは）対称性の高い作品であり，完成形が正十二面体や菱形十二面体など
にデザインされているものもある．Exploding Ballは George Bellと Stephen Chin
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が 2012年に発表した作品である．似た作品に，Stephen Chinが 2010年に発表し
た作品 1 Pinko Ringo[29]もある．これらは球体にデザインされている．球体を回
転させることによって発生する遠心力を利用して球体を分解させる，という作品
である．George Bellが自身のYouTubeチャンネルでパズルを分解する様子を公開
している [30]．これを観ればCoordinate Motionという動きについて理解の助けに
なる．一方で，Philippe Duboisが 1980年代に発表したとされている Kaleidosとい
う作品は，単純な仕組みに見えるが技巧的なCoordinate Motionを使った組木であ
る．この作品はペンローズ三角形 [8]の平面図のようにデザインされている．
折り紙工学の研究においても，全体が同時に折り畳まれるという仕組みが度々

採用されている [31]．これもCoordinate Motionと似たものであるので，これらの
動画を観ても Coordinate Motionという動きについて理解の助けになる．
本稿はアンチスライドパズルについての研究であり，Coordinate Motionとは一

般には関連が薄い．しかし，アンチスライドパズルの研究をさらに進めていくと
Coordinate Motionというテクニックを考慮しなければならない場合がでてくる．
本稿でこれは扱わないので，本研究とCoordinate Motionとの関連性については最
後に7章で紹介する．

1.2 先行研究
1.2.1 アンチスライドパズルの周辺のパズルの先行研究
特によく知られたシルエットパズルとして，正方形を 7つの多角形に分割した

ピースを使うタングラム [6]や，タングラムとは違う 7つの多角形に分割する，日
本生まれのシルエットパズル清少納言知恵の板がある（図1.1）．タングラムのピー
スの集合 P を図1.1に，シルエット 𝑆の問題例を図1.2に示す．このパズルについ
て，与えられたピースで作ることができるシルエットの総数についての研究があ
る [16][14]．問題例（図1.2）をみれば分かるとおり，シルエット 𝑆は無限に作れ
る．これらのうち特に「凸配置」の総数を数えた研究がある．この研究によると，
タングラムの凸配置は 13種類，清少納言知恵の板の凸配置は 16種類である．

図 1.1: タングラム (a)と清少納言知恵の板 (b)のピース分割

2



図 1.2: タングラムの問題例 [6]

近年は目的とするシルエット 𝑆が具体的には与えられずに，目的とするシルエッ
トの条件のみが与えられるシルエットパズルが考案され，研究されている．例えば
「線対称なシルエットを作れ」という線対称形パズルの計算複雑性を証明した研究
[17]と「シルエットの外形と内側にできる穴の形を相似形にせよ」という内外相似
パズルの計算複雑性を証明した研究 [15]の 2つがある．本稿で取り上げるアンチ
スライドパズルも，こうした「ゴールの性質は与えられるが，ゴールの形が明確に
与えられない」という独特の難しさをもつパズルの 1つである [10]．線対称形パ
ズルの流れをくんだ 2次元版アンチスライドパズルとして，Vladimir Krasnoukhov
の Stop-Puzzleがある [25]．
パッキングパズルの先行研究の一部を紹介する．ドミノ（単位正方形を 2個つ

なげた形状，1 × 2のポリオミノ）を多角形にパッキングする問題は多項式時間で
解ける [20]．トロミノ（単位正方形を 3個つなげた形状のポリオミノ．これはL型
と I型の 2種類あり，ピースとしてそれぞれ単独で使う問題を考える）を多角形に
パッキングする問題はNP完全である [21]．単位正方形を 4個つなげた形状のうち
2 × 2のテトロミノをピースとして使うパッキング問題もNP完全である [22]．以
上が 2次元パッキング問題の困難性を証明した先行研究の一部である．本稿で扱
う問題も 2次元に限定したアンチスライドパズルの困難性の証明である．パッキ
ング問題は長く研究されているので，3次元以上の高次元に拡張した問題に対して
も困難性の証明をした研究がある [23]．
文献 [19]ではもう少し一般化した問題として，長方形のパッキング問題の困難

性を証明している．すなわち，正整数の多重集合 �̂� = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛}に対して
長方形ピースの集合 P = {1 × 𝑥1, 1 × 𝑥2, . . . , 1 × 𝑥𝑛}を面積 𝑥1 + 𝑥2 + . . . + 𝑥𝑛のフ
レーム 𝐹にパッキングする問題は NP完全であることを証明している．また，同
じくこの論文では，正方形ピースの集合 P = {𝑥1 × 𝑥1, 𝑥2 × 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 × 𝑥𝑛}を面積
𝑥2

1 + 𝑥2
2 + . . . + 𝑥2

𝑛のフレーム 𝐹にパッキングする問題はNP完全であることも証明
している．

3



1.2.2 アンチスライドパズルの紹介とその先行研究
アンチスライドパズルとは，ピースの集合 Pとフレーム 𝐹が与えられた時「P
のすべてのピースが動けない配置になる」ように 𝐹の中にしまうことが目的のパ
ズルである．図1.3にアンチスライド配置の例を示す．ここで，灰色の長方形ピー
ス 4つをピースの集合 Pとし，黒色の穴の空いた多角形をフレーム 𝐹とする．配
置 (a)はアンチスライド配置ではなく，配置 (b)はアンチスライド配置である．こ
の 2つの違いを直観的に判定するならば「フレームを傾けたときにどのピースも
動かないかどうか」を確かめれば良い．

図 1.3: アンチスライド配置の例

アンチスライドパズルの元祖と呼べるものは，1994年にパズル作家William Stri-
jobsが考案し，2007年に「明治サイコロキャラメルパズル」（図1.4）として市販
されたものである [24]．これは 3次元版のアンチスライドパズルであり，4× 4× 4
のケースの中に，1× 2× 2のピースをそれぞれ，15個，14個，12個，13個詰めて
スライドしないようにするというパズルである．（難易度はこの順番で高くなる．
また，ピースを斜めに詰める必要はない．）その後パズル業界では，特に 2次元平
面上で，様々なフレームと様々なピース集合によるアンチスライドパズルが数多
く提案されている．例えば，Vladimir Krasnoukhovの Stop-Puzzleがある [25]．
本稿では 2012年にパズル作家の山本浩氏が考案した Lock Device（図1.5）を特

徴的なパズルとして紹介する [26]．このパズルでは，与えられるものはピース集
合 Pだけであり，フレームが存在しないアンチスライドパズルである．本稿では
これをインターロックパズルと呼ぶ．ピースはすべて 𝑥単調で，それぞれが互い
にロックして，どのピースも動かず，バラバラにならないようにすることがパズ
ルの目的である．このパズルを計算量理論の研究として扱うのは本研究が初めて
である．
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図 1.4: Anti-Slide(Wil Strijbos)[24]

図 1.5: Lock Device(山本浩)[26]

3次元アンチスライドパズルに対して，2015年に天野らは IPソルバを用いて，
ピース数最小のアンチスライド配置のピースの数を求める研究をした [1]．これは
Strijbosのパズル（図1.4）を一般化した問題，つまり 2 × 2 × 1のピースの集合を
ℓ × 𝑚 × 𝑛のケースにいれる問題を扱っている．
一方 2019年には，武永ら [3]が 2次元のアンチスライドパズルの研究成果を報
告した [3]．この研究では，ピースがペントミノの場合を定式化し，OBDDを用い
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て解の列挙問題を解いた．しかし，これらの先行研究ではかなり限定的な問題を
扱っており，アンチスライドという性質を一般の多角形上で定式化しているわけ
ではない．そこで本稿ではまず，アンチスライドという性質に対する数理的なモ
デルを与える．この定式化はいくつかの段階に別れていて，それぞれのモデルに
対して，既存の研究や自然なアンチスライドパズルを対応付けることができる．

2021年に天野らは 2015年に行った 3次元アンチスライドパズルの手法を使っ
て，2次元アンチスライドパズルの解析をした [2]．この論文ではピースに T型テ
トロミノ（合同な正方形を 4つ辺接触させたシルエット）を使ってピース数最小
の 2次元アンチスライド配置のピース数を求めている．
パズルのインターロック性判定問題を扱った先行研究 [18]がある．しかし，こ

の論文で定義しているインターロック性は，アンチスライド性を元に定義したも
のではないので，本稿で定義するアンチスライド性とは異なる概念であることに
注意が必要である．[18]におけるインターロックの定義も本稿においても同様に
「ピースの任意の部分集合に対して，それらが（十分遠くに）分離するものはない」
としているが，この「分離」に関して [18, Figure 2]では「ピース同士が多少動い
てもよいが完全に分離しないとき」としている．一方で本稿ではアンチスライド
性の発展としてインターロック性を定義するので「どのピースも完全に動いては
いけない」とする．よって，[18, Corollary 3]の「多角形のインターロック性判定
問題は PSPACE完全問題である」という主張は，本稿とは違うインターロック性
判定のモデルに関するものである．

1.3 研究の動機・目的・意義
アンチスライドパズルの先行研究は 3報（[1], [2], [3]）あるが，このうちどれも

が「アンチスライド」という現象に数理的に厳密な定義を与えておらず，アンチ
スライドパズルの計算困難性の議論もなされていない．またこれらの論文の中で
定義されているアンチスライドモデルはとても直観的なものである．例えば [2]で
は，アンチスライドパッキングを「安定」と呼び「安定なパッキングとは，任意の
方向に対して，どのピースも動けないパッキング配置である．」と定義している．
[3]では，ピース 𝑃の下に𝑄が存在すれば（どんな配置かに関わらず）アンチスラ
イドであるとしている．よって，図1.6に示すピース配置に対しても，方向 ®𝑑に対
して，多角形 𝑃は多角形𝑄に対してアンチスライドであると判定されてしまう．
このモデルは計算機上では扱いやすい．このモデルを本稿では「弱アンチスライ
ド」と定義する．しかし，このモデルを使って計算機が出力した解と，現実的なア
ンチスライドパズルの解は必ずしも一致しない．よって，本研究の動機として，こ
のモデルとは別に，現実のアンチスライドパズルに近い数理モデルを提案するこ
とがあげられる．そこで，本稿では重力を加味して，図1.6示すピース配置はアン
チスライドではないと判定する 2つめのモデル「強アンチスライド」を提案する．
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また，本研究の目的として，先行研究にはない結果である，アンチスライドパズ
ルの困難性を証明するということがあげられる．この証明をするときの条件とし
てポリオミノの直交配置を扱うために，3つめのモデル「ポリオミノのアンチスラ
イド」を提案する．困難性（計算量の下限）を示すためには問題の本質をみきわ
める必要があり，それが新しいアルゴリズムの発見への手がかりとなる可能性が
高い [40]．よって，本稿でアンチスライドパズルの困難性を証明することは，計
算量理論の発展のために意義がある．

図 1.6: 方向 ®𝑑に対して，𝑃は現実的にはアンチスライドとは呼べない例

次に，パズル研究の応用事例を紹介することにより，本研究の意義を述べる．例
えばシルエットパズルは食器のデザインに使われることもある [16]．パッキング
パズルはその名の通り，商品の梱包作業に応用できる．このときの荷物の配置を
「パッキング配置」と呼ぶことにする．ここで，アンチスライドパズルで行う「ア
ンチスライド配置」とは，そのパッキング配置においてアンチスライド性を保証
した配置のことである．実用的な応用を考えるとアンチスライド配置（特に，弱
アンチスライド性だけではなく，強アンチスライド性も満たす配置）の方が通常
のパッキング配置よりも安全性の面で優れているといえる．商品が箱に隙間なく
パッキングされている場合はアンチスライドであるといえるが，一般にはそのよ
うに梱包できるとはいえない．上手い具合にパッキングすると詰めるために使う
箱の数が減り，一度により多くの荷物をトラックに積み込めるので，全体として
運送の回数が減って効率が良いといえるが，箱の中身のアンチスライド性が保証
されていないと中身が動いて商品同士がぶつかり合って壊れてしまうかもしれな
い．よって運送時にはパッキング性だけではなく，（強）アンチスライド性まで保
証された配置がより安全であるといえる．箱の中に衝撃緩和剤を詰めればアンチ
スライド状態を作れるが，商品のみでアンチスライド状態を作ることができれば
衝撃緩和剤は不要になるので，そういう意味でのコスト削減にもなる．
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1.4 本稿の構成
1章では，本研究の動機と意義を述べ，アンチスライドパズルとその周辺のパズ

ルについての先行研究を紹介する．

2章では，本稿で扱う知識，特に，グラフ理論，アルゴリズム理論，離散・計算幾
何学，計算量理論の準備をして，「アンチスライドパズル」・「インターロックパズ
ル」・「アンチスライド性判定問題」・「インターロック性判定問題」を定義をする．

3章では，先行研究で提案されているアンチスライドモデルを改善し，より現実
的なパズルに近いモデルを複数定義する．

4章では，3章で定義したモデル上で，与えられたピース配置Aのアンチスライ
ド性判定問題は多項式時間で解けることを証明する．

5章では，アンチスライド配置を構成する問題の困難性を証明する．

6章では，アンチスライド性の特殊形であるインターロック性について，インター
ロック可能な多角形の境界条件を解明する．

7章では，本稿におけるアンチスライドパズル・インターロックパズルの研究で
解明できなかったトピックを紹介する．
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第2章 準備

2.1 グラフ理論
本稿で用いるグラフ理論の基礎事項について，文献 [38]より引用する．
有向グラフは，有限集合𝑉 とその直積集合𝑉 × 𝑉 の部分集合 𝐴の組 𝐷 = (𝑉, 𝐴)

によって定義される．ここで，𝑉 = 𝑉 (𝐷)の元を 𝐷 の頂点，𝐴 = 𝐴(𝐷)の元を 𝐷

の辺または弧と呼ぶ．

𝐴(𝐷) ⊆ 𝑉 (𝐷) ×𝑉 (𝐷) = {(𝑢, 𝑣) | 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐷)}

𝐷の辺は 2つの頂点 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐷)の順序対 (𝑢, 𝑣)で表わす．このとき，𝑢を (𝑢, 𝑣)
の始点，𝑣を (𝑢, 𝑣)の終点と呼ぶ．無向グラフの場合は辺を非順序対 {𝑢, 𝑣}で表わす．
有向グラフ 𝐷において，頂点 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐷)を始点，頂点 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐷)を終点とする有

向歩道が存在するとき，𝑢から 𝑣へ到達可能であるといい，𝑢から 𝑣に至る有向道
の長さの最小値 𝑑 (𝑢, 𝑣)を 𝑢から 𝑣までの距離と呼ぶ．また，𝑢から 𝑣へ到達可能で
ないときには，𝑑 (𝑢, 𝑣) = ∞と定める．無向グラフのように 𝑑 (𝑢, 𝑣) = 𝑑 (𝑣, 𝑢)になる
とはかぎらない．さらに，𝑑 (𝑢, 𝑣)が有限でも，𝑑 (𝑣, 𝑢) = ∞となりえることに注意．
有向グラフ 𝐷のどの 2頂点も半歩道で結ばれているとき，𝐷は弱連結であると

いう．これは 𝐷の辺の向きを無視して得られる無向グラフ（𝐷の基礎グラフと呼
ぶ）が連結であることに他ならない．無向グラフ𝐺において，𝑑 (𝑢, 𝑣)の最大値を
𝐺の直径と呼び，𝑑 (𝐺)で表わす．特に，その直径 𝑑 (𝐺)が有限のとき，𝐺は連結で
あるといい，そうでないとき，非連結であるという．どの 2頂点 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐷)に対
しても，𝑢と 𝑣の間に少なくとも 1方向の有向歩道（𝑢から 𝑣，または 𝑣から 𝑢）が
存在するとき，𝐷は片側連結であるという．さらに，双方向の有向歩道が存在す
るとき，すなわち，任意の 2頂点 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐷)に対して 𝑑 (𝑢, 𝑣)と 𝑑 (𝑣, 𝑢) がともに
有限であるとき，𝐷は強連結であるという．

強連結 =⇒　片側連結 =⇒　弱連結

有向グラフ 𝐷の頂点集合𝑉 (𝐷)において，𝑢と 𝑣の間が双方向に到達可能である
とき 𝑢 ⇌ 𝑣と定めると，関係⇌は𝑉 (𝐷)上の同値関係になる．したがって，関係
⇌で 𝐷の頂点を分類すると，𝑉 (𝐷)の分割𝑉1, 𝑉2, . . . , 𝑉𝑘 が得られる．

𝑉 (𝐷) = 𝑉1 ∪𝑉2 ∪ . . . ∪𝑉𝑘 , 𝑉𝑖 ∩𝑉 𝑗 = ∅ (𝑖 ≠ 𝑗)
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その各同値類𝑉𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑘)が誘導する𝐷の部分グラフ 〈𝑉𝑖〉を𝐷の強連結成分と
呼ぶ．
有向グラフ𝐷の有向閉路に含まれる頂点は𝐷の強連結成分であることがわかる．
有向グラフ 𝐷が有向閉路を含まないとき，𝐷は無閉路的であるという．

命題 2.1 無閉路的な有向グラフには，出次数が 0の頂点と入次数が 0の頂
点が存在する．

強連結性の判定問題を考える．まず初めに，強連結でない，といえるための十
分条件を与える．

命題 2.2 与えられた有向グラフ 𝐷に，出次数または入次数が 0の頂点が存
在するならば，𝐷は強連結でない．

有向グラフ𝐷において双方向に到達可能な 2頂点は 1つの有向閉歩道上にある．
さらに，その有向閉歩道上のどの 2頂点もその上で双方向に到達可能である．し
たがって，𝐷の 1つの強連結成分に属す 2頂点はその強連結成分の中で双方向に
到達可能である．この事実から，強連結成分を以下のようにも定義できる．

定義 2.3 𝐷を有向グラフとする．𝐷が含む極大な強連結部分グラフを 𝐷の
強連結成分という．

強連結でない有向グラフにはどの強連結成分にも含まれない辺が存在する．そ
こで，その辺全体が作る構造を明示するために，有向グラフ𝐷の各強連結成分 〈𝑉𝑖〉
を 1点につぶして得られるグラフを 𝐷∗で表わし，𝐷の凝縮グラフと呼ぶ．凝縮グ
ラフを次のように形式的に定義する．

𝑉 (𝐷∗) = {𝑉1, . . . , 𝑉𝑘 }, 𝐴(𝐷∗) = {(𝑉𝑖, 𝑉 𝑗 ) | ∃𝑢 ∈ 𝑉𝑖, ∃𝑣 ∈ 𝑉 𝑗 , (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐴(𝐷)}

次に示す命題は，強連結成分の定義として定義2.3を採用することの正当性を与
える．

命題 2.4 有向グラフ 𝐷の凝縮グラフ 𝐷∗は無閉路的である.

命題 2.5 |𝑉 |をグラフの頂点数，|𝐸 |を辺の本数とする．頂点数 3以上の平
面的グラフ𝐺に対して，次の不等式が成り立つ．

|𝐸 | ≤ 3( |𝑉 | − 2)
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2.2 アルゴリズム理論
本稿で用いるアルゴリズム理論の基礎事項について，主に文献 [37]より引用する．
深さ優先探索 (depth-first search; DFS)は，その名が示すように，可能ならば常に

そのグラフの「より深い部分」を探索するという戦略にしたがう．深さ優先探索
は，未探索の外向き辺が残る頂点の中で，最後に発見した頂点 𝑣から出る辺を，探
索する．𝑣の辺をすべて探索し終えると，𝑣を発見したときに通った辺を「バック
トラック（逆戻り）」し，𝑣の直前の頂点を出る（未探索の）辺の探索に戻る．こ
の処理は始点から到達可能なすべての頂点を発見するまで続く．未発見の頂点が
残されていれば，その 1つを新たな始点として探索を繰り返す．アルゴリズムは
すべての頂点を発見するまでこのプロセスを繰り返す．
深さ優先探索の実行時間を解析する．

定理 2.6 [37] グラフ𝐺 = (𝑉, 𝐸)が入力されたとき，深さ優先探索の総実行
時間はΘ( |𝑉 | + |𝐸 |)である．

昔からよく知られている深さ優先探索の応用の 1つに，有向グラフを強連結成
分に分解する問題がある．2回の深さ優先探索を用いてこの分解を計算する方法を
考える．

定理 2.7 [37] グラフ𝐺 = (𝑉, 𝐸)が入力されたとき，強連結成分はΘ( |𝑉 | + |𝐸 |)
時間で計算できる [37]．

このアルゴリズムは S. R. KosarajuとM. Sharirの業績である．
このアルゴリズムとは別に，再帰アルゴリズムを用いたTarjanの手法もある [33]．

このアルゴリズムもまた強連結成分を線形時間で求めることができる．

2.3 離散・計算幾何学
本稿で用いる離散・計算幾何学の基礎事項について，主に文献 [36]より引用する．
複数の単位正方形に対して，隣接する 2つが単位辺を完全に共有するように並
べて得られる多角形をポリオミノと呼ぶ [7]．面積に応じて，モノミノ，ドミノな
どと呼ぶことがある．例として面積が 5であるペントミノを図2.1に示す．その形
状をアルファベットにたとえて，左上から順に，F,L,N,V,T,X,W,P,U,Z,I,Yと呼ぶこ
ともある．
多角形 𝑃が凸であるとは，𝑃の中の任意の 2点 𝑝, 𝑞に対して，線分 𝑝𝑞が 𝑃に完

全に含まれるときのことをいう．例えば，図2.1の多角形のうち凸多角形は唯一つ
である．多角形 𝑃が単純多角形であるとは，𝑃が自己交差せず連結で，かつ穴が
ないときのことをいう．例えば，図2.1の多角形はすべて単純多角形である．直線
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𝑙に関して単調な単純多角形とは，𝑙に垂直などんな直線 𝑙′に対しても，𝑙′と多角
形との交差部分が連結であるものである．いい換えると，交差部分は線分か 1点
か，あるいは空でなければならない．図2.2に示すように 𝑥軸に関して単調である
多角形は 𝑥単調と呼ばれる [36]．例えば，図2.1の多角形はすべて 𝑥単調な多角形
である．

図 2.1: ペントミノ

図 2.2: 𝑥単調なポリオミノ

例えば線分の交差問題を考えるとき，実際的な状況においては，ほとんどの線
分は他の線分とまったく交わらないか，あるいはほんの少数の線分としか交差し
ないので，すべての線分対について調べるのは効率的ではない．つまり，実行時
間が入力の線分数だけではなく交点の個数にも依存するようなアルゴリズムが欲
しい．このようなアルゴリズムを出力サイズに敏感なアルゴリズムと呼ぶ．すな
わち，アルゴリズムの実行時間が出力のサイズに依存して決まるものである．

定理 2.8 [36] 𝑃1, 𝑃2をそれぞれ 𝑛1, 𝑛2個の頂点をもつ多角形とし，𝑛 := 𝑛1+𝑛2

とする．このとき，𝑃1と 𝑃2の共通部分は𝑂 (𝑛 log 𝑛 + 𝑘 log 𝑛)時間で計算で
きる．ただし，𝑘は出力の複雑度である．
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2.4 計算量理論
本稿で用いる計算量理論の基礎事項について，主に文献 [39]より引用する．
まず，時間計算量の概念を定義する．
𝑀を停止性チューリング機械，Σをその入力アルファベットとする．𝑀の入力

文字列 𝑥に対して，入力 𝑥に対して 𝑀が停止する時刻を，𝛿によって与えられる
次の時刻の状態が 𝑞accまたは 𝑞rejとなる時刻と定め，それを time𝑀 (𝑥)で表わす．

定義 2.9 𝑇 (𝑛)をNからNへの関数，𝑀をチューリング機械とする．𝑀が，

すべての入力 𝑥に対して，time𝑀 (𝑥) ≤ 𝑇 (|𝑥 |)である

という性質をもつとき，𝑀は𝑇 (𝑛)時間限定であるという．

定義 2.10 𝑇 (𝑛)をNからNへの関数とするとき，𝑇 (𝑛)時間限定のチューリ
ング機械によって受理される言語全体のクラスをTIME[𝑇 (𝑛)]で表わす．す
なわち，

TIME[𝑇 (𝑛)] = {𝐿 (𝑀) | 𝑀は𝑇 (𝑛)時間限定である }

である．また，TIME[𝑇 (𝑛)] に属する言語は，𝑇 (𝑛) 時間判定可能であると
いう．

定義 2.11 F をNからNへの関数の集合とする．F に属するある関数𝑇 (𝑛)
に対して，チューリング機械 𝑀が 𝑇 (𝑛)時間限定であるとき，𝑀は F 時間
限定であるという．

定義 2.12 F を Nから Nへの関数の集合とするとき，TIME[F ]は F 時間
限定であるチューリング機械によって受理される言語全体の集合を表わす．
すなわち，

TIME[F ] =
∪

𝑇 (𝑛)∈F
TIME[𝑇 (𝑛)]

である．また，TIME[F ]に属する言語は，F 時間判定可能であるという．
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定義 2.13

1. Pは多項式時間限定の決定性チューリング機械によって受理される言
語のクラスである．すなわち，

P =
∪

𝑓 : 𝑓 は多項式
TIME[ 𝑓 (𝑛)]

である．Pに属する言語は，多項式時間判定可能であるという．

2. NPは多項式時間限定の非決定性チューリング機械によって受理され
る言語のクラスである．すなわち，

NP =
∪

𝑓 : 𝑓 は多項式
NTIME[ 𝑓 (𝑛)]

である．NPに属する言語は，非決定的多項式時間判定可能であるとい
うa．

a計算量クラス NP という名前も，非決定性チューリング機械で多項式時間判定可能
(Nondeterministic Polynomial time)からきている [40]．

定義 2.14 言語 𝐴 ⊆ Σ∗が言語 𝐵 ⊆ Λ∗に多項式時間多対一還元可能である
とは，FPに属する関数 𝑓 : Σ∗ → Λ∗が存在して，すべての 𝑥 ∈ Σ∗に対して，

𝑥 ∈ 𝐴 ⇐⇒ 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐵

が成り立つことをいう．つまり， 𝑓 は多項式時間計算可能関数で，𝐴の任意
の要素を 𝐵の要素に，𝐴の任意の要素を 𝐵の要素にうつす．この性質をも
つ 𝑓 を，𝐴から 𝐵への多項式時間多対一還元と呼ぶ．𝐴が 𝐵に多項式時間
多対一還元可能であることを，式 𝐴 ≤𝑝

𝑚 𝐵を用いて表わす．

ここで，本稿で扱う「問題」について改めて定義する [40]．

定義 2.15 本稿で扱う問題とは，与えられた入力に対して出力を計算する問
題である．したがって，各問題はその入出力の対応関係を表わす関数によっ
て規定される．なお関数はどんな入力にも値が定義されている全域的関数と
仮定する．

ある集合 𝑆に対し，𝑆の任意の要素 𝑥を入力として与えたときに，𝑥がある性質𝑄

をもつかどうかを決定する問題を判定問題という．判定問題を決定問題と呼ぶこ
ともある．言語クラス Cの完全問題とは，そのクラスの中で本質的に判定がもっ
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とも難しい判定問題である．
還元可能性を用いて完全問題の概念を導入する.

定義 2.16 CをクラスNPとする．言語 𝐴が C困難であるとは，Cのあらゆ
る言語 𝐿に対して，𝐿 ≤𝑝

𝑚 𝐴が成り立つことである．

定義 2.17 CをクラスP, NPのいずれかであるとする．言語 𝐴が C完全であ
るとは，𝐴 ∈ Cかつ 𝐴が C困難であることである．

NP完全問題の大きな特徴のひとつは，あるNP完全問題が多項式時間の解法を
もてば，それを使って，あらゆるNP完全問題を多項式時間で解くことができると
いうことである．

命題 2.18 𝐴がNP困難かつ 𝐴 ≤𝑝
𝑚 𝐵であるなら，𝐵はNP困難である．

命題 2.19 𝐴がNP完全であり，𝐴 ≤𝑝
𝑚 𝐵であり，𝐵 ∈ NPであるなら，𝐵は

NP完全である．

命題2.19を用いて問題 𝐵がNP完全であることを証明するには，𝐵 ∈ NPである
ことと，ある NP完全問題が 𝐵に多項式時間多対一還元可能であることを示せば
良い．

文献 [35]より，代表的な NP完全問題を 3つ紹介し，その問題例を示す．これ
ら 3つはすべて判定問題であるので，出力はYes/Noのみで十分であり，具体的な
解を返す必要はないが，本稿では根拠となる解も記しておく．

問題 2.20 ナップサック問題
入力：多重集合 �̂� = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛} , 𝐵．
条件：各 𝑎𝑖は正整数とする．
質問： ∑

𝑖∈𝑆 𝑎𝑖 = 𝐵となる添字の集合 𝑆 ⊆ {1, 2, . . . , 𝑛}が存在するか？

例 2.21 𝑛 = 10, 𝐵 = 38の場合
入力：�̂� = {6, 7, 8, 9, 10, 18, 25, 26, 28, 28} , 𝐵 = 38．
出力：Yes.（例えば，�̂�′ = {10, 28}．）
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問題 2.22 箱詰め問題
入力：多重集合 �̂� = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛} , 𝐵, 𝑘．
条件：各 𝑎𝑖は正整数とする．
質問：添字の集合𝑈 = {1, 2, . . . , 𝑛}を𝑈1,𝑈2, . . . ,𝑈𝑘 の 𝑘個に分割し，
各 𝑗 で ∑

𝑖∈𝑈 𝑗
𝑎𝑖 ≤ 𝐵とすることは可能か？

例 2.23 𝑛 = 20, 𝐵 = 30, 𝑘 = 10の場合
入力：�̂� = {2, 3, 4, 6, 7, 7, 8, 9, 9, 10, 10, 11, 12, 16, 17, 18, 25, 25, 28, 28} ,

𝐵 = 30, 𝑘 = 10．
出力：Yes.（例えば，̂𝐴′ = {{25}, {28}, {2, 28}, {3, 25}, {10, 17}, {11, 18}, {4, 16, 10},

{9, 9, 12}, {6, 7, 7, 8}．）

問題 2.24 3-Partition問題
入力：多重集合 �̂� = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎3𝑚} , 𝐵．
条件：各 𝑎𝑖は正整数とし，1

4𝐵 < 𝑎𝑖 <
1
2𝐵を満たす．

質問：多重集合 �̂�を𝑚個の 3つ組 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑚に分割できるか？ ただし
ここで，𝐴𝑙 = {𝑎𝑖, 𝑎 𝑗 , 𝑎𝑘 }としたとき，各 𝑙に対して∑

𝑠∈𝐴𝑙
𝑎𝑠 = 𝐵が成立する．

例 2.25 𝑚 = 5, 𝐵 = 23の場合
入力：�̂� = {6, 6, 6, 6, 6, 7, 7, 7, 8, 8, 8, 9, 10, 10, 11} , 𝐵 = 23．
出力：Yes.（例えば，�̂�′ = {{6, 6, 11}, {6, 7, 10}, {6, 7, 10}, {6, 8, 9}, {7, 8, 8}}．）

2.5 本稿で扱う問題の定義
問題 2.26 アンチスライドパズル
入力：ピース集合 Pとフレーム 𝐹.
条件：Pの要素はすべて単純多角形で，𝐹は穴が 1つある多角形．そして 𝐹

に Pの要素を詰め込めることが多項式時間で判定できる．
質問：𝐹にPの要素をすべて詰め込んで「アンチスライド配置」にできるか？

問題 2.27 アンチスライド性判定問題
入力：ピース集合 Pがすべてフレーム 𝐹の中に詰め込まれた配置A．
条件：Pの要素はすべて単純多角形で，𝐹は穴が 1つある多角形．
質問：配置Aはアンチスライドか？

ただし「アンチスライド性」には複数のモデルがあり，アンチスライド配置は
モデルにより異なる．アンチスライド性は3章以降で改めて定義する．
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問題 2.28 インターロックパズル
入力：ピース集合 P.
条件：Pの要素はすべて単純多角形である．
質問：Pの要素をすべて使って「インターロック配置」にできるか？

問題 2.29 インターロック性判定問題
入力：ピース集合 Pとその配置A．
条件：Pの要素はすべて単純多角形である．
質問：配置Aはインターロックか？

ただし「インターロック性」については3章以降で定義する．
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第3章 アンチスライドパズルの数理
的特徴づけ

3.1 「支える」の定義
多角形𝑃の外周部分を 𝜕𝑃と書く．多角形𝑃と𝑄が接触しているとは，𝜕𝑃∩𝜕𝑄 ≠

∅のときをいう．多角形の集合 Pの正当な配置とは，どの二つの要素 𝑃,𝑄 ∈ Pを
とっても 𝜕𝑃上の点と 𝜕𝑄上の点以外には共有しない配置をいう．直観的には，ど
の二つの多角形も重ならない配置である．以下，配置といったときは基本的に正
当な配置以外は考えないものとする．
多角形のスライドを考えるには，重力の向きを考える必要がある．適当な向き
ベクトル ®𝑑が与えられたとき，それが下を示すものと考えて，𝑥 − 𝑦座標系を考え
る．このとき， ®𝑑で定義される座標系に対して，点 𝑝の座標を (𝑥𝑑 (𝑝), 𝑦𝑑 (𝑝))と書
くことにする．

2点 𝑝, 𝑞間のユークリッド距離をdist(𝑝, 𝑞)で表わすことにする．平面R2上では，

dist(𝑝, 𝑞) :=
√(

𝑥𝑑 (𝑝) − 𝑥𝑑 (𝑞)
)2

+
(
𝑦𝑑 (𝑝) − 𝑦𝑑 (𝑞)

)2

である．
𝑎を中心とする半径 𝑟の円の円周上の点の集合を，

𝐶𝑟 (𝑎) = {𝑥 ∈ R2 | dist(𝑎, 𝑥) = 𝑟}

とする．
多角形 𝑃が直交であるとは，𝑃のすべての辺が 𝑥軸か 𝑦軸に平行なときをいう．
多角形 𝑃の直交配置とは，𝑃のすべての辺が 𝑥軸か 𝑦軸に平行な配置のことで

ある．
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定義 3.1 多角形 𝑃と𝑄が接触しているとき，𝜕𝑄上の点 𝑞が，𝜕𝑃上の点 𝑝

を向き ®𝑑に対して支えているとは，以下の条件を満たすことをいう（図 3.1）．

1. 𝜕𝑃 ∩ 𝜕𝑄が 𝑝と 𝑞を含む．𝑝 = 𝑞としたとき以下が成り立つ．

2. 　ある実数 𝜖 > 0が存在して，0 < 𝜖 ′ < 𝜖を満たすどんな実数 𝜖′ > 0に
対しても以下を満たす：

(a) 𝜕𝑄と 𝐶𝜖 ′ (𝑞)の 2つの交点を (𝑞𝜖 ′−, 𝑞𝜖 ′+)とし，𝜕𝑃と 𝐶𝜖 ′ (𝑝)の 2
つの交点を (𝑝𝜖 ′−, 𝑝𝜖 ′+) とする．ここで，それぞれの対 (𝑎, 𝑏) は
𝑥𝑑 (𝑎) < 𝑥𝑑 (𝑏)をみたすものとする．

(b) 𝑥𝑑 (𝑞𝜖 ′−) < 𝑥𝑑 (𝑝) < 𝑥𝑑 (𝑞𝜖 ′+)または 𝑥𝑑 (𝑝𝜖 ′−) < 𝑥𝑑 (𝑞) < 𝑥𝑑 (𝑝𝜖 ′+)が
成立する．

直観的には，点 𝑝の近傍か点 𝑞の近傍が，他方を支えるだけの十分な幅を
持っていることを意味している．

図 3.1: 𝑄が 𝑃を下から支えている場合

向きによって支えられていたり支えられていなかったりする例を図3.2に示す．
向き ®𝑑1に対しては定義3.1(b)の不等式 𝑥𝑑 (𝑞𝜖 ′−) < 𝑥𝑑 (𝑝) < 𝑥𝑑 (𝑞𝜖 ′+)が成り立つが，
向き ®𝑑2に対しては，𝑥𝑑 (𝑞𝜖 ′−) < 𝑥𝑑 (𝑞𝜖 ′+) < 𝑥𝑑 (𝑝)となるので，成り立たない．した
がって，𝑄は 𝑃を，向き ®𝑑1に対しては支えているが，向き ®𝑑2に対しては支えてい
ない．
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図 3.2: 不等式 𝑥𝑑 (𝑞𝜖 ′−) < 𝑥𝑑 (𝑝) < 𝑥𝑑 (𝑞𝜖 ′+)を満たす例，満たさない例
𝑄は 𝑃を，向き ®𝑑1に対しては支えているが，向き ®𝑑2に対しては支えていない

3.2 「アンチスライド性」の定義
向き ®𝑑に対して，𝑃の下側エンベロープとは，任意の 𝜖 > 0に対して，𝑥𝑑 (𝑝) =

𝑥𝑑 (𝑝′)かつ 𝑦𝑑 (𝑝) > 𝑦𝑑 (𝑝′)を満たす 𝑃の内部の点 𝑝′が距離 𝜖以内に存在しない 𝜕𝑃

上の点 𝑝の集合とする（図3.3）．上側エンベロープも同様に定義する．

図 3.3: 多角形 𝑃の下側エンベロープ
黒頂点と青辺は多角形 𝑃の下側エンベロープに含まれるが，白頂点と黒辺は含ま

れない．

ここで弱アンチスライド性を定義する．

定義 3.2 多角形 𝑃が向き ®𝑑について弱アンチスライドであるとは，ある多
角形𝑄が存在して，𝑃の下側エンベロープのある点が，𝑄の上側エンベロー
プ上の点で支えられているときをいう．このとき，簡単のため単に 𝑄は 𝑃

を支えているということにする（図3.5）．

計算機上でモデル化する際に最も扱いやすいモデルは弱アンチスライド性であ
る．いま，与えられたアンチスライドパズルの配置Aが平らな平面上に置かれて
いるとする．このとき，弱アンチスライド性をみたす配置に対して次の操作を行
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なうと，現実的にはアンチスライドではないもの，現実的にもアンチスライドで
あるものに分けられる．

観察 3.3 平らな平面上に置かれた配置Aに対して，アンチスライド性の現
実的な判定方法は「フレームを手前に起こした時にどのピースも動かないか
どうか」を確認することである．

この操作により，図1.6の例は，実際のパズルでは 𝑃が右に倒れてしまうが，図
3.5(e)の例は，依然としてアンチスライドであるということを確かめられる．観察
3.3は直観的な主張なので数理的な言葉で言い換える必要がある．そのためには重
力を考慮して，重心が支えられているかどうかを議論しなければならない．
武永らが [3]で扱っている問題は，本稿でいう弱アンチスライドモデルである．

このモデル上でアンチスライドである図1.6の例は，現実的にはアンチスライドで
あるとは言いがたい．こうした現実に近い問題を扱おうとすると，多角形の重心
を考える必要がある．本稿では多角形は一様な材料でできており，かつ厚みは一
定であると考える．そうした多角形の重心は，通常の物理的な意味での重心とし
て定義し，詳細は省略する．しかし例えばアルファベットの𝐶のような多角形な
ど，重心がその多角形の外部にある場合があることに注意する．そこでここでは
次のバランス点を導入する（図3.4）：向き ®𝑑に対する多角形 𝑃のバランス点とは，
向き ®𝑑と平行で 𝑃の重心を通過する線分 ℓと 𝑃の下側エンベロープの交点 𝑝の中
で，𝑦𝑑 (𝑝)が最も小さい点をいう．多角形 𝑃が厚みが一定の一様な材料でできてい
ると考えると，以下の観察が得られる．

図 3.4: 重心とバランス点

観察 3.4 𝑃が凸多角形のときは，バランス点は一意的に重心に決まる．任意
の多角形 𝑃と向き ®𝑑について，バランス点は必ず存在し，一意的に決まる．

次に強アンチスライド性を定義する．
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定義 3.5 多角形 𝑃が向き ®𝑑について強アンチスライドであるとは，𝑃の下側
エンベロープ上に 2点 𝑝𝑟と 𝑝𝑙が存在し，以下が成立するときであるとする．

1. 𝑃のバランス点 𝑝に対して 𝑥𝑑 (𝑝𝑙) ≤ 𝑥𝑑 (𝑝)かつ 𝑥𝑑 (𝑝) ≤ 𝑥𝑑 (𝑝𝑟)である．

2. 多角形𝑄,𝑄′が存在し，𝑝𝑟は𝑄の上側エンベロープ上の点 𝑞に，𝑝𝑙は
𝑄′の上側エンベロープ上の点 𝑞′によって支えられている．

ここで 𝑝𝑟と 𝑝𝑙は 𝑝𝑟 = 𝑝𝑙でもよいことと，𝑄 = 𝑄′でもよいことに注意する．
直観的には，𝑃の重心が下から支えられていることを意味している．

強い意味で支えられている例と，支えられていない例を図3.5に示す．ここで特
に図3.5(d)の場合が認められないことに注意する．実際には 𝑃に上下方向の厚み
があれば，𝑃は𝑄′によって支えられるため，下にスライドするとは考えにくい．
実際のパズルでもこうした状況はアンチスライドであると考えられている．
以下，固定した座標系におけるポリオミノの直交配置を主な研究対象とする．そ

こで，定義3.2と定義3.5の中間として次を定義する．

定義 3.6 ポリオミノがアンチスライドであるとは，ポリオミノの辺に平行
な 4つの方向のそれぞれについて，弱アンチスライドであることをいう．

この定義によって特に図3.5(d)のように下と横から支えられている場合も扱える
ことに注意する．これは天野らの研究 [1]における 3次元版のアンチスライドパズ
ルでは正しく扱われており，また実際の 2次元版のアンチスライドパズルでもよ
く見られる配置である．

(a) (b) (c) (d) (e)

弱アンチスライド × ○ ○ ○ ○
強アンチスライド × × × × ○

ポリオミノのアンチスライド × 未定義 × ○ ○

図 3.5: ®𝑑を下向きとしたときのピース 𝑃のアンチスライド性
(黒点で重心を表わす)
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3.3 「インターロック性」の定義
まず，個々のポリオミノがアンチスライドであるとしても，全体としてインター

ロックしていない場合があることを指摘しておこう．図3.6(a)は，4つのポリオミ
ノはそれぞれが単体ではアンチスライドであるが，2ピースずつ組むと上下にスラ
イドして分けることができる．一方で図3.6(b)の 5つのポリオミノはアンチスライ
ドである1.
こうした場合を正しく把握するため，ポリオミノの配置に対するインターロッ

クを定義する．まず，ある配置において 2つのポリオミノが単位辺を 1つ以上共有
するとき，辺を共有するポリオミノ同士をつないだ 1つのポリオミノで置き換え
ることを，ポリオミノの融合と呼ぼう．例えば，図3.7(a)には {𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑥}の 4ピー
スがあるが，これを {𝑢, 𝑥}と {𝑣, 𝑤}の 2ピースずつに分割し，それぞれを 1ピース
とみなす（図3.7(b)）．すなわち，図3.7(a)の 4ピースを 2ピースに置き換える操作
のことをピースの融合と呼ぶ．
これを使って，本稿におけるインターロック性を定義する．

定義 3.7 ポリオミノの集合 Pの直交配置Aが与えられたとする．

1. Pの任意の部分集合P′によって導出される部分配置A′を考える．A′

に含まれるポリオミノを可能な限り繰り返し融合する．これをP′の融
合と呼ぶことにする．ここで Pの任意の部分集合 P′を融合したとき
に，これが 1つのポリオミノ 𝑃′になったとする．このときA′がアン
チスライドであるとは，P′を 𝑃′で置き換えた配置において，このポ
リオミノ 𝑃′がアンチスライドであるときをいう．

2. ポリオミノの集合Pに対する配置Aがインターロックであるとは，P
の非空の任意の真部分集合 P′ ⊊ Pに対して，P′がアンチスライドで
あることをいう．

実際に，図3.6(b)には配置Aを分離する部分集合P′が存在しないことが確認で
きる．

1山本浩氏がデザインした Lock Device[26]は，図3.6(a)のような J型 5ピースからなるパズルで
ある．つまり図3.6(b)の正方形ピースを使わなくても，様々なサイズの J型ポリオミノだけを 5種
類使えばインターロックできる. 本稿では，作者に敬意を払ってパズルのピースの具体的なサイズ
は記載しない.
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図 3.6: (a): インターロックしていない例, (b): インターロックしている例

図 3.7: (a): ピース配置A，(b): ピースを融合して得られる配置A′

「スライド操作」とは 2次元平面内における操作である．また，アンチスライ
ド・インターロック状態とはスライド操作だけでは解除できない状態である．し
たがって，解除の逆操作である構成についても，2次元空間内だけでアンチスライ
ド・インターロック状態をつくることはできない．図3.8に図3.6(b)の構成手順の
例を示す．手順 1から 3までは 2次元空間内のスライド操作のみで構成できるが，
手順 4をするためには 2次元空間を出て 3次元空間的な操作が必要である．

図 3.8: インターロック状態の構成手順の例

24



定義3.7にしたがうと，指数関数的に存在する任意の部分集合A′に対してアン
チスライドであるかどうかを試す必要があるように見えるが，実はそうではない．
次章では，与えられたポリオミノの配置がインターロックしているかどうかを多
項式時間で判定するアルゴリズムを示す．
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第4章 アンチスライド性判定問題の
多項式時間アルゴリズム

4.1 ピース配置の有向グラフ表現と多項式時間判定アル
ゴリズム

本章では，ポリオミノの配置が与えられたとき，それがアンチスライドであるか
どうかを多項式時間で判定できることを示す．ここでは，フレームは考えず，与
えられたポリオミノの集合がインターロックしているかどうかを判定する問題を
考える．本章の最後に，アンチスライド性判定問題に対してもこの手法を同様に
適用できることを確認する．
ポリオミノの集合Pの直交配置Aが与えられたとする．ポリオミノの辺に平行

な 4つの方向を {𝑁, 𝐸, 𝑆,𝑊}とする．本稿では地図の表記と同様，下を 𝑆とし，他
の方向も同様に定義する．

定義 4.1 集合 Pの直交配置Aと方向 𝑑 ∈ {𝑁, 𝐸, 𝑆,𝑊}に対して，有向グラ
フ表現 𝐷𝑑 (A) = (P, 𝐴𝑑)を次のように定義する：𝑃,𝑄 ∈ Pに対して，有向
辺 (𝑃,𝑄) ∈ 𝐴𝑑である必要十分条件は，向き ®𝑑に対して 𝑃が𝑄に支えられて
いることである．

図4.1と図4.2の (b),(c)に，それぞれ (a)に示す配置を表現する有向グラフ𝐷𝑆 (A),
𝐷𝐸 (A)を示す．図4.1では 𝑢と 𝑥を融合すると 𝑣, 𝑤に対して乗っかっている構造に
なっていることがグラフに現れているが，図4.2のグラフではそうした頂点集合は
存在しない．
図4.1(b)に示す𝐷𝑆 (A)の強連結成分（定義2.3）は {𝑢, 𝑥}と {𝑣, 𝑤}の 2つである．

図3.6(a)でみたように，図4.1(a)に示すピース配置Aは方向 𝑆に対して，ちょうど
この強連結成分 {𝑢, 𝑥}と {𝑣, 𝑤}の 2つに分解される．頂点分割 {𝑢, 𝑥}と {𝑣, 𝑤}をそ
れぞれ 1頂点に置き換えることによって得られる凝縮グラフ 𝐷𝑆 (A)∗は，確かに
命題2.4でみたように強連結ではない．一方で図4.2の (b),(c)の 𝐷𝑆 (A)，𝐷𝐸 (A)は
それぞれ強連結であり，図4.2(a)の配置Aは図4.1(a)の配置Aのように分解され
ない．このことが一般に成り立つことを示す．
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図 4.1: インターロックしていない例．(a): 配置A, (b): 𝐷𝑆 (A), (c): 𝐷𝐸 (A)

図 4.2: インターロックしている例．(a): 配置A, (b): 𝐷𝑆 (A), (c): 𝐷𝐸 (A)

補題 4.2 ポリオミノの集合 P の直交配置 A が与えられたとする．こ
のとき配置 A がインターロックする必要十分条件は，4 つのグラフ
𝐷𝑁 (A), 𝐷𝐸 (A), 𝐷𝑆 (A), 𝐷𝑊 (A)がどれも強連結であることである．

証明 一般性を失うことなく，方向 𝑑 = 𝑆のときのグラフ 𝐷𝑆 (A)を考える．ここ
で 𝐷𝑆 (A)は連結であると仮定してよい．
まずAがインターロックするとき，𝐷𝑆 (A)が強連結であることを示す．𝐷𝑆 (A)
が強連結でないと仮定して矛盾を示す．𝐷𝑆 (A)が強連結でないとすると，PをP1

とP2に分割して，任意の 𝑃1 ∈ P1と 𝑃2 ∈ P2に対して，𝑃1から 𝑃2にはたどり着け
るが，𝑃2から 𝑃1にはたどり着けないようにできる．こうしたP1に対して，P1の
要素を融合する．すると，このポリオミノ（2つ以上である場合はどれでも良い）
はP2に対して方向Nにスライドすることができる．これはインターロックしてい
るという仮定に反する．したがって 𝐷𝑆 (A)は強連結である．
つぎに𝐷𝑆 (A)が強連結であったときに，Aがインターロックしていることを示

す．支えることの推移性を考えれば，𝑃1から 𝑃2への有向路があるときは，𝑃1はい
くつかのポリオミノを挟んで 𝑃2を支えている．逆に 𝑃2から 𝑃1への有向路がある
ときには 𝑃2はいくつかのポリオミノを挟んで 𝑃1を支えている．したがって，互
いに有向路があるときは，互いに支え合っており，𝑃1を 𝑃2から 𝑆方向にも 𝑁 方
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向にも遠ざけることはできない．𝐷𝑆 (A)が強連結であったときは，どの 2つのポ
リオミノも同様の関係にあるため，インターロックしている．
よって，配置Aがインターロックする必要十分条件は，4つのグラフ𝐷𝑁 (A), 𝐷𝐸 (A),

𝐷𝑆 (A), 𝐷𝑊 (A)が強連結であることである． □

なお，一連の定義は，向きに対して対称となっている．このため，𝐷𝑁 (A)の有
向辺をすべて反転させれば 𝐷𝑆 (A)が得られる．𝐷𝐸 (A)と 𝐷𝑊 (A)も同様である．
よって以下の系が得られる．

系 4.3 ポリオミノの集合Pの直交配置Aが与えられたとする．このとき配
置Aがインターロックするかどうかは，2つのグラフ 𝐷𝐸 (A), 𝐷𝑆 (A)がど
ちらも強連結であるかどうかを調べれば十分である．

系4.3において 2つのグラフ 𝐷𝐸 (A), 𝐷𝑆 (A)のみを調べれば十分である，という
のは定義3.6でみたとおり，本稿で扱う「ポリオミノの直交配置に関してのみ」と
いう限定的な場合であることに注意が必要である．

定理 4.4 ポリオミノの集合 P の直交配置Aが与えられたとする．P の頂
点数の総和を 𝑛としたとき，配置Aがインターロックしているかどうかは，
𝑂 (𝑛3 log 𝑛)時間で判定できる．

証明 与えられたポリオミノ集合 Pの配置Aに対して，2つの方向 {𝐸, 𝑆}のそれ
ぞれについてグラフを構成する．ここでは例として 𝐷𝑆 (A)を考える．
入力 𝑛はPの頂点数の総和である．ここでポリオミノの頂点数とは，例えば，ポ
リオミノ 𝑃が I型ペントミノであるとき頂点数は 4で，Y型ペントミノであるとき
頂点数は 6である（図2.1）．
与えられたポリオミノ集合P = {𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑘 }のそれぞれが頂点数 {𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑘 }

であったとする．つまり∑𝑘
𝑖=1 𝑛𝑖 = 𝑛とする．

𝑃𝑖を 𝑃 𝑗 が方向 𝑆に対して支えているかどうかは定理2.8より
𝑂 ((𝑛𝑖 + 𝑛 𝑗 ) log (𝑛𝑖 + 𝑛 𝑗 ))時間で判定できる．
具体的には，𝑃𝑖 の各辺 𝑒と 𝑃 𝑗 の各辺 𝑒′のペアに対して，𝑒と 𝑒′が正の長さの共
通部分を持つかどうかということと，どちらが下にあるかを判定すればよい．
上記を Pすべてのペアに対して調べて𝑂 (𝑛2)時間かかり，定理2.8より，2つの

多角形の共通部分を求めるために𝑂 (𝑛 log 𝑛)時間かかるのでグラフ 𝐷𝑆 (A)を構成
するための全体の計算量は𝑂 (𝑛3 log 𝑛)時間となる．
𝑃𝑖が 𝑃 𝑗 に対して弱アンチスライドであった場合，定義4.1にしたがって，グラ

フ 𝐷𝑆 (A)における頂点 𝑣𝑃𝑖 から頂点 𝑣𝑃 𝑗 へ有向辺 (𝑣𝑃𝑖 , 𝑣𝑃 𝑗 )を張る．このようにし
て有向グラフ 𝐷𝑆 (A)を構成する．
ポリオミノ集合Pの頂点数の総和が𝑛なので，𝐷𝑆 (A)の頂点集合Pは∑𝑘

𝑖=1 𝑛𝑖 = 𝑛

より，|P | = 𝑂 (𝑛)を満たす．配置Aは平面的であるので，出来上がるグラフ𝐷𝑆 (A)
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も平面的となり，命題2.5より辺の総数 |𝐸 |は，|𝐸 | ≤ 3( |P| −2)で抑えられる．した
がって，|𝐸 | = 𝑂 ( |P|)かつ |P | = 𝑂 (𝑛)なので |𝐸 | = 𝑂 (𝑛)である．よって，𝐷𝑆 (A)
の強連結性は線形時間（𝑂 ( |P| + |𝐸 |)時間）で判定できる [33]．
したがって，配置Aがインターロックしているかどうかは，𝑂 (𝑛3 log 𝑛)時間で

判定できる． □

観察 4.5 図4.1，図4.2に示すインターロックパズルの有向グラフ表現は，図
4.3に示すアンチスライドパズルのインスタンスに対しても同様にして適応
できる．図4.3(a)にはピース集合Pとフレーム 𝐹があるので，アンチスライ
ドパズルの定義（問題2.26）よりアンチスライドパズルのインスタンスであ
る．そのフレーム 𝐹を 1つの頂点として有向グラフを作れば，インターロッ
ク性判定問題の議論に還元できる．

図 4.3: 図1.3(b)の有向グラフ表現．(a): 配置A, (b): 𝐷𝑆 (A)
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第5章 アンチスライドパズルの困
難性

定理 5.1 P と 𝐹 をアンチスライドパズルのインスタンスとする．ここで，
Pを大きさ 1× 𝑘の長方形 3𝑚個からなる集合（ただし 𝑘は正整数）とし，𝐹

を 1個の穴を持つポリオミノとする．このとき P, 𝐹に対してアンチスライ
ド配置を求める問題は，直交配置に限定してもNP完全である．

証明 まず，Pと 𝐹はどれもポリオミノであるので，定理4.4と観察4.5より，与えら
れた配置がアンチスライドであるかどうかは多項式時間で判定できる．したがっ
てアンチスライドパズルは計算量クラスNPに入る．よってNP困難性を示せばよ
い．3-Partition問題（問題2.24）からの多項式時間還元を示す．

3-Partition問題の入力の �̂� = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎3𝑚}のそれぞれの 𝑎𝑖に対して，図5.1(b)
に示すサイズ1×𝑘′𝑎𝑖の長方形ピース𝑃𝑖を用意する．（ただし，𝑘′は4(3𝑚+1)/𝐵 < 𝑘′

を満たす正整数とする．）またフレーム 𝐹は，図5.1(a)に示すとおり内部に𝑚 × 𝑘′𝐵

の穴と，2𝑚 × 𝑘′𝐵/2の穴がつながって 1つの穴になったポリオミノとする．
まず，𝐹に Pの要素をすべて詰めるパッキング問題は簡単に解けることを確認

する．フレーム 𝐹の穴の面積の合計は少なくとも 3𝑚 × 𝑘′𝐵/2であり，Pの要素で
ある 3𝑚個のピース 𝑃𝑖 はそれぞれ高々 1 × 𝑘′𝐵/2である．したがって，それぞれ
の 𝑖に対してピース 𝑃𝑖をフレーム 𝐹の高さ 𝑖 + 1の場所にパッキングすることがで
きる．
次に元の 3-Partition問題のインスタンス �̂�, 𝐵が解を持つことの必要十分条件が，

この問題のインスタンスP, 𝐹に対して，Pが 𝐹の中でアンチスライドにできるこ
とであることを示す．

�̂�, 𝐵が解を持つとき，𝑚個の3つ組 𝐴𝑙 = {𝑎𝑖, 𝑎 𝑗 , 𝑎𝑘 }で，どの3つ組も𝑎𝑖+𝑎 𝑗+𝑎𝑘 = 𝐵

を満たす �̂�の分割が存在する．この 3つ組に対応するピース {𝑃𝑖, 𝑃 𝑗 , 𝑃𝑘 } ∈ Pを図
5.1(a)の 𝐹のサイズ𝑚 × 𝑘′𝐵の場所に詰めると，穴の中で 3つのピースがアンチス
ライドになる．逆に，Pが 𝐹の中でアンチスライドになったとき，𝑎𝑖は正整数で
あるという条件より，1 ≤ 1

4𝐵 < 𝑎𝑖 <
1
2𝐵である．よって，任意の 2つ組 𝑃𝑖, 𝑃 𝑗 に

対して 𝑃𝑖 + 𝑃 𝑗 > 𝑘′𝐵/2なので，𝐹の 2𝑚 × 𝑘′𝐵/2の場所にピースを 2つ詰めること
はできない．よって，2𝑚 × 𝑘′𝐵/2の場所に詰めることができるピースの数はちょ
うど 1つであるが，𝑎𝑖 <

1
2𝐵より，それに対応するピース 𝑃𝑖は 2𝑚 × 𝑘′𝐵/2の場所
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でアンチスライドにはなりえない．よって「Pが 𝐹の中でアンチスライドである」
という仮定を満たすためには，Pのすべてのピース 𝑃𝑖を𝑚 × 𝑘′𝐵の穴の中に詰め
なければならない．
このとき，𝑎𝑖 + 𝑎 𝑗 < 2 × 1

2𝐵 = 𝐵, 𝑎𝑖 + 𝑎 𝑗 + 𝑎𝑘 + 𝑎𝑙 > 4 × 1
4𝐵 = 𝐵より，𝑚 × 𝑘′𝐵

の場所に詰めるピースの数が 2つのときアンチスライドにはなりえず，4つのと
きは入らない．したがって，アンチスライド配置を作るためには，𝑚 × 𝑘′𝐵の場
所にはそれぞれちょうど 3つのピースを詰めなければならない．これらのピース
は，1

4 𝑘
′𝐵 < 𝑘′𝑎𝑖 < 1

2 𝑘
′𝐵を満たすので，ピースの 3つ組 {𝑃𝑖, 𝑃 𝑗 , 𝑃𝑘 } ∈ P から，

𝑎𝑖 + 𝑎 𝑗 + 𝑎𝑘 = 𝐵を満たす正整数の 3つ組 𝐴𝑙 = {𝑎𝑖, 𝑎 𝑗 , 𝑎𝑘 }が得られる．
したがって 3-Partition問題のインスタンス �̂�, 𝐵が解を持つことの必要十分条件
は，アンチスライドパズルのインスタンス P, 𝐹 に対して，P が 𝐹 の中でアンチ
スライドにできることである．よってアンチスライドパズルは NP完全問題であ
る． □

図 5.1: (a)フレーム 𝐹, (b)穴に詰めるピース 𝑃𝑖のサイズ
（ただし，𝑘′は 4(3𝑚 + 1)/𝐵 < 𝑘′を満たす正整数とする．）
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図 5.2: 図5.1(a)の 𝐹を変形する．
(a)穴を 0個にすることによってインターロックパズルのインスタンスにしたもの,
(b) 𝑥単調なポリオミノ 9つでインターロックにしたもの

定理5.1のPの要素は，すべて凸なポリオミノである．しかし，フレーム 𝐹は単
純多角形ではないので，インターロックパズルの定義（問題2.28）より，これをイ
ンターロックパズルのインスタンスとみなすことはできない．したがって，定理
5.1のフレーム 𝐹を単純多角形に変形することによって，インターロックパズルの
困難性を証明する．

定理 5.2 Pをインターロックパズルのインスタンスとする．このときイン
ターロック配置を見つける問題は，Pが以下のいずれかの条件を満たしてい
るとき，直交配置に限定してもNP完全である．

1. Pのポリオミノ 1ピースを除いて他はすべて長方形ポリオミノである
とき．

2. Pのすべての要素が 𝑥単調なポリオミノであるとき．

証明 (1)フレーム 𝐹′の外周の一部を単位長だけ欠けさせることにより，穴を 0個
にできる．これを 𝐹′と呼ぶことにする．この操作によって 𝐹を単純多角形に変形
できるので，これとピース集合 Pとを合わせて，インターロックパズルのインス
タンスとみなすことができ，定理5.1の議論がそのまま成立する．

(2) 定理5.1の 𝐹 を図5.2(b)に示す 𝑥単調な 9ピースに分割すればよい．これを
𝐹′′と呼ぶことにする．ここでフレーム 𝐹′′の左上と右上の部分を Pの要素に比べ
て十分小さな単位にすれば，インターロックにする方法は一意的に定まり，定理
5.1の議論がそのまま成立する． □
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第6章 インターロック可能な多角形
の境界条件の解明

これまでの章では多角形をポリオミノに，配置を直交配置に限定した議論であっ
たが，本章では一般多角形の一般配置について言及する．
本章ではインターロック配置を構成不可能な多角形の境界条件を解明する．具

体的には，すべてのピースが凸であるとき，いかなる配置に対してもインターロッ
クしないことを示す．これは一見自明に思えるが，多角形の配置に関して細かい
条件分岐がたくさん発生し，証明を短くまとめることは難しい．そこで，本稿で
は，Edelsbrunnerらの「growingテクニック [34]」を応用してエレガントな証明を
与える．

まずこれまでに以下のことを指摘した．

観察 6.1 図3.6(b)に示すとおり，すべての多角形が「𝑥単調なポリオミノ」
であるときには直交配置に対してインターロックする配置が存在することが
ある．

この図3.6(b)は山本浩氏のパズル作品「Lock Device」[26]が「5ピースがすべて
𝑥単調な J型ポリオミノであり，インターロックできるという事実」にヒントを得
たものである．
また，以下の命題が成り立つことは，計算幾何学における限界長方形 [36]の議

論を使って容易に確かめられる．

命題 6.2 [18, Theorem 4(1)] 多角形を凸なポリオミノ（つまり，長方形ポリオ
ミノ）に限定すると，いかなる直交配置に対してもインターロックできない．

本稿では「ポリオミノの直交配置」を主な研究対象としてきたので，観察6.1と
命題6.2によってインターロック可能な多角形の境界条件は解明できた．しかし，
本章ではより強い結果として，命題6.2を「凸多角形の一般配置」に拡張する．
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定理 6.3 任意の自然数 𝑘 に対して 𝑘 個の凸多角形集合 P = {𝑃1, . . . , 𝑃𝑘 }を
考える．このとき Pはいかなる配置に対してもインターロックしない．

証明 𝑘 = 1, 2の場合はインターロックしないことは容易に確かめられる．𝑘 > 2を
Pのある配置Aがインターロックする最小の整数と仮定する．
この最小配置Aを [34]と同様の方法で，多角形を膨らませてPをすべて含むよ

うに三角形 𝑇 で周りを囲む．この膨らませる操作によって多角形のいくつかの幾
何学的情報（特に凸性）を崩さないようにする．膨らませ方のルールは [34, Fig. 5]
にしたがう．図6.1に例を示す．まず初めに与えられた配置Aをすべて含む三角形
𝑇を描く（図6.1(A)）．次に多角形を膨らませた配置A′を構成する（図6.1(B)）．次
にA′について，Pの 2つの多角形が正の長さだけ辺を共有するときに限り，その
多角形同士を辺でつなぐ，というルールにしたがってコンタクトグラフ𝐺𝐶 (P, 𝐸)
を定義する（図6.1(C)）．（図6.1(B)に示す 𝑏のように「角」にある多角形はスライ
ドすることができないということ，𝑐, 𝑑のように「角」にある多角形はユニークに
は決まらないということに注意する．）
コンタクトグラフ𝐺𝐶 (P, 𝐸)は平面的であり，配置Aから自然な方法によって

得られることが知られている [34, Lemma 1]．
図6.1(B)に示す多角形𝑎の配置は𝐺𝐶 (P, 𝐸)において切断点となる．もし𝐺𝐶 (P, 𝐸)

が切断点を持つとき，その頂点に対応する多角形はAを2つに分離する．よって，A
はインターロックできないことになり 𝑘の最小性に反する．したがって，𝐺𝐶 (P, 𝐸)
は切断点を持たない．このとき，𝑇 に沿って時計回りに Pの多角形の列を得るこ
とができる．𝐶 = (𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛′−1, 𝑃𝑛′ = 𝑃1)を𝑇 を巡回することによって得られ
るサイクルとする（図6.2）．
方向 ®𝑙𝑖 を 𝐶 上の多角形 𝑃𝑖 と 𝑃𝑖+1が（辺を共有する場合）共有する辺に沿って

内側から外側への向きと定義する．𝐺𝐶 (P, 𝐸)は切断点を持たないので方向 ®𝑙𝑖はユ
ニークに決まる．このとき，®𝑙𝑖から ®𝑙𝑖+1への回転角が非負のときに限り 𝑃𝑖+1は𝑇の
外側へスライドできることを容易に確かめられる．

®𝑙1, ®𝑙2, . . . , ®𝑙′𝑛の回転角の合計は 360°なので，ある 𝑖が存在して ®𝑙𝑖, ®𝑙𝑖+1の間の回転
角は正であり，このとき 𝑃𝑖は ®𝑙𝑖と ®𝑙𝑖+1の間の任意の方向にスライドできて，𝑇 の
外側へスライドできる．これはAがインターロックする最小配置であるという仮
定に反する．したがって，凸多角形集合はインターロックできない． □

34



図 6.1: 配置Aに対するコンタクトグラフの構成手順

図 6.2: 𝑇 に沿ったサイクル
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第7章 今後の課題

アンチスライドパズルの研究は始まったばかりなので，多くの課題が残されて
いる．思いつく限りの課題を列挙する．本稿のほとんどの箇所では「ポリオミノ
の直交配置」というとても限定的な場合を扱った．よって次にやるべきの課題は
自然に考えると，「ポリオミノの一般配置」や「一般多角形の一般配置」という条件
に対してアンチスライド性に関する問題を解くことである．しかし，次にあげる
とおり，「ポリオミノの直交配置」に限っても解決すべき問題がまだ残されている．

7.1 ポリオミノの直交配置
補題4.2では，ポリオミノの直交配置Aに対して，{𝑁, 𝐸, 𝑆,𝑊}の 4方向に対し

て弱アンチスライド性をみたすならば，Aがインターロックであるということを
証明した．この結果を以下のように拡張できるのかどうかは，証明も反例も与え
られなかったので今後の課題とする．

予想 7.1ポリオミノの直交配置Aが与えられたとき，Aが 4方向に対して
アンチスライドであるならば，全方向に対してもアンチスライドである．

観察6.1では，ポリオミノの直交配置に対して，すべての多角形が「𝑥単調なポ
リオミノ」であるとき，インターロックできることを実例をあげて指摘した．こ
れに対して命題6.2と定理6.3では，すべての多角形が「凸」であるとき，インター
ロックできないことを証明した．この結果により，インターロックできるための
多角形の境界条件を解明できたが，多角形がインターロックできないための境界
条件をさらに探求することも今後の課題とする．具体的には以下の予想に対して
証明または反例を与えることを今後の課題とする．

予想 7.2ポリオミノの直交配置に対して，すべての多角形が「𝑥単調かつ 𝑦

単調なポリオミノ」であるとき，インターロックできない．

例えば，図2.1において「ポリオミノの直交配置に対して，𝑥単調かつ 𝑦単調な
ポリオミノ」に該当しないのはU型ペントミノだけである．図3.6(b)に，インター
ロックする例として示した J型ポリオミノも該当しない．
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ポリオミノの直交配置に関して，以下に示す問題を提案する．

問題 7.3 2次元版ジェンガ
入力：ピース集合 Pとそのアンチスライド配置A
質問： Aの中で P′ ⊆ Pを取り除いた配置A\P′が依然としてアンチスラ
イド性を保つピースの部分集合 P′は存在するか？

問題 7.4 問題7.3の最大値
入力：ピース集合 Pとそのアンチスライド配置A
質問： Aの中で P′ ⊆ Pを取り除いた配置A\P′が依然としてアンチスラ
イド性を保つピースの部分集合P′は存在するか？ さらにその最大値はいく
つか？

問題7.3では，多角形のアンチスライド配置が与えられたとき，「アンチスライド
性を保つように」特定のピースを取り除く．この盤面の遷移中の操作「アンチス
ライド性を保つように」というのは，いわば遷移中に多角形の組を崩してはいけ
ないという 3次元ゲーム「ジェンガ」を 2次元版にしたものとみなせる．しかし，
ジェンガは 3次元空間内で重力の働くただ 1方向にのみアンチスライド性を確か
めるものであるのに対して，問題7.3や本稿で扱ってきた問題は，2次元空間内で
4方向のアンチスライド性を確かめる問題である．
この問題は，入力として既にパッキングされたアンチスライド配置Aが与えら

れて「狙ったピースを取り除くことができるかどうか」といったものなので，「狙っ
た隙間をつくる」という意味では，内外相似パズルの困難性の証明 [15]が近い．し
かしこれでは順番が逆転して本問には適さないので注意が必要である．「アンチス
ライドパッキングである」という条件が効いているのでこの問題の困難性の証明
には一工夫が必要である．
問題7.4が通常の，ピース数最小のアンチスライド配置探索問題（[1],[2]）と異

なる点は，入力がピース集合Pだけではなく，その配置Aまで与えられていると
いう点である．さらに，最初に与えられたアンチスライド配置Aに依存して取り
除けるピースが決まる，ということにも注意が必要である．
例えば図7.1に示すアンチスライドパッキング配置に対して「アンチスライド性

を保ったまま取り除くことができるピースはどれか？」という出題（問題7.3）がな
されたとき，答えの一例としては青いN型ペントミノである．これに加えて，例
えば赤い P型，Y型ペントミノも取り除くことができる．問題7.4は，このような
ピースの部分集合P′ ⊆ Pの最大値を求める問題である．この問題は本研究の成果
の 1つである，アンチスライド性に対する有向グラフの強連結性の特徴づけ（補
題4.2）を応用すると見通しがよくなる．
アンチスライドパズルで問われるアンチスライド配置は，図7.1に示す密な配置

ではなく，図1.3(b)に示す疎な配置であることが多い．このことを踏まえて，上に
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示した問題とは少し異なる，次のような問題も考えられる．与えられたアンチス
ライド配置 𝐴から，あるピース 𝑃𝑖を取り除いた配置 𝐴′について，𝐴′も依然とし
てアンチスライド配置であったとする．さらに，ピース 𝑃𝑖を配置 𝐴′の空いている
場所に詰めた配置 𝐴”もアンチスライドスライド配置であったとする．この操作を
続けて得られるアンチスライド配置に関して何らかの研究を行うことも今後の課
題とする．この，ある規則に従って盤面が遷移する問題に対して，「組合せ遷移問
題」という名前をつけて研究を行っている研究グループも存在する [32]．

図 7.1: 2次元版ジェンガ
与えられたパッキング配置から，「アンチスライド性を保つように」特定のピース
を取り除く問題

7.2 ポリオミノの一般配置
本稿では大部分が直交配置を扱ったので，定義3.1の条件 1から 2.(a)–(b)まで満

たしていれば十分であった．しかし，ポリオミノの一般配置を考えるとなると，図
7.2(b)のピース配置も扱わなくてはならない．そのためには定義3.1に以下の条件
を加える必要がある．

観察 7.5 𝑦𝑑 (𝑞𝜖 ′−) ≤ 𝑦𝑑 (𝑝) かつ 𝑦𝑑 (𝑞𝜖 ′+) ≤ 𝑦𝑑 (𝑝) が成立する．等号成立は
𝜕𝑃 ∩ 𝜕𝑄が直線で交わり，かつその直線が 𝑥軸に平行なとき，すなわち直交
の場合．

図7.2(b)は，図7.2(a)の配置を，座標軸を固定したまま時計回りに少し回転させ
た配置である．図7.2(b)は定義3.1の条件 1から 2.(a)–(b)までは満たしているが，静
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止摩擦係数が 0の世界では右下に滑り落ちてしまうのでアンチスライドではない．
よって，静止摩擦係数が 0の世界において，直交配置でない場合を正しく判定す
るためには，観察7.5にあるように 𝑦座標値に関する不等式評価も必要になる．な
お，図7.2(b)は静止摩擦係数が 1の世界においてはアンチスライドであるので，定
義3.1の条件 1から 2.(a)–(b)まで満たしていれば十分である．

図 7.2: 座標軸に依存するアンチスライド性

しかし観察7.5の判定条件を加えても解決できない問題がある．その 1つが図
7.3に示す「Rotationモデル」である．図7.3(a)は回転でき，図7.3(b)は回転できな
い．すなわち，図7.3(a)はアンチスライドではなくて，図7.3(b)はアンチスライド
である．このように「回転」に対して正しくアンチスライド性を判定できるモデ
ルを考えたい．ポリオミノの直交配置においては離散的にアンチスライド性を考
えればよかったが，この問題は連続的な動きに対してアンチスライド性判定をし
なければならないことに注意が必要である．

図 7.3: Rotationモデル

アンチスライド状態とは，フレームを傾けた時に「どのピースも動かない」状
態のことであった（観察3.3）．すなわち，本稿で提案したアンチスライド性判定の
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モデルにおいて，アンチスライド状態の否定は「あるピースが動く」という条件
である．
ところで，パズル業界でCoordinate Motionと呼ばれる，組木の解体・構成テク

ニックがある．これは「すべてのピースを同時に動かすことによって，ピース集
合を分解する・組むことができる」というものである．すなわち，あるピースが単
体で動くことは起こらない．本稿ではすべてのピースが同時に動く場合，すなわ
ちピースの全体集合になって初めてアンチスライドでなくなる場合は，そのピー
ス配置はアンチスライドである，と判定していたので，Coordinate Motionもアン
チスライドとなってしまう．ところが現実的には，Coordinate Motionテクニック
を使って解体できるピース配置は（本来的には）アンチスライドとは呼べないの
で，本稿で提案したアンチスライドモデルとは別のモデルを提案する必要がある．

Coordinate Motionには，内側に萎んでいくタイプと外側に広がっていく 2パター
ンがある．このうち，図7.4(a)に示す「内側に萎んでいくタイプ」は，本稿のモデ
ルのままでは誤ってアンチスライドであると判定され，図7.5(b)に示す「外側に広
がっていく」タイプは誤ってインターロックであると判定されてしまう．

図7.4(a)の 4ピースすべてが同時に時計回りに回転することによって図7.4(b)の
配置になる．すなわちこのモデルを考える前に Rotationモデルを定義する必要が
ある．

図 7.4: Coordinate Motionモデル（アンチスライド）

7.3 一般多角形の一般配置
1.1.1節で紹介したように，パズルの分類には組木というジャンルがある．いくつ

かの有名なパズルの分類を示したWebサイトでは組木の分類種別を「Interlocked」
としている．おそらくこれは（組木の多くは 3次元作品であることを考慮すると）
組木を 3次元空間的な意味でインターロックである」としているようであるが，本
稿の立場からすると上で論じたように「3次元空間内で構成できるのであれば，そ
のオブジェクトは 3次元的なインターロックとは呼べない．なお，組木作品の中
でCoordinate Motionと呼ばれるテクニックを使って解体する・構成する作品は本
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稿の立場からしてもインターロックであると判定されるので，ここには研究の余
地がある．
図7.5(a)は定義3.6でみたポリオミノのアンチスライド性を定義した議論と同じ

く，辺と平行な方向にスライドするので，例えば赤いピースが単独で動くため，本
稿のモデル上でも，方向を正しく見つければ「インターロックではない」と判定
できる．一方で図7.5(b)に示す配置は，図7.5(a)を少し変形したもので，3ピース
すべてを同時に動かすこと（Coordinate Motionテクニック）によって初めてピー
ス配置を分解できる．本稿においてインターロックの定義は「すべてのピースが
相対的に動かない」なので，インターロックの否定は「ある動くピースが存在す
る」となる．図7.5(b)に示す配置は「すべてのピースを相対的に同時に動かすと分
解できる」ので，本稿におけるインターロックの否定になっていないにもかかわ
らず，実際にはインターロックではない．本稿の文脈では「ある止まったピース
配置A」に対してインターロック性の判定を行っていたので，Coordinate Motion
モデルの連続的な動きに対しては必ずしも正しく判定ができないのであった．

図 7.5: Coordinate Motionモデル（インターロック）
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