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概 要

本研究では，大きな変形能を持つ赤血球粒子の解析を行うため，��� ��	
�� ��������

��������������法を弾性体モデルに対して適用する方法を考えた．また，その手法を用い
て赤血球弾性変形及び赤血球回りの流れを検証した．また，結果を坂東らによる解析結果
と比較する事により，本手法の正当性を検証した．
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第�章 はじめに

流体の運動は，質量の保存を表す連続の式，運動量保存を表すナビエ・ストークス方
程式等の偏微分方程式で表される．これらの偏微分方程式に対し，従来の有限要素法等の
解析手法では，支配方程式を格子を用いて離散化する事により計算を行ってきた．
一方，格子を用いない計算手法も存在する．代表的な手法が粒子法である．�����	
��

�������� ��������������法は，�&&'年に東京大学の越塚誠一らにより非圧縮性流体解析手
法として開発された粒子法の一つである (�)(�)(�)．���法では，空間を構成する流体を，
粒子の集まりのみで表現する．格子を用いないため，従来手法の特に三次元複雑形状にお
いて問題となっていた格子生成に要する手間が不要となった．また，この利点により従来
手法では格子が破綻して計算が行えなかった様な流体の界面が大変形を行う様な計算モデ
ルにおいても計算が可能となった．その一方，支配方程式を格子で離散化する代わりに，
新たな支配方程式の離散化手法を用いる必要がある．���法では，新たに導入する離散
化手法として，粒子間相互作用モデルを導入している．

��� 本研究の背景
流体解析手法をその解析の仕方により大別した場合，計算領域に対し格子を用いる手法

と格子を用いない手法とに分ける事が出来る．前者の手法としては有限要素法・有限体積
法等が知られており，後者の手法としては粒子法が知られている．どちらの手法でも連続
の式やナビエ・ストークス方程式等の支配方程式を離散化して計算を行う必要であるが，
格子を用いた手法では支配方程式を格子を用いて差分化する事により計算を行う．この手
法では，複雑な格子の生成に対する計算コストが増大するという欠点がある．一方，格子
を用いない粒子法では，格子を生成せず，支配方程式のそれぞれの項に対し離散化を行う
新たなモデルとして粒子間相互作用モデルを導入し離散化を行う．この手法では，格子生
成に対するコストが無いという利点があり，また格子を用いた場合に特有の界面が大変形
し，格子が破綻する形状にも対応が可能であるという利点を持つ．
本研究で用いた���法は粒子法の代表的な手法であり，様々な計算対象に対し検討が

行われてきた．先行研究では水柱の崩壊やジェットの潜り込み (�)といった自由液面問題
の解析や薄肉構造体と流体の大変形に関する解析といった流体と構造物の相互作用に関す
る解析等が行われている．

�



��� 本研究の目的
本研究では，���法が界面の大変形に適した解析手法であることを用い，赤血球周り

の流れの解析，特に赤血球弾性変形に関する解析及び解析のための計算手法の改良を行う
事を目的とした．また，それらの計算手法を他手法における赤血球弾性変形と比較する事
により，本手法の正当性の検証を行った．また，これらにより構成した微細血管内を流れ
る赤血球粒子の挙動を検証した．

�



第�章 ��������	
 �������

�������������法

��� 概要
���法は，構成する全ての要素を粒子の集まりとして取り扱う粒子法の一つである．流

体解析においては連続の式及びナビエ・ストークス方程式などの支配方程式の離散化が必
要となるが，���法では，これら支配方程式と同等の粒子間相互作用モデルを新たに与
え，支配方程式と置き換えて計算を行う．ここでは，支配方程式であるナビエ・ストーク
ス方程式における各項の離散化に用いた粒子間相互作用モデル及びその計算に用いる重
み関数・粒子数密度に関する解説を行う．

��� 支配方程式
まず，非圧縮性流体解析における質量保存則は �����式・ナビエ・ストークス方程式を

ラグランジュ的記述に従うと �����式のように表される．

��

��
* � �����

��� ����

��
* �

�

�
�� + ����+ 	 �����

ここで，�は流速，� は圧力，�は流体の密度，�は動粘性係数，	 は外力である．ま
た，ナビエ・ストークス方程式右辺第一項は圧力項，第二項は粘性項，第三項は外力項を
表す．���法は完全ラグランジュ手法であり，移流項の計算を粒子の移動により直接計
算することが可能である．

�



��� 粒子間相互作用モデル
���法では，先のナビエ・ストークス方程式におけるそれぞれの項の離散化手法とし

て，粒子間相互作用モデルを与える．粒子間相互作用モデルにおいては，支配方程式に
おける圧力項については勾配モデル・粘性項についてはラプラシアンモデルで置き換え
る．これにより，粒子間の相互作用を陽的に計算する．また，ある粒子間の相互作用につ
いて，作用する範囲を決定するパラメータとして重み関数を用い，密度一定の非圧縮条件
を満たすためのパラメータとして粒子数密度を用いる．以下で，これらのパラメータ及び
モデルについて詳細を解説する．

����� 重み関数

���法では，流体を構成するものが全て粒子で表される．このため，あるステップに
おける粒子間の計算を行う処理範囲を決定させるためのパラメータが必要となる．この
パラメータとして，���法では重み関数を導入している．重み関数は �����式のようにな
り，その取り得る値の範囲は図 ���の様になる．この図から分かる通り，特定の粒子間距
離以上では重み関数は �となるため，計算を行わない．これにより，計算量の増大を防ぎ，
計算を安定させる．
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ここで，�は �点の粒子間距離，��は相互作用の及ぶ半径となる．重み関数の模式的な関
係を図 ���に図示する．
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図 ���� 重み関数と粒子間の関係

����� 粒子数密度

本研究で用いた���法は非圧縮性流れの計算を行う計算手法である．非圧縮性流れに
おいては密度一定の条件で計算を行う必要があり，���法では密度一定の条件を保つた
めのパラメータとして �����式の様に粒子数密度を定義する．

�� *
�
� ���


���� � ���� �����

この式は，求める粒子 の近傍の粒子 �について，重み関数の和を取ったものであり，� �* 

は 自身の重み関数の値が無限大となるために入れた条件である．

一般的に，空間� において，質量�の粒子が�個入っていた場合，その密度 �は，�����
式のようになる．

� *
��

�
�����
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先ほど与えた粒子数密度の定義より，�を粒子数密度・� を重み関数の積分で近似する事
が出来るので，

�

�
�*

����

��

�����

と変形できる．これより，密度は，

� �
�����

��

���'�

と表せる．重み関数の幅 ��が一定であれば，分母の積分も一定となる．従って，この
式より，密度は粒子数密度に比例すると言える．非圧縮条件においては，密度一定の条件
が課されるので，粒子数密度も一定である必要がある．そこで，一定の粒子数密度を ��

として与える．

����� 勾配モデル

支配方程式の右辺第 �項である圧力項��
�
�� ���� を離散化するため，���法では勾配

モデルを新たに定義する．勾配モデルは以下の様にして求める．

	 ある粒子 とその近傍粒子 �の粒子間において，勾配ベクトルを ����������������

����������
と置く

	 勾配ベクトルを重み関数
を用いて平均化

	 平均化した勾配ベクトルの規格化のため， �
��
を掛ける

この計算により，勾配モデルは

��� � * �
�

���

�
��
� ���

�� � ��

���� � �����
���� � ����
 ����� � �����

�
	 �����

のようになる．ここで，�は計算を行う次元数である．二次元で計算を行う場合，��と
�� からつくる勾配ベクトルには，粒子間を結んだベクトルとの垂直方向の情報が欠落し
ており，勾配ベクトルの大きさは �

�
の大きさになってしまう．そこで，これを補正するた

め，式 �����に対し �を掛ける必要がある．従って，本研究では � * �と置く．勾配モデ
ルの概念図を図 ���に示す．
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����� 拡散モデル

支配方程式の右辺第 �項である粘性項の離散化については，ラプラシアンモデルを導入
する．
ラプラシアンは，物理的には拡散を表すので，非定常拡散のモデルとしては，ある粒子 

が持つ変数の一部を周囲の粒子へ重み関数に従い分配すると考える．よって以下の様にし
て求める．

	 ある粒子 と �における流速 ��，��と与える

	 重み関数を用いて平均化を行う

	 規格化のため �
��
を掛ける

	 変数分布の分散を解析解と一致させるための係数 �を掛ける

ここで �は，

� *

�
� 
 ��� �����
� 
 ��� ��

���&�

と与える．また，これにより，ラプラシアンモデルは

����� *
��

���

�
� ���

(��� � ���
 ����� � �����) ������

となる．ラプラシアンモデルの概念図を図 ���に示す．

����� 外力項

外力項 �	 については，次式で与えられる．

	 * 		 + 	
� ������

ここで，		は重力であり，	
�は表面張力である．

�



i

j

i

j

t

re

ui j

ui

図 ���� ラプラシアンモデルの概念図
&



����� 圧力ポアソン方程式

���法の非圧縮流れの計算アルゴリズムでは，各タイムステップを陽的な計算である
第 �段階と，陰的な計算である第 �段階に分けて考える．第 �段階では，勾配モデル・ラ
プラシアンモデルを用いて圧力項と粘性項を離散化し，中間流速・中間圧力・仮の粒子移
動位置を得た．第 �段階における陽的な計算は支配方程式の一部を計算したものであるた
め，物理法則を満たした計算になっていない．そのため，陽的な計算のみを繰り返すと，
流体の振る舞いが不安定になってしまう．そこで，第 �段階では，得られたパラメータを
用いて圧力のポアソン方程式を解き，流速の修正を行う．以下では，第 �段階における圧
力ポアソン方程式の導出について解説を行う．
ある時刻 �の時では，時刻 �における粒子の座標を ���，粒子の速度を ���，粒子の圧力

を��とする．陽的な計算では，ナビエ・ストークス方程式の圧力項を勾配モデル �����式
より，粘性項をラプラシアンモデル ������式より，計算した．また，外力項を ������式か
ら得た．しかし，陽的な計算では物理法則を厳密に満たした結果は得られない．そこで，
陰的な陰的な計算では，陽的な圧力ポアソン方程式を用いて次ステップの流速・圧力値を
計算する．
陽的な計算で得た仮の流速 ���

� を用い，この流速で粒子を移動させる．更に，仮の移動後
の座標 ���� とする．即ち，

�� * �� +,�


����� + ��

�
������

���� * ���� +,����� ������

となる．この時点で，求めた粒子数密度 ��
� は，粒子数密度一定として与えた初期粒子

数密度 ��とは異なっていると考えられるので，これを修正し初期粒子数密度と一致させ
る必要がある．そこで，次式により粒子数密度を修正する．

��
� + ��

� * �� ������

この式より，粒子数密度の修正値 ��
�が得られる．速度の修正値 ��に関しては，支配方程

式 �����より，

�� * �
,�

�
�� ��� ������

で与えられる．また，質量保存則より，

��

��,�
+��� * � ������

が得られる．これを用いると，

�� � ��

��
�

Æ�
+��� * � ����'�

��



となり，更に ����'�式の発散を取ると

��� * �
,�

�
��� ��� ������

となる．ここで ������式を ������式に代入すると，圧力ポアソン方程式

��� ��� * �
�

,��
��
� � ��

��
����&�

が得られる．����&�式左辺の圧力のラプラシアンは���法のラプラシアンモデル
������式によって連立 �次方程式に離散化出来る．これより得られた圧力場をナビエ・

ストークス方程式の圧力項に代入すれば，修正した流速 ��が得られる．

��� 計算アルゴリズム
���法における非圧縮性流れの計算アルゴリズムをまとめると，以下のように与えら

れる．

�� ある時刻 �における粒子の座標，速度，圧力の決定

�� ナビエ・ストークス方程式の粘性項及び外力項の計算

�� 粒子の移動より，移流項を計算

�� 中間流速・粒子位置・粒子数密度を計算

�� �より圧力ポアソン方程式を計算

�� �により中間流速・粒子位置・粒子数密度を修正

'� �より次ステップの速度・粒子位置を計算

�� �*�+�にタイムステップを進め，���に戻り計算の繰り返し

圧力ポアソン方程式を解くと，次ステップ�+�における流速及び粒子位置が求められ，

������ * ���
� + ���

� ������

��



������ * ���� +,����� ������

と得られる．この計算により，�におけるタイムステップの計算が終了する．

��� フローチャート
���法のフローチャートは図 ���の様にして与えられる．非定常計算の各タイムステッ

プをそれぞれ陽的なステップと陰的なステップに分けられ，陽的なステップにおいて中間
流速及び中間圧力を求め，陰的なステップにおける圧力のポアソン方程式により修正した
次ステップの流速及び圧力を求める．

��
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external force term

convective term

poisson equation of pressure

poisson term

update of parameter

Explicit

Implcit

particle number density

END

set parameter

START

time step

図 ���� ���法のフローチャート
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第�章 赤血球弾性変形

��� 概要
赤血球は，両凹円盤形状で直径約 ���，厚さ約 ���であり，非常に大きな変形能を持

つ。その特徴により自身よりも小さな血管内を容易に通過する事が出来る．マクロスケー
ルでは，これらは周囲の流動構造に影響されると考えられ，実験的な観察及び数値流体的
な解析が数多く行われている．
今日，赤血球周りの変形と流動に関しては，浸透圧による変形・タンクレッド運動・微

小血管内での運動などが解析及び観察されている (�)(�)(')(�)．特に，微小血管内における
赤血球の変形については，管内を流れる赤血球の上部及び下部が折れ曲がる様に変形する
パラシュート型の変形と，管内を流動抵抗が小さくなる形で変形移動を行うジッパー型の
変形を行う事が知られている．主要な変形形状であるパラシュート型及びジッパー型につ
いて，図 ���及び図 ��� に示す．

��� 先行研究
赤血球弾性変形に関する代表的な研究としては，!���" - �	������ による微細流れに

関する顕微鏡撮影 (&)・高野らによる ��!法を用いた血流の解析 (��)及び�	������ の観
察との比較・坂東らによる #������� $	%����" ��� 	�を用いた微細血管内における赤
血球の弾性変形に関する研究等が知られている．

����� ��	
����による観察

�	������ による観察では，ポアズイユ流が与えられている円管内を流れる赤血球伸縮
及び回転運動を，顕微鏡撮影により観察した．これにより，管内における赤血球が上端・
下端において伸縮を行っている事が観察された．また，同時に赤血球自身が回転を行いな
がら中心軸方向へ移動する軸移動現象を示している事も確認された (��)．

����� �����������
 �����	� ��
��
�������法

��!法は，粒子法の一つであり，圧縮性流れの数値解析手法として用いられてきた (��)．

��



図 ���� パラシュート型

図 ���� ジッパー型

��



高野らは，粒子法の一つである ��!法を用い，血流のミクロ・モデル解析を行った．血
流を，赤血球と血漿の二相流れとみなして計算し，赤血球を複数の粒子をばねで繋いだ弾
性体モデルとして表すことにより解析を行った．またこの解析結果を�	������ による実
験結果と比較した結果，良い一致を得た．

����� �������
 ����
��� �����


坂東らは，���.��によって提案された #������� $	%����" ��� 	�を用い，微細血管
内における赤血球弾性変形解析を行った．この解析では，赤血球形状を �次元の楕円形状
及び両凹形状の �種類を用いて計算した．楕円形状では図 ���の様な変形を得 (��)，両凹
形状においては図 ���のような変形を得た (��)．また，坂東らはいずれの形状においても
赤血球を軸から縦方向に移動して計算を行っており，その場合，パラシュート形状とは全
く異なった複雑形状で変形するという結果を得ている．このことからも，赤血球の変形は
周囲の流動構造により多様に変化すると考えられる．

��



図 ���� 楕円形状の赤血球変形 (��)

図 ���� 両凹形状の赤血球変形 (��)

�'



第�章 数値解析

本研究では，赤血球の代表的な変形であるパラシュート型及びジッパー型の変形をとらえ
るため，微細血管内に配置した赤血球の変形を解析する．また，坂東らの計算結果との比
較を行う．

��� 計算領域
以下のような計算モデルを用いて計算を行った．まず，中心に配置する赤血球の形状は，

坂東らの計算結果との一致を見るため，楕円形状及び両凹形状として構成した．また，構
成する粒子は赤血球粒子・管内を満たす流体粒子・壁面粒子の �種類の粒子で構成する．
更に，壁面粒子は �種類で構成し，管内を満たす流体粒子と接する �列の壁面粒子につい
ては圧力計算を行い，その他の粒子は壁面粒子は圧力計算を行わない粒子として扱った．
このように壁面粒子を分けて計算するのは，壁面付近に粒子が集まったとき，粒子数密度
を一定にし，計算を安定させるためである．
配置の仕方については，赤血球粒子を座標に固定し，流速を壁面に与えることにより計

算を行う．これにより，管内にポアズイユ流を与えた．また，初期粒子配置の方法として
は，図 ���のような正方格子を用いた．このように粒子を敷き詰めて配置することにより，
初期粒子配置を容易にして計算を行うことが出来る．赤血球粒子は，縦 ���，横 ���で構
成し，微細血管は ���の平行流路で近似した．また，血流の平均速度は�����となるよう
に与えた．これにより，パラーメータを坂東らの計算と一致させ，変形を比較した．タイ
ムステップは，� * �� �� �� ���で変形を観察した．また，赤血球の粘度� * ���
������ ��

と置き，これにより，�� * �����となる様にした．また、上記のパラメータを用い、赤
血球と血液それぞれに対し以下のように粘性係数及び密度を設定した。

管内流体 赤血球
密度 ��������� ���&�����

粘性係数 ���
 ����� � � '��
 ����� � �

粒子の初期状態としては，計算形状及び配置位置についてそれぞれ �パターンずつ計算
を行い，計 �パターンの計算を行った．計算形状については，楕円形状を計算形状 �とお
き，両凹形状を計算形状 �とおいた．配置位置については，管内の中央に配置し，管の上
端・下端からの距離が等距離になるように配置したモデルをモデル �，"軸の上端方向へ

��



図 ���� 正方格子

�&



図 ���� 計算形状 � モデル �

�����ずらして配置したモデルをモデル �として考えた．計算形状 �について，モデル �

を図 ���に，モデル �を図 ���に示した．また，計算形状 �についても，モデル �を図 ���

に，モデル �を図 ���に示した．

��



図 ���� 計算形状 � モデル �

図 ���� 計算形状 � モデル �

��



図 ���� 計算形状 � モデル �

��



第�章 計算結果

前章 ���において設定したパラメータ及び計算形状・計算条件を用いて計算を行った．こ
こでは，その変形の推移を示すと共に，赤血球内部の圧力分布図を示す．

��� 赤血球粒子の変形

����� 計算形状�

モデル �

モデル �の計算結果より，赤血球の変形は，中央部から始まり，タイムステップ �����の
時点で最大まで変形を行った．形状としては，中央部が最も厚くなる典型的なパラシュー
ト形状となった．初期粒子配置図は図 ���，�������から �������まで �����毎の図を図
���，図 ���，図 ���，図 ���に示す．

図 ���� 形状 � モデル � 初期粒子配置図

��



図 ���� 形状 � モデル � �������

図 ���� 形状 � モデル � �������

��



図 ���� 形状 � モデル � �������

図 ���� 形状 � モデル � �������
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モデル �

モデル �では，赤血球配置における軸を ����だけ �軸方向へ移動させ，その影響と変
化を見た．その結果，中央に配置したモデル �のケースとは全く異なり，下方から変化を
行っていき，最終的には流れに沿う形の変形を行ったことがわかった．初期粒子配置図は
図 ���，�������から �������まで �����毎の図を図 ��'，図 ���，図 ��&，図 ����に示す．

図 ���� 形状 � モデル � 初期粒子配置図

��



図 ��'� 形状 � モデル � �������

図 ���� 形状 � モデル � �������
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図 ��&� 形状 � モデル � �������

図 ����� 形状 � モデル � �������
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����� 計算形状�

モデル �

モデル �の計算結果より，赤血球の変形は凹部の圧力が最も高くなり，両端部から折れ
曲がるようにして変形した．この事から，赤血球は表面長が一定のまま細管内を流れてい
く事が分かった．初期粒子配置図は図 ����，�������から �������まで �����毎の図を図
����，図 ����，図 ����，図 ����に示す．

図 ����� 形状 � モデル � 初期粒子配置図

�&



図 ����� 形状 � モデル � �������

図 ����� 形状 � モデル � �������
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図 ����� 形状 � モデル � �������

図 ����� 形状 � モデル � �������
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モデル �

モデル �では，赤血球上部の流速が高くなっており，その近辺が最も大きく変形した．
一方，赤血球下部は上部と比較してあまり変形が起こっておらず，最終的に赤血球は管内
の流れに沿う形で流れていた．初期粒子配置図は図 ����，�������から �������まで �����

毎の図を図 ���'，図 ����，図 ���&，図 ����に示す．

図 ����� 形状 � モデル � 初期粒子配置図
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図 ���'� 形状 � モデル � �������

図 ����� 形状 � モデル � �������
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図 ���&� 形状 � モデル � �������

図 ����� 形状 � モデル � �������
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����� 考察

赤血球粒子を中央に配置した場合，赤血球粒子は対称に変形を行い，どちらもパラシュー
ト形状を示した．またその形状は坂東らの形状とほぼ一致した．赤血球粒子を "軸方向上
部へとずらした場合，中央に配置した場合と全く異なった形状を示した．しかしながら，
赤血球上部にはほとんど変化が見られなかった．赤血球下部は流れに沿うように変形を
行ったと考えられる．

��



第�章 まとめ

��� 赤血球回りの流れ
本研究では，���法を赤血球弾性変形の計算に適用した．粘性の大きな流体に対して

は，ナビエ・ストークス方程式における粘性項を離散化して置き換えたラプラシアンモデ
ルを適切に設定する事により対応する事が出来る事がわかった．変形に関しては，上部下
部が対称な場合と非対称な場合を比較すると，対称な場合は典型的なパラシュート形状を
示した．また，非対称な場合は複雑な形状で変化したが，対称の場合と比較しても，先端
の曲率半径は殆んど変化していなかった．
坂東らによる #������� $	%����" ��� 	�を用いた赤血球弾性変形の形状比較から，パ

ラシュート形状及びジッパー形状に変化する様子を，���法によって比較的精度良く計
算する事が確認出来たと考えられる．

��� 今後の課題
	 本研究では，初期粒子配置を正方格子を用いて構成した．しかし，この配置方法で
は圧力計算が不安定になる可能性がある．そこで，千鳥型の格子で配置を行った場
合について検討する必要がある．

	 本手法において計算精度を向上させるために最も重要な要素は粒子数を増加させる
ことである．しかし，粒子数を増大させると相互作用の計算量が増大するため，全
体の計算時間が増大してしまう．このような問題を解消するために，並列化につい
て検討を行う必要がある．

	 �次元の赤血球弾性に関して検討を行う必要がある．

	 坂東らは，曲げ剛性を考慮し，硬化した赤血球の変形を見た計算を行った．この点
を考慮し，赤血球の硬化が変形に与える影響を考慮し検討する．
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