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概 要

本稿では、二項関係の全体を表す代数ある関係代数の表現について調査する。そのために、関係
代数の背景にふれ、その土台となる数学的構造であるブール代数についての表現について概観し、
関係代数よりも一般的な代数構造である演算子付きブール代数、いわゆる ���を紹介する。これ
らの内容をふまえて、関係代数の代数的特徴と表現可能性に触れていく。実際は、関係代数はど
んなものでも表現可能であるわけではない。しかも、有限の要素からなる関係代数で表現可能で
ないものがある。表現可能で無い場合は関係代数のどの部分クラスに属しているのかを調べ、ど
のよう条件が関係代数に課されれば表現可能となるのかを具体的に考察する。このことを考察す
るのに、まず、有限で表現可能でない代数を調べる。次に、関係代数の最小元の直後の元である
原子が、関係代数の特別な元である場合を考察する。実際、この時、表現可能なものが見つけら
れている。関係代数が最小元以外は必ずそれ以下の原子をもつという原子的なる性質に特別な条
件がついた場合に表現可能となる場合を考える。これを考える時、関係代数は巾集合の上には表
現できないが、ブール代数同様に完備で原子的な関係代数に表現できることが示される。
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第�章 序章

��� はじめに

関係の理論はアリストテレスが論理学のなかでふれたのが始まりと考えられる。その後、近世
においてラムベルトがこれに着手したが、主題として取り上げたのはド・モルガン、パース、ブー
ルらである。関係を考察する素朴な例としては、親子関係などがあるが、素朴な例をもとに代数
的な考察が生まれていった。代数的な概念を、近代的な形式で代数的な公理化を行ったのがタル
スキである。これが一般に関係代数と呼ばれる。
関係代数は、二項関係の演算の大部分を抽象的に公理化したものである。集合の巾集合に対し

てブール代数を考えることを、二項関係からなる直積集合の巾集合に対して考えたものというこ
とができる。そのような公理系はいくつか考案されているが、タルスキの考案した関係代数の公
理系が基本的であるので、これをもとに考察をする。
当初は、この関係代数が通常の二項関係の演算のなす代数を忠実に表しているかという表現が

に問題であった。なお、二項関係は、二つのモノの間の大小関係のようなものである。数学的に
は普通、二項関係は集合の直積の部分集合として表される。単項関係は集合の部分集合として表
される。
現在では、タルスキの関係代数は二項関係のなす代数を忠実に表現できないことが知られてい

る。更に、公理を有限個加えても上手くいかないことが知られている。そこで、どの様な条件下
で、忠実に表現できるかであったり、二項関係のなす代数の一部は忠実に表現できるか、表現可
能な関係代数が課された条件ごとにどの様な代数的性質をもつかが問題にされている。

本稿は、�つの章からなり、上の問題に対する様々な結果を紹介する。そのために、まず、�章
で、関係代数の土台となる、ブール代数の基本的な性質を確認し、�章で、問題とする関係代数を
導入し、代数的な性質を含めて概観する。


章以降が本題である。関係代数の表現についてふれ、表現できない関係代数、特に有限の例を
あげる。�章では、表現可能な関係代数について述べる。そして、�章で、現在までの研究の経緯
にふれ、今後の課題を検討する。

��� ノーテーション等について

空でない集合とその上の演算と定数の対を代数という。代数上でもとにしている集合を台集合
という。集合 �上の代数を以下のように表す。
� � ��� ��� � � � � ��� 但し、対の並びの先頭は台集合であるものとし、��� � � � � �� は、定数か、

演算を表す演算子の列からなるものとする。また、等号は明記していなくても全ての代数に定義
されているものとする。位相空間や順序集合なども対で表現するが、ここに述べた代数とは、異

�



なるので注意が必要である。代数�の台集合 �の要素を、単に �の要素という。
代数の部分集合と、その部分集合に制限された全ての演算が、その部分集合の中で閉じていて、

定項もその部分集合に含まれる時、部分集合を台とする、制限された演算と、定項の対を、元の
代数の部分代数という。
二つの代数�と �と�から �への写像がある時、代数�の定項を含む全ての演算を写像が保

存する時、この写像を準同型写像という。単射準同型写像が存在するとき、�は � に埋め込まれ
るという。特に、準同型が全単射の時、同型写像という。
また、一個の要素からなる代数を退化した代数という。
本稿では、定数は、�� �� �� の数字と、�� ���� � 等の代数を表す対の先頭以下の字母記号のまと

まりを用いて表すものし、字母記号以外からなる記号のまとまりは演算に対する演算子を表すも
のとする。ここでは演算子は単項か二項演算のものを取り扱い、特に単項演算子は以下のものを
用いる。 ���� ��� �

�



第�章 ブール代数

この章ではブール代数の基本的な定義や性質を主に証明なしで述べる。詳しくは、主に文献 ����、
���による。訳語は主に、文献 ��
�によった。

��� ブール代数の定義

一般に或る集合上の二項関係は同一集合上の要素間における集合演算を想定することが多い。そ
の際、代数構造としてブール代数を考えることが基本的である。以下に述べるブール代数の公理
系は集合演算のみたす規則の代表的なものを反映するものである。

�	
����� ����� ����������

代数 � � ����� ���� �� �� が、次の等式を満たす時、ブール代数という。
���� � � 	 � 	 � � � �� 	 � 	 � � �交換律�

���� � � �	 � 
� � �� � 	� � �� � 
� �分配律�

���� �� �	 � 
� � ��� 	� � ��� 
� �分配律�

��	� �� � � � � � � � � �

��
� �� ���� � � � � � ���� � �

以下において、ブール代数 �はこの定義の演算子と定数をもつものとする。� に対する演算を
和、� については積、�については補演算という。
集合 �の巾集合の全体 ���� � ���������� �� �� �� はブール代数をなす。これを �の巾集合代

数という。

�	
����� �����

 	 ���� が、�� � 
  であり、 が演算 ���� � に関して閉じている時、 はブール代数を
なす。このようなブール代数を �を基集合とする集合体といい、�� と表記する。

�	
����� �����

ブール代数 � � ����� ���� �� �� において、以下のように�上の二項関係�、� を定義する。
� � 	  � � 	 � �

� � 	  � � 	 � � ��� � �� 	

明らかに � 上の二項関係 � は順序関係である。すなわち、以下をみたす。
������ � � �

������ � � 	 ��� 	 � 
 � � � 


������ � � 	 ��� 	 � 
 � � � 	

�



��	��	� �����

ブール代数 �の順序関係 � において、以下が成り立つ。
➀ � � 	  � � �	 � � �� 	 � 	  ���� � 	 � �

➁ � � � � � ��の最小性、�の最大性�

➂ � � 	 � �	 � ��

��	��	� �����

➀ � � � � � � � � � � �

➁ ��� 	� � 
 � �� �	 � 
� � �� � 	� � 
 � � � �	 � 
� �結合律�

➂ �� � � � � � � � � � �巾等律�

➃ � � ��� 	� � � � �� �� � 	� � � �吸収律�

➄ ����� � � �反転�

➅ �� � � � �� � �

➆ 
 � � � 
 � 	 ��� 
 � � � 
 � 	 � � � 	

➇ ���� 	� � �� � �	 � ��� � 	� � ���� � ��	� �ド・モルガン律�

➈ � � � � ��	� � � � 	

��� ブール代数の原子

ブール代数を考える際、原子という特別な要素に注目することが重要であることが知られてい
る。また、有限な関係代数を考える際、また、
、�章で、関係代数を特徴づけるのに有効に用い
られる。

�	
����� �����

ブール代数 � � ����� ���� �� ��において、順序に関する �でない極小元を � の原子という。�
の原子全体の集合を �����と表す。�でない任意の � の要素 �に対して、�以下の原子が存在す
る時、�を原子的であるという。

��	��	� �����

ブール代数 � � ����� ���� �� �� の要素 � に対して、次の条件は互いに同値である。
➀ � 
 �����

➁ � � � � � �� � � � � ��

➂ � � � � �� �� � � � �� � � �

ブール代数の任意の部分集合 �に対して、その上限が存在する時、それを
�
� と表す。�の下

限が存在する時、
�
� と表す。有限部分集合の場合、その上限は、有限部分集合の全ての要素の

和、下限は有限部分集合の全ての要素の積に一致する。但し、
�
� � �、及び

�
� � � であるこ

とに注意する。

��	��	� �����

ブール代数 � の原子 � に対して次が成り立つ。
�� 	 ��� 
 ���� �

�
� ��� � � �� �� 
 ��� � ���






��	��	� �����

ブール代数 � に対して次の条件は互いに同値である。
➀ � が原子的である
➁
�
����� � �

➂ � �
�
�� 
 ������� � ��

以下においてブール代数のフィルターを考察する。これは、ブール代数の表現定理を示す際に、
一般的な手法であり、また、�章で、関係代数が完備で �後述�原子的な関係代数に埋め込めるこ
とを示す際に有効に用いられる。

�	
����� �����

ブール代数 � � ����� ���� �� �� において、� の空でない部分集合� が次の条件をみたす時、
� は有限交差性を持つという。
�� 
 � � �������� � � � ���� 	 ������ � � � ���� 	� � �� � � � � ��� �� ��

�	
����� �����

ブール代数 � � ����� ���� �� �� において、� の部分集合 � が次をみたす時、� を �上のフィ
ルターという。�上のフィルター全体の集合を ������� と表す。
���� � 	 �

���� � �� �

���� �� 	 
 � � � � 	 
 �

���� � 
 � ��� � � 	 � 	 
 �

更に、�上のフィルター� が �を要素に持たない時、� はプロパーであるといい、プロパーフィ
ルターであって集合の包含関係に関して極大であるものを極大フィルターという。
また、�上のプロパーフィルター � が次の条件をみたす時、素であるという。

��� � �� 	 
 � � � 
 � �� 	 
 �

更に、�上のプロパーフィルター � が次の条件をみたす時、� はウルトラフィルターという。
��� � � 
 � �� � � 
 �

�上のウルトラフィルター全体の集合を ������ と表す。

��	��	� �����

ブール代数 � のフィルターの全体の集合 �������に対して、�������の全順序部分集合� の和
集合 �� はフィルターである。

�	
����� �����

ブール代数 � � ����� ���� �� �� において、� の空でない部分集合 � に対して、次の集合 ��
を集合� によって生成される �上のフィルターという。

�� � �� 
 ���� 
 � � ������ � � � ��� 
���� � � � � � �� � ���

��	��	� �����

ブール代数 � の空でない部分集合� に対して、� によって生成される �上のフィルター ��
は� を部分集合に含む最小のフィルターであり、次の条件は互いに同値となる。
➀ � が有限交差性を持つ
➁ �� はプロパーフィルターである

�



�	
����� �����

ブール代数 � において、� の要素 
に対して、次の集合 �� を 
によって生成された �上の単
項フィルターという。

�� � �� 
 ��� � 
�

単に � が単項フィルターという時は、�のある要素 
 があって 
から生成される単項フィルター
に � が一致することとする。

��	��	� �����

ブール代数上のフィルターに対して次の条件は互いに同値である。
➀ フィルターが極大フィルターである
➁ フィルターがウルトラフィルターである
➂ フィルターが素である

��	��	� �����

ブール代数の空でない部分集合� に対して次の条件は同値である。
➀ � が有限交差性を持つ
➁ � を部分集合に持つウルトラフィルターが存在する

��� ブール代数の表現定理

ブール代数の表現定理は、関係代数の表現定理を考える際の主な動機の一つである。

��	��	� ����� ����	������

全てのブール代数は或る集合体に同型である。

これをブール代数の表現定理と呼ぶ。

�	
����� �����

二つのブール代数� � ������ ������ ��� ���、� � ����� � �� ��� � �� � ��� において、代数間
の写像 �  �→ �が次をみたす時、�を準同型写像という。
�� �� ��� �� 	� � ���� �� ��	�

�� �� ������ � ������

準同型写像が全単射である時、同型写像という。
�と �の間に同型写像が存在する時、�と �は同型であるといい、� �� �と表現する。

一般に、ブール代数から巾集合代数への単射準同型ををブール代数の表現という。特に、表現
の像集合は、巾集合代数の集合体をなす。つまり、ブール代数の表現は、ある基集合の集合代数
への同型写像でもある。この基集合を  とする時、基集合を明示的にするために集合体�� への
表現とも表現する。
�上の単項関係は �の部分集合である。故にブール代数の表現は、その要素と単項演算との対

応を表している。

ブール代数 � において、� の任意の部分集合が上限と下限を持つ場合、� を完備ブール代数と
いう。巾集合代数は完備原子的ブール代数である。

�



ブール代数の表現定理は、ブール代数が完備原子的ブール代数に埋め込まれるという側面をも
つ。�章でこれに対応する関係代数の結果が示される。

��	��	� �����

二つのブール代数� � ������ ������ ��� ���、� � ����� � �� ��� � �� � ��� において、代数間
の準同型写像 �  �→ �は次をみたす。
�� �� ����� 	� � ���� �� ��	�

�� 	� ����� � ��

�� 
� ����� � ��

�	
����� �����

ブール代数 � � ����� ���� �� ��において、� 上の写像 ��  �→���������が、次の対応によっ
て与えられる時、写像 ��を �上のストーン写像という。

� �� �� 
 �������� 
 ��

��	��	� �����

ブール代数上のストーン写像は単射準同型である。

ストーン写像の像はブール代数のウルトラフィルターの巾集合代数の集合体になるので、この
定理からブール代数の表現定理が得られる。更に、ストーン写像はブール代数上の表現である。

��� 完備ブール代数

ここでは、完備ブール代数がもつ性質を確認し、ブール代数の表現が上限や下限を保存する場
合を考える。

��	��	� �����

ブール代数 � � ����� ���� �� �� と集合� � ����� 
 ��に対して、 �で� の上限や下限が存
在する時次が成り立つ。但し、➂、➃については左辺が � で定義される時、かつその時に限り右
辺が �で定義され、その時には、左辺�右辺がなりたつことを表す。
➀ � 
 � � �

�
� �

�
���

�� ����

➁ � 
 � ��
�
� �

�
���

������

➂ �
�
� �

�
���

�����

➃ �
�
� �

�
���

�����

次に、ブール代数上の表現が、ブール代数の上限や下限を保存する表現を考える。

�	
����� �����

ブール代数 � 上の表現 �が完備表現であるとは、次をみたす時にいう。
�� 	 ��! 
 ��! �

�
� � ��

�
�� � �������� 
 ���

��	��	� �����

ブール代数 � � ����� ���� �� �� 上の表現 �が完備表現である時、次が成り立つ。
�� 	 ��! 
 ��! �

�
� � ��

�
�� � �������� 
 ���

�



�����

�の部分集合 �が下限
�
�をもつとする。��を ����� 
 ��とおく。今、� は表現であり完備で

あることと、定理 ����より次の結果が得られる。
����� � �������

�  � ������

�  � ���� ��

�  � ��������� 
 ��

� �� � ������� 
 ��

� �������� 
 �� �

ブール代数上の表現が完備であることは、原子的であることと関係が深い。このことを見るた
めに次の準備を行う。

�	
����� �����

ブール代数 � 上の表現 �が原子的表現であるとは、表現の値域である集合体の基集合を  と
して次をみたす時にいう。
�� 
  �� 
 ����� � 
 ����

ブール代数 �上の 原子的表現は、�が原子的であることと関連が深いことが以下に明らかにな
る。表現の基集合 から�の巾集合への次の写像 ��を考えてみる。
�� 
 � ����� � ���� 
 �����

�	��� �����

ブール代数� 上、基集合 上の集合体への表現�について、の任意の要素�に対し、����� �
�� 
 ��� 
 ����� はウルトラフィルターである。

��	��	� �����

ブール代数 � 上の基集合 の集合体への表現 �について、次は同値である。
➀  の任意の要素 �に対して、フィルター ����� � ���� 
 �����は単項フィルターである
➁ �が原子的である
➂ �が原子的である
➃ �� 
 � ���� � �������� 
 ����� ��� � � ��

��	��	� �����

ブール代数 � 上の表現 �において原子的表現であることと完備表現であることは同値である。

��� ストーン空間位相

ブール代数の表現定理は位相を用いても表される。これを次に確認しておく。まず、位相空間
の必要事項を確認しておく。

�	
����� �����

集合  において  の部分集合族 �が以下の条件をみたす時、対 ����を位相空間という。
����  
 �� � 
 �





���� "�� "� 
 � � "� �"� 
 �

���� �# 
 � �"	 
 ���
�
	��


 �

また、� を の開集合系という。�の要素をの開集合という。� の要素の補集合を の閉
集合という。開集合であり閉集合である の部分集合を開閉集合という。上の開閉集合の全体
の集合を $��%��と表す。

位相空間 ����の開閉集合全体の集合$��%��は、集合の演算によりブール代数をなす。これ
を開閉集合代数という。

$��%�� � � �$��%������� �� ���

�	
����� �����

位相空間 ����において、の部分集合の族 � が次の条件をみたす時、� を ����の �開�基
底という。
����� � 	 �

����� � 
 � � � 	 ��& 
 ��& 	 ��

��	��	� �����

集合 において、 の部分集合の族 � が次の条件をみたす時、�を� � ����� 	 ��、とお
けば、対 ����は位相空間をなす。
����  	 ��

���� ��� �� 
 � � �� ��� 	 ��& 
 ��& 	 �� ����

�	
����� �����

位相空間 ����が次をみたす時、ハウスドルフ空間という。
�'�� ���	 
 �� �� 	 � ������ 
 ��� 
 ��� 	 
 �� ��� �� ��� � ���

また、次をみたす時、完全分離空間という。
�'(� ���	 
 �� �� 	 � �$ 
 $��%���� 
 $ ��� 	 �
 $��

��	��	� �����

完全分離空間はハウスドルフ空間である。

�	
����� �����

位相空間 ����と の部分集合 �に対して、�の部分集合からなる集合族 � が � � �� を満
たす時、� を �の被覆と呼び、� がの開集合からなる時、開被覆、 � が有限個の要素からなる
時、有限被覆と呼ぶ。� と � が �の被覆で � 	 � をみたす時、� を � の部分被覆という。� の
任意の開被覆が �の有限な部分被覆を持つ時、�を ����のコンパクト集合という。
位相空間 ����は 自身の任意の開被覆が有限な部分被覆を持つ時、コンパクト空間という。

�	
����� �����

開閉集合全体の集合が開基底をなす位相空間をゼロ次元空間という。
コンパクトハウスドルフゼロ次元位相空間をブール空間という。

��	��	� �����

コンパクト空間の閉部分集合はコンパクト集合である。

�



��	��	� �����

位相空間 ����について、����がコンパクトであることは ����の任意の閉集合の族� に

対して、� の任意の有限個の要素 ��� � � � � ��について
��
���
�� �� � ならば

�
� �� �をみたすここと

同値である。

��	��	� �����

コンパクト完全分離空間であることとブール空間であることは同値である。

この定理を示すために、定理 �	�	�を用いる。

�	
����� �����

ブール代数 � について、次の集合族 � � ����� 	 ������と �上のウルトラフィルター全体の
集合の対 ��������� � を �上のストーン空間といい、� を �上のストーン空間位相と呼ぶ。

��	��	� �����

ブール代数 �上のストーン写像の像は �のストーン空間の開基底であり次をみたす。
����� � $��%��������

��	��	� ����� ����	�

ブール代数は或るブール空間の開閉集合代数に同型である。

これは、ブール代数の表現定理の位相空間論的ないいかえである。

��� パーフェクト拡大

ブール代数の表現定理を集合論的なものから、代数的なものに置き換えたものが次のパーフェ
クト拡大である。

�	
����� �����

二つのブール代数 � � ����� ���� �� ��、� � ����� ���� �� ��に対して、� が � のパーフェク
ト拡大であるとは次をみたすときに言う。
��)�� �が �の部分代数
��)�� �が原子的で完備

��)�� ����� 
 �� 	 ��
��

���

�� � �� �*�* 	 �� �* � � �� ���
�

��

�
 � ���

��)	� �!�+ 
 ������! �� + � �� 
 ��! �� � ��� + � � � ���

��	��	� �����

任意のブール代数は、パーフェクト拡大である完備原子的ブール代数をもつようなブール代数
に埋め込まれる。

�����

かってなブール代数を � とする。�上のストーン写像をとれば �上のウルトラフィルターの巾
集合代数 ���������に埋め込むことができる。���������はストーン写像の像 �����という部分代
数のパーフェクト拡大であることが確かめられる。 �

��



このことからパーフェクト拡大はブール代数の表現定理と同等であることがわかる。

��	��	� �����

ブール代数�がブール代数 �のパーフェクト拡大である時、代数�は巾集合代数 ��������の
部分代数に同型となる。

�����

� ��� � �% 
 ������% � �� �� 
 ��なる �上の写像を考えると単射準同型写像になる。その像
� ���は巾集合代数 ������の部分代数になる。 �

��	��	� �����

ブール空間 ����に対しての巾集合代数 ��� はの開閉集合代数$��%��のパーフェク
ト拡大である。

次の定理は、パーフェクト拡大とストーン位相による表現定理との関係の一部を表すものである。

�	
����� �����

二つのブール代数 � � ����� ���� �� ��、� � ����� ���� �� �� に対して、� が �のパーフェク

ト拡大である時、� の要素 が開であるとは、� �
��

����

	 をみたす時にいう。 が閉であると

は、� �
��

����

	 をみたす時にいう。

��	��	� �����

二つのブール代数 � � ����� ���� �� ��、� � ����� ���� �� �� に対して、� が �のパーフェク
ト拡大である時、次が成り立つ。
➀ � 
 � � は開 � �� は閉
➁ � 
 � � は開かつ閉 � � 
 �
➂ ! 
 ������ ! 
 �����

但し、➂は、 � が完備原子的 �の部分代数でありさえすれば成り立つことに注意する。定理
�	�	�の証明で用いられる。

��� �	


今後考察する関係代数は少なくとも、土台がブール代数であることを想定するが、特に、演算
子付きブール代数の全体の一部でもある。そこで、演算子付きブール代数としての ���につい
てここで、少し、触れておくことにする。この理論の詳細は、文献 ���、�
�と ���に詳しい。

�	
����� �����

� � ����� ���� �� ��をブール代数とする。この時、�上の �項演算 � が加法的であるとは、次
をみたすことである。
��� � � � �������

� 
 � ��� �� � �

����� � � � � ��� ��� �
��� � � � � ��� � ����� � � � � ��� �� � � � � ��� � ����� � � � � ��� �

�� � � � � ���

また、�上の �項演算 � がノーマルであるとは、次をみたすことである。
��� � � � ��� 
 � ��� �� � � �� � �� ����� � � � � ��� � �

��



�	
����� �����

ブール代数 � � ����� ���� �� �� と集合 �に対して、�上の演算の集合 � � ��	�# 
 ��に対
して ��項演算を含み、有限項の演算からなるとする �、代数�� � ����� ���� �� �� ��	�	� が��	

であるとは、�の各要素�	が加法的でノーマルな演算である時をいう。
また、��	 ��に対して、土台となるブール代数 ����� ���� �� ��のことを、ブールリダクトと
呼ぶ。

定義から �項演算である定項も無意味に加法的でノーマルとなる。また、�が空集合の時はブー
ル代数そのものである。

���は文献 ���によって最初に与えられたが、その定義では、ノーマルという条件がいれられて
いない。ここでは、文献 ���の定義に合わせた。以下に述べる関係代数のいくつかの部分は、���

に対して一般に成り立つ事実の特別な場合である。今回述べる表現の理論は、���上で成り立つ
事実をもとに示された経緯があることを断っておく。

��	��	� �����

��	 � � ����� ���� �� �� ��	�# 
 ���に対して、次が成り立つ。
��� � � � �������

� 
 � ��� �� � �

� � �� � �	���� � � � � ��� �� � � � � ��� � �	���� � � � � ��� �
�� � � � � ���

��



第�章 関係代数

この章では、これまでの章の準備を元に、二項関係との関わりにふれつつ関係代数を導入する。こ
の部分の記述は主に、文献 ���、���及び ��によっている。

��� 二項関係と関係代数

二項関係上の演算では関係の合成や、逆関係、等号関係を考えることが基本的である。この考
察をもとに関係代数が定められる。ここではまず、一つの集合上の二項関係について考える。
集合 � 上の二項関係の全体を ,����と表そう。この時、,���� の二元を ,、�とする時、こ

れらの間に集合論的な交わりと結びを定めることができる。更に、これらに補集合をそれぞれ定
義できる。これに空な関係 �、最大の二項関係 � � � を含めて,����は � � � 上の巾集合代数
をなす。
写像 �関数�は、関係の特別な場合である。写像の合成や逆写像を考えることから、関係の逆関

係や合成関係が考えられることが自然である。そこで、逆関係や合成関係を次のように定める。
,�� � ���� ������ �� 
 � � ��

, Æ � � ��%� -���� 
 ���%� �� 
 � ��� ��� -� 
 ���

また、� 上の恒等関係もあった方が都合が良い。これを、 ��� とおく。
��� � ���� ���� 
 ��

以上をまとめた代数 ,���� � �,��������� �� �� � � �� Æ��� � ��� � が二項関係を概ね表してい
ると考えられる。実際にこれまで用意したことから以下の様なことが言える。

��	��	� �����

集合 � 上の同値関係)は次をみたすことにほかならない。
➀ ��� 	 ) �反射律�

➁ )�� 	 ) �対称律�

➂ ) Æ ) 	 ) �推移律�

��	��	� �����

� 上の順序関係. は、次をみたすことにほかならない。
➀ ��� 	. �反射律�

➁ . �.�� 	 ��� �反対称律�

➂ . Æ. 	. �推移律�

��	��	� �����

集合 � 上の集合の直積の形の二項関係"� について次のことが成り立つ。
➀ �"� ��� �  �"

➁ �"� � Æ �"� � 	 "� 

��



��	��	� �����

空でない集合 � 上の二項関係 � について次のことが成り立つ。
� が � から � への写像である ��� Æ � 	 ��� ��� � � � � � Æ �� � ��

�����

��� � を � 上の写像とする。まず、一つ目の条件を確かめる。
��� 	� 
 ��� Æ �

 � �
���� 
� 
 ��� ��� �
� 	� 
 � � �� � �� ��

 � �
��
� �� 
 � ��� �
� 	� 
 � �

�� � � 	

 � ��� 	� 
 ���
したがって、 ��� Æ � 	 ��� が成り立つ。
次に、二つ目の条件を示す。� Æ �� � �� 	 � � � は明白。逆の包含関係を示す。

��� 	� 
 � � �

 � � 
 � ��� 	 
 �

 � �
 
 ����� 
� 
 �� ��� 	 
 �

 � �
 
 � ���� 
� 
 � ��� 	 
 � �

 � �
 
 � ���� 
� 
 � ��� �
 
 � ��� 	 
 ���

 � �
 
 � ���� 
� 
 � ��� �
� 	� 
 � � � �

 � ��� 	� 
 � Æ �� � ��

したがって、� � � 	 � Æ �� � ��が成り立つ。
� � ��� Æ � 	 ��� の仮定から次のことが成り立つ。

�
��
� �� 
 � ��� �
� 	� 
 � �

 � �
���� 
� 
 ��� ��� �
� 	� 
 � �

�� ��� 	� 
 ��� Æ �

�� ��� 	� 
 ���
したがって、�
��
� �� 
 � ��� �
� 	� 
 � � � � 	� となる。
次に、仮定 � Æ �� � �� � � � � より次が成り立つ。

� 
 �

 � ��� �� 
 � � �

 � ��� �� 
 � Æ �� � ��

 � �	���� 	� 
 � ��� �	� �� 
 � � � �

�� �	���� 	� 
 ��

したがって、�� 
 ��	 
 ����� 	� 
 ��となる。
以上から、� は写像である。 �

明らかに、��� は写像である。また、ここで述べた写像の特徴は、後の章で、一般の関係代数
において注目されることになる。次の二つの定理とそれらの証明は、今述べた写像の特徴を踏ま
えたものである。

��	��	� �����

空でない � 上の二項関係 � が写像である時、次のことが成り立つ。
� が単射である �/ 
 ,������ Æ / � ��� � /�� Æ / 	 ��� ��� � � � � / Æ �� � ���

�




�����

��� � を � 上の単射とする。� �� � なので、� の元は一つは存在する。よって、集合 � �� � �
�	��� ��� 	� 
 ��は空でない。� が全射でなければ、� � � �� �をみたす要素が存在する。この内の
一つを ��として固定する。そして、以下のように写像 /を構成する。

�	� �� 
 / 

��
�
�	� �� 
 / ��� 	� 
 �

�	� ��� 
 / ��� 	� �
 �

�が単射であるから、/は写像であることが分かる。/の写像の定義と写像 /の定め方から �Æ/ 	 ���
が得られる。� の写像の定義と、写像 /の定め方から、��� 	 � Æ /が得られる。
�が全射の時は、/の構成の仕方において、��� 	� �
 �の場合を省いておけば、/は写像で、��� 	 �Æ/
が得られる。
� � 必要条件がなりたつものとする。まず、次のことに注意する。

��� 	� 
 �

 � ��� 	� 
 � ��� ��� �� 
 ��� � � Æ /

 � ��� 	� 
 � ��� �
���� 
� 
 � ��� �
� �� 
 /�

 � �
 ���� 	� 
 � ��� ��� 
� 
 � ��� �
� �� 
 /�

�� �
 ���� 	� 
 � ��� 	 � 
 ��� �
� �� 
 /�

�� ��� 	� 
 � ��� �	� �� 
 /

このことから、次をえる。
�%� 	� 
 � ��� �-� 	� 
 �

�� ��%� 	� 
 � ��� �	� %� 
 /� ��� ��-� 	� 
 � ��� �	� -� 
 /�

�� �	� %� 
 / ��� �	� -� 
 /

�� % � - �

��	��	� �����

集合 � �上の二項関係 � が写像である時、次が成り立つ。
� が全射である �/ 
 ,�����/ Æ � � ��� � /

�� Æ / 	 ��� ��� � � � � / Æ �� � ���

�����

� � 必要条件がなりたつものとする。まず、次のことに注意する。
	 
 �

 � �	� 	� 
 ��� � / Æ �

 � �� ��	� �� 
 / ��� ��� 	� 
 � �

�� �� ��� 	� 
 �

よって、�	�� ��� 	� 
 �、つまり � は全射である。
��� 選択公理を用いて示されるがここでは省略する。 �

なお、血縁関係などを二項関係で表現する際、� �� � ��� 等という補演算を含んだ関係を用い
る必要があることから補演算も大切である�。� � � � ��� という関係はそれ自身重要であり、相
違関係とよばれる。

�空集合であってもよい。
�狭義の順序� � は推移関係と、非反射関係� � � �� ��� � ��� によって特徴づけられるので、補演算が数学的な
側面でも現れることが知られる。

��



例として、人の集合上で以下のような関係を考える。但し、恒等関係を �����、補演算子を�
として相違関係を������と書くものとする。ここで、次の関係を用意する。

��� �� 
 ������ �は �の親である
��� �� 
 ��� �は �の息子である

この時、補演算以外は上述の関係の演算子用いて次の関係を表現できる。
������� � ������� Æ ���� � �)-!��

������ � �������� Æ ���� �)-!��� Æ ������

������ � ������ Æ �������

これらの関係演算に関する考察は、タルスキ以前のパースの論文�によって既に扱われていたこ
とが知られている。

��� プロパー関係代数

前節では、二項関係のなす代数構造を考えたが、二項関係上の演算を集合の上に忠実に表した
ものとして、更に、特殊な場合として次のプロパー代数が考えられている。これは、巾集合代数
に対して集合体を考えることのアナロジーである。

�	
����� ����� �プロパー関係代数 ��� ��
三つの集合 � と �と � に対して、代数 � � ������� �� �� �� ��� � ��

�� �が、次の条件をみたす
時、基集合�とユニット � 上のプロパー関係代数という。
��,��� � �� �

��,��� � 	 ��� ���

��,��� ������� �� �� ��は集合体
��,�	� ��� � ���� ���� 
 �� 
 �

��,�
� � 
 � � ��� � ���� ������ �� 
 �� 
 �

��,��� �� � 
 � � ��� � ���� ��������� �� 
 � ��� ��� �� 
 ��� 
 �

この定義においてユニット � が� ��に等しいとは限らない。
基集合 �とユニット � 上で台集合が �のプロパー関係代数 � において、基集合が空集合とす

ると、台 �が空でないので � � ��� でなければならない。� � ��なので、� � ���� � �。一
方、��� � �となる。したがって、この時、退化なプロパー関係代数となる。

�	
����� �����

基集合 �とユニット � 上のプロパー関係代数が � � � � � をみたす時、正方 ��-!����とい
う。
台集合 �、基集合�のプロパー関係代数が � � ��� ���をみたす時、完全 ��!���という。

明らかに、完全なプロパー関係代数は正方関係代数である。�	�節で見た二項関係全体の代数は
完全なプロパー関係代数である。

��	��	� �����

基集合�上のプロパー関係代数 � � ������� �� �� �� ��� � ��
�� �において、
は�上の同値関係

である。
������������ �� ����� �� ����������  !!"、参考文献 # $% 参照のこと。

��



�����

定理 �����とのプロパー関係代数の定義から直ちに分かる。 �

ここで、集合 � に対して �	�節で定めた二項関係全体の代数 ,���� � �,��������� �� �� � �

�� ��� � Æ�
�� � からプロパー関係代数が得られることをみておく。

二項関係の代数から以下のようにしてプロパー関係代数を構成できる。まず、� と � による演
算 ��を以下のように定める。
��� � は�上の空集合でない同値関係
��� �� 
 ,������� � � � ��

この時、� � �,�� �, 
 ,�����によって、プロパー関係代数 � � �������� � �� �� ��� � ��
�� �

が得られる。
実際、代数 �������� � �� ��は基集合 � の集合体をなす。そして、�が空集合であっても、� 


��� ���であり、集合 � は空でないとしているので �は空集合ではない。今、�の任意の２元
は ,����の要素 �、0を用いて � � �、0 � � と表される。この二元を固定して、 � において
合成関係と逆関係をとる演算について閉じていることをみる。まず、� は同値関係だから、定理
�	�	� がなりたつことに注意する。

��� 	� 
 �� � �� Æ �0 � ��

 � �
���� 
� 
 � � � ��� �
� 	� 
 0 � � �

 � �
����� 
� 
 � ��� ��� 
� 
 �� ��� ��
� 	� 
 0 ��� �
� 	� 
 ���

 � �
����� 
� 
 � ��� �
� 	� 
 0� ��� ���� 
� 
 � ��� �
� 	� 
 ���

�� �
����� 
� 
 � ��� �
� 	� 
 0� ��� ��� 	� 
 � �

 � �
���� 
� 
 � ��� �
� 	� 
 0� ��� ��� 	� 
 �

 � ��� 	� 
 � Æ0 ��� ��� 	� 
 �

 � ��� 	� 
 �� Æ0� � �

�� ��� 	� 
 �

よって、�� � �� Æ �0 � �� 	 � が得られる。
したがって、�� � �� Æ �0 � �� 
 �となる。
次に、同様の計算と、� が対称関係であることから、�� � ���� � ��� � ��� � ��� � � 
 �

を得る �最初の等号は容易に確かめられる�。これで、� において合成関係と逆関係をとる演算に
ついて閉じていることがわかった。
最後に、� が反射関係であることから、��� 	 � より、��� 
 �を得る。
以上から、� はプロパー関係代数である。
ここに述べたことから、更に以下のことがわかる。

��	��	� �����

二項関係の代数 ,���� � �,��������� �� �� � � �� ��� � Æ�
�� � の二項関係 �、0、,に対して

次が成り立つ。
➀ �� �,� Æ �0 �,� 	 �� Æ0� �,

➁ �� �0��� � ��� �0��

また、プロパー関係代数から同値関係に注目して以下のように、制限されたプロパー関係代数
を考えることができる。

��



�	
����� ����� �制限されたプロパー関係代数 ��� ��
基集合 �とユニット � 上のプロパー関係代数 � � ������� �� �� �� ��� � ��

�� � と集合 ) に対し
て、次の条件をみたす代数 � ��� �� ������� �� � �� ) � )� ��� � ��

�� � を ) よって制限されたプ
ロパー関係代数であるという。
�,�,��� ) �� � ��� �� 
 ��) � ������ �� 
 ��� �)は �による同値関係 � による同値類�

�,�,��� � ��� �� � �) �)��� 
 ��

�,�,��� �� 
 � �� � ����� � �) �)� � � �

��	��	� �����

基集合�とユニット � 上のプロパー関係代数に対して、ユニット � の同値類 )によって制限
されたプロパー関係代数は正方プロパー関係代数である。

�����

基集合�とユニット� 上のプロパー関係代数を � � ������� �� �� �� ��� � ��
�� � とする。� が空

とすると、�� 
 ������� �� 
 �� � ������ �� 
 �� � � だから、同値類は存在せず、制限されたプ
ロパー関係代数は定義されない。 � が空の時も 同値類が存在せず、制限されたプロパー関係代数
は定義されない。
� が空でない時、�のある元 �が存在して �の� による同値類) � ������ �� 
 ��が存在する。
この場合に � �� が正方プロパー関係代数であることを示せばよい。
まず、� が反射関係だから � 
 ) となる。よって、��� �� 
 ��� 	 ) � ) となる。ところで

��� �� 
 ��� 	 ��� 
 �となる。したがって、� �� ��� � �) � )� 
 � ��、つまり � �� �� �を得
る。
� ��	 ��) �)�は明らか。
次に、代数 �� �� ����� �� � �� ) � )� が集合体であることを示す。そのために、補演算につ
いて閉じていることと最大元について確かめておく。まず、明らかに、この集合代数の最大元は
� � �) �)� 
 � ��であるが、同値類)の定義から) �) � � � �) �)�となるので、�) �)�

が最大元であることでもある。今度は、) に対する補演算について閉じていることを示す。� ��
の任意の要素をとる。これらは �の或る二元 �によって � � �) �)� と表される。これは以下の
通り、� �� 上で閉じている。

���� � �) �)��

� �) �)� � � � �) �)�

� �) �)� � �� � �� � �) �)���

� �) �)� � ��� � �� � �� � �) �)���

� �) �)� � �� � �� 
 � ��
さらに、��� � ��� � �) � )� 
 � �� も成り立つ。そして、定理 ����� より、次のようにして
逆関係の演算についても閉じていることがわかる。

�� � �) �)����

� ��� � �) �)���

� ��� � �) �)� 
 � ��
引く続き、合成関係の演算について閉じていることを示す。定理 ����� より、� � �) � )�と

� � �) �)�に対して ��� � 
 �� 次が成り立つ。
�� � �) �)����� � �) �)�� 	 ����� � �) �)�

�



逆の包含関係を示そう。
��� 	� 
 ����� � �) �)�

 � �
 
 ����� 
� 
 � ��� �
� 	� 
 �� ��� ��� 	� 
 ) �)

 � �
 
 ����� 
� 
 � ��� �
� 	� 
 � ��� ��� 	� 
 ) �)�

今、同値類の定義から) � �!���� !� 
 �� � �!��	� !� 
 ��なので、
 �
 )とすると ��� 
� �
 �。
一方、��� 
� 
 � 	 � なので、矛盾する。故に、
 
 ) でなければならない。したがって、次を得
る。

�
 
 )���� 
� 
 � ��� �
� 	� 
 � ��� ��� 	� 
 ) �)�

 � �
 
 )���� 
� 
 � � �) �)� ��� �
� 	� 
 � � �) �)��

 � ��� 	� 
 �� � �) �)����� � �) �)��

以上から、�������)�)� 	 ����)�)�������)�)��、つまり、����)�)�������)�)�� �
����� � �) �)� 
 � �� が示された。
これで � �� はプロパー関係代数であることが示された。
最後に、制限されたプロパー関係代数はユニットが基集合)の直積集合) �)であるので、当
然正方である。 �

なお、ユニット � のプロパー関係代数 � から得られる � の同値類 )によって制限されたプロ
パー関係代数は、) �)が � に属しないかもしれない。

��	��	� �����

基集合�上の正方プロパー関係代数 � � ������� �� �� � ��� ��� � ��
�� � は、次をみたす �この

時 � は単純であるという�。
�� 
 ��� �� � � �� �������� ��� � � ���

この証明は容易なので、省略する。

��� 関係代数

これまでに紹介した二項関係の集合体に対して、それを的確に表す代数として、関係代数を導
入する。既に触れた通り、ストーンの表現定理において集合体にブール代数が対応することに相
当している。関係代数はタルスキによって導入された定義� を等式で書き直した以下のものが代表
的である。

�	
����� ����� �関係代数 �� ��
代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � が次の条件をみたす時、関係代数 �,��という。

�,��� ����� ���� �� ��はブール代数
�,��� ��� 	�� 
 � �� �	� 
�

�,��� ��� 	�� 
 � �� 
 � 	� 


�,�	� �� �� � �

�,�
� ��� � �

�,��� ��� 	��� ��� �	

�参考文献 # &%'
または、Ｔ．コタルビニスキー� 論理学史� 合同出版�  (& ���� 		$)	"	�、を参照のこと。
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�,��� ��� 	��� �	� ��

�,��� �������� 	�� � 	 � 	

関係代数全体のクラスを� と表す。

上の公理 �,���は、次の不等式をみたすことと同じである。
�,����� ���������	�� � 	

一般に、代数の集まり  に対して、いくつかの等式の集合Σが存在して、 のどの代数 1を
とっても、1 でΣの全ての等式が成り立ち、 は Σの全ての等式をみたす代数からなる時、 
をバラェティという。Σをバラェティ の基底という。

 � � 1�1は代数で、1 においてΣの全ての等式が成り立つ �

上の公理の形から� はバラエティをなす� 。すなわち、等式の公理のみで公理化できること
がわかる。

��	��	� �����

プロパーな関係代数は、関係代数である。

�����

ここでは、条件 �,���のみ確かめておく。基集合 �、ユニット � のプロパー関係代数を � �

������� �� �� �� ��� � ��
�� � としておく。�� � 
 �に対して、次を確認すればよい。

���� � �� � ������� � �� � �� � � � �

そのためには、次を確認すれば十分である。
���� � �� � ������� � �� � �� 	 �

実際、
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 ��
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 �

したがって、���� � �� � ������� � �� � �� 	 � が成り立つ。 �

尚、関係代数において、定項 ��を恒等元、二つの演算子 �と�に対する演算をそれぞれ、合成 �又
は相対積�、転換という。

��	��	� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �において次のことが成り立つ。
➀ � � ��

➁ � � ��

➂ �� � ���

�バラェティを *������は、+,���������� -�.����� ����� といっている。

��



➃ ���� � �

➄ �� � � �

➅ � � 	  �� � �	

➆ 
� ��� 	� � 
��� 
� 	

➇ � � 	 � �� 
 � 	� 
 ��� 
�� � 
� 	

➈ ��� � �����

➉ �� � �	 � �� � 	��

�����

以下の証明において、示された事実は順次用いていくものとする。

➀ � � � � �� � ��� � �� � ��� � ���� �� � ����� ��

➁ � � ��� � ��� � ���� �� � ����� �� � ��� � �� � � � ��

➂ �� �
���� � ����� ����� ����

���� � ���� �� � ���

➃ � � ��� � ���� ����� ���� ������
����� ��� � ��� ��

➄ � � � � �� � � ��� � � �� � � ��� � ��� � � �� � ���� � � �� �

➅ � � 	

 � 	 � �� 	

�� �	 � ��� 	��� ��� �	

 � �� � �	

したがって、� � 	 � �� � �	が成り立つ。また、次のことから、� � 	  �� � �	も成立する。
�	 � ��� 	��

�� 	 � ��	 � ��� 	���� �� 	

➆ 
� ��� 	� � ��
� ��� 	���� ���� 	��� �
��� ����� �	�� �
��� ���� �
 � �	� �
��� ���� �
��� ��	� �
��

� ���
� ���� � ���
� ��	� � 
��� 
� 	

➇ � � 	

 � 	 � �� 	

�� 	� 
 � ��� 	�� 
 � �� 
 � 	� 


 � �� 
 � 	� 


� � 	 � 
�� � 
� 	 についても、同様に示される。
➈ ��� � ��� � � � ��� � �� � ��� � ���� ���� ��� � ������� ��� � ��� � ������ � � ��� � �����

よって、��� � �����となる。一方、これは �が、��の時も成り立つので、次のことががいえる。
���� � ������

 � �� � ������

 � ������ �������

 � ������ ���

したがって、��� � �����となる。
➉ �� � �	 � ��������	�� � �������� ��	��� � �������	���

� �������	���� �� � 	��

この定理の証明では、合成演算の結合法則と公理 �,���を用いていないことに注意する。この
ことは、関係代数の公理を弱めた代数を考える際に注目される事実である。
また、この定理から、関係代数は ���であることが得られる。

��



��� パース律

関係代数の公理 �,���は、テクニカルで、意味をつかみにくい。そこで、以下に述べるより直
感的な、パース律を導入し、関係代数の理論展開の便宜をはかる。
まず、関係代数� � ����� ���� �� �� �� ��� � �において、公理 �,��と定理 �	�	�によって、次が成

り立つことに注意する。

��	��	� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �において、次のことが成り立つ。
��� �� � � ��� � �

�,����� �	����	� �	�� � ��	

�,����� �������� 	�� � �	

�����

ここでは、���のみ示す。
関係代数の公理 �,���において、	 � �として、������� �� � �

をえる。このことから次のように �� � � �が得られる。
�� � � ���� ��� � ���� ����� ��� ����� ��� �� � ���� ��� ��� ����� ��� ��� �������� ������

� ��� ��������� ����� ����� ���������� ������ ����� ������� ����� ����� ���� ������ ������ ������� �� � �

更に、�� � � �から、次のようにして、��� � �が得られる。
��� � ���� ��� � ���� ����� ���� ���� ������ � �

��	��	� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �において、次のパース律と呼ばれる関係が成り立つ。
��3� ��� 	� � �
 � � �	� 
� � �� � �

�����

定理 ����� の結果を用いることで次のことが得られる。
��� ��� 	� � �
 � �

�� � � �� � ���� 	� � �
��� ��� 	��� ��
 � ��	� ��� � 


�� 
 � ���	� ���

�� 	� 
 � 	����	� ���

�� 	� 
 � ��� �� �,��� ���

 � �	� 
� � �� � �

� � �	� 
� � �� � �

 � �� � ��	� 
�

�� �	� �� � �	���	� 
�

�� �	� �� � �
 �� �,��� ���

 � ��� 	� � �
 � � �

��	��	� �����

関係代数と同じタイプの代数� � ����� ���� �� �� �� ��� � � は次の公理をみたせば、関係代数であ
る。

��



�,��� ����� ���� �� ��はブール代数
�,��� ��� 	�� 
 � �� �	� 
�

�,��� ��� 	�� 
 � �� 
 � 	� 


�,�	� �� �� � �

�,�
� ��� � �

�,��� ��� 	��� ��� �	

�,��� ��� 	��� �	� ��

��3� ��� 	� � �
 � � �	� 
� � �� � �

�����

この代数は、定理 �����の➀から➈までをみたすことに注意する。この時次のように公理 �,�����

が導かれる。
� � ��� 	��� ����� 	��� � ��	� ��� � ����� 	��� � ��	� ��� � ����� 	���

�� � � �������� 	�� � ��	 � �������� 	�� � 	 � �������� 	�� � � � 	

 � ������� 	� � �	

したがって、公理 �,���が成り立つ。 �

以上から、関係代数の定義は公理 �,���を公理 ��3�におきかえられることがわかる。
また、これら二つの定理の証明と同様の方針で以下の定理をえる。

��	��	� �����

関係代数� � ����� ���� �� �� �� ��� � � は次の同値関係� をみたす。
��3�� ��� 	� � 
 � � ���� 
� � 	 � � �
� �	� � � � �

��	��	� �����

関係代数と同じタイプの代数� � ����� ���� �� �� �� ��� � � は次の公理をみたせば、関係代数であ
る。
�,��� ����� ���� �� ��はブール代数
�,��� ��� � � ���はモノイド
��3�� ��� 	� � 
 � � ���� 
� � 	 � � �
� �	� � � � �

この定理の証明は省略する。和の合成に対する分配律を示すの部分が煩雑である。
条件 ��3��は、以下のように順々の並べ替えを使って表現できる。
������ ��	��� 
  ��	��� ��
��� � ��
��� ������ 	

さて、関係代数� � ����� ���� �� �� �� ��� � � に対して、任意に�の要素 �をとる時、次の二つの
�上の写像を定義する。

���� � ���
���	� � ��� 	

これらの写像を用いると、条件 ��3�は次の関係式で表される。
���� � 	 � � � � ���	� � �

この時、� と �� が共役であるとよばれる。さらに、この時、�,���は次のように表される。

�����/-�� +,���������

��



��������� � ��

定理 �	�	�によってこの写像は順序を保存するので、つまり、次が成り立つということである。
	 � ������ ���	� � ��

��� 関係代数の算術

本節では、関係代数の演算のみたす性質と、関係代数の部分集合の上限と下限のみたす性質を
概観する。

��	��	� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �に対して、次の不等式が成り立つ。
➀ ��� 	� � 
 � �� ��� 


➁ � � �� ����

➂ ��� 	� � 
 � �� ����� 
� � 	�

�����

➀ まず、次のことが成り立つ。
����� 
� � �

�� ������� 
� � �� �

一方、�,����より次がいえる。
������� 
� � �


これら二つのことから次が得られる。
������� 
� � ��� �� � �


したがって、以下のように求める不等式がえられる。
�� 	 � �� � � �� ������ 
� � ��� 
� � �� ������ 
�� � �� ���� 
� � ��� �� � �
 � �� ���� 
�

�� ��� 	� � 
 � ���� �� � �
 � �� ���� 
�� � 
 � ��� ���� 
�� � 
 � �� ���� 
�

➁ ➀を用いることで以下のように示される。
� � � � � � ��� ��� � � � �� ����

➂ まず、�,���から次の不等式が成り立つ。
�� ������ 
� � 	� � ������� 
� � �


よって、��� ������ 
� � 	� � 
 � �となる。この式より、次のように求める不等式が得られる。
��� 	� � 
 � ��� �� � 	�� � 
 � ��� ������� 
� � �� 
� � 	�� � 
 � �������� 
� � 	 � ���� 
� � 	� � 


� ��� ������ 
� � 	�� � 
 � ��� ����� 
� � 	�� � 
 � ��� ����� 
� � 	�� � 
 � �� ����� 
� � 	� �

��	��	� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �の３つの要素 �、	及び 
に対して、次が成り立つ。
�� 
 � � ��� �� �
 � �� � � �	� 
� � �� � 	�� 


�����

まず、�� 
 � �かつ �� �
 � �、であるとする。条件 ��3�と、関係代数の演算の性質から、次の
ことに注意する。

�� �
 � � ��� 
 � �� � � � �!�

今、�� � 	�� 
 � ��� 
� � �	� 
�、が成り立ち、仮定から次が成り立つ。

�




�� � 	�� 
 � � � �	� 
�

更に、次のことが成り立つ。
� � �	� 
�

� � � ��� � 	�� 
� � � � ������ �� � 	�� 
� � � � ���� � 	�� 
� � � � ��� � 	�� 
�

� � � ���� � 	�� 
� � �� � 	�� 
 � � � ���� 
� � �� � 	�� 
 � � � ��� �� � 	�� 
 �� �!��

� � � �� � 	�� 
 � �� � 	�� 


したがって求める等式が得られた。 �

次に、相対積と転換について、関係代数上の部分集合の上限と下限がみたす性質について述べる。

��	��	� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �に対して、その部分集合 ����� 
 ��が上限または下限を持
つとき、次のことが成り立つ。
➀ �

�
���

�����
�
���

���

➁ ��
�
���

�� �
�
���

��� ��� �
�
���

���� �
�
���

������

➂ �
�
���

�����
�
���

���

�����

➀ �� 
 � �� �
�
���

��

 � �� 
 � ��� � �
�
���

����

�� 
 � ��� � �

 � �� 
 � �� � ��

��
�
���

�� � ��

 � �
�
���

����� �

したがって、 �
�
���

�����
�
���

��� が成り立つ。

➁ 前半を示しておく。まず、次が成り立つ。
�� 
 � �� �

�
���

��

�� �� 
 � �� �� � �� �
�
���

���

更に、次のことが得られる。
�� 
 � �� �� � 


 � �� 
 � �� �� � �
 � �

 � �� 
 � ���� ��
��� � �� � �

 � �� 
 � ���
����� � ��� � �

 � �� 
 � �����
� � �� � �

 � �� 
 � �� � ������
�

��
�
���

�� � ������
�

 � �����
� �
�
���

�� � �

 � ��
� �
�
���

����� � � � �

��



 � ��
�
���

������ �� � ��
��� �

 � ���
�
���

��� � �
 � �

 � ��
�
���

�� � 


したがって、 ��
�
���

���� �
�
���

��� ��� が成り立つ。

➂ �
�
���

����� ��
�
���

������ ���
�
���

������ � ��
�
���

������� � ��
�
���

��������� �
�
���

��� �

この結果をさして、相対積と転換の演算は、完全加法的と呼ばれる。なお、�項演算である定項
も完全加法的演算に含められる。

��� 関係代数の代数的概念

ここでは、一般の代数学での基本的な概念を関係代数について導入するとともに、関係代数の土
台となるブール代数における基本的な概念が、関係代数固有の演算や公理とおりなす性質につい
てふれる。また、関係代数固有の、二項関係由来の性質をもつ特別な要素のいくつかを導入する。

�	
����� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �の要素 !がブール代数における原子である時、 �の原子
であるという。�の原子の集合を ����� とブール代数の場合と同じように表す。

�	
����� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �の原子 !が、! � ��をみたす時、恒等的原子という。また、
! � ��� をみたす時、相違的原子という。更に、!が �! � ! � �をみたす時、非対称的原子という。

��	��	� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � の原子について次が成り立つ。
➀ ! 
 ������ �! 
 �����

➁ ! 
 ����� ��! � � � � �! �� ��

➂ �� �� � 
 ����� �� � �� � � � �� �� � � ��� ��

➃ ! が非対称原子ならば相違的原子

�����

➀ ! 
 �����とする。! �� �より、�! �� � となる。更に、次が成り立つ。
� � �! ��� � �� �!

 � �� � ! ��� � �� �!

 � �� � ! ��� �� �� !

�� �� � �

 � � � �

以上から、�! 
 �����がえられる。
➁ ➀と原子の定義から直ちにわかる。
➂ 最初の必要十分条件のみ確かめておく。条件 ��3�の対偶をとることで、次のようになる。

� � �� �

 � ��� �� � � �� �

��



 � ��� ��� � �� �� �

 � �� � �� ��

 � � � �� ��

➃ !が非対称原子で、相違的でないとする。つまり、�! � ! � � かつ � � ! � �� が成り立つ。!
は原子なので、相違的でないとしたことから、! � ! � ��、つまり ! � ��となる。このことから、
! � �!が得られる。すると、非対称性の条件から、! � ! � �となる。これは、!が零でないことに
反する。したがって、!は相違的である。 �

�	
����� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �の原子的の三つ組 ��� �� ��が �� � " ��をみたす時、サイク
ル ��	���� �����������という。パース律 ��3�による、サイクルの 種類の変換からなる集合をサ
イクルセット ��	�������という。サイクル ��� �� ��のサイクルセットを ��� �� ��と表す。�のサイク
ルの集合を $���と表すサイクルでない原子の三つ組は、禁則 �����������という。

関係代数 �のサイクル ��� �� ��のサイクルセット ��� �� �� は、具体的には以下の要素からなる。
��� �� �� � ��� �� �� � ��� �� �� � ���� ������ � ���� ��� ��� � ������� ���

禁則な三つ組 ��� �� ��は、��� �� � �� � �と表される。

�	
����� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �がブール代数として原子的である時、 �は原子的であると
いう。

��	��	� �����

原子的関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �の二つの原子 !と +について、!と +の相対積は次
のように表される。

!� + �
�
�2��!� +� 2� 
 $���� �

�
� �2 
 ������!� + " �2�

�����

� � � �2 
 ������!� + " �2�とおく。明らかに !� +は� の上界である。今、或る �が存在して
� �2 
 � �2 � � 、かつ !� + �� �と仮定する。このとき、� � �!� +� � ��となる。すると�が原
子的であることから、�� 
 ����� � � �!� +� � ��が成り立つ。この時、� � !� +でもあるから、
�についての一番目の仮定から、� � � となる。一方、�についての条件から、� � ��でもある。
したがって、� � �が得られる。これは、�が原子であることに反する。したがって、!� +は� の
最小上界であることが示された。 �

ブール代数の性質から、有限関係代数は原子的関係代数なので、これを特徴づけるためには、原
子のリストとブール演算以外の演算での原子についての演算表と、サイクルのリストが与えられ
れば十分であることが分かる。

�	
����� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �の要素 -が次の二つの条件をみたす時、同値元�という。同
値元の集合を )-���と表しておく。
�'����� -� - � -

��	��� �- � -
�英語では、�����	
��� �
����とよばれる。

��



�	
����� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �の要素 �が次の条件をみたす時、反射的元という。
�,��� �� � �

��	��	� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �の要素 -について次の条件は互いに同値である。
➀ - 
 )-���

➁ - � �- � -� -

➂ - � -� �-

➃ -� �- � - ��� �-� - � -

➄ ��-�� - � �- ��� -��- � �-

�����

➀ � ➁ - 
 )-���をとる。- � �-は直ちに示されるので、- � �-がいえる。今、定理 �����➀

より、- � -� �-� - � -� -� - � -� -となるので、 - � -� -も成り立つ。
➁ � ➂ 明らか。
➂ � ➃ �- � �-� �-��- � ��-� �- � -� �- � - であるから、直ちに示される。
➃ � ➀ ➃の仮定と定理 �����➀より、�- � �-� �-� -��� �-� -� �- � -� �- � -となる。よって、- � �-

が得られる。更に、-� - � -も得られる。
➃  ➄ それぞれの不等式は条件 ����と、定理 �����➉ �転換の積に関する分配性�から得ら
れる。 �

��	��	� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �の同値元について次のことが成り立つ。
➀ - 
 )-��� �-� �� � �� � - � ��

➁ - 
 )-��� �- � ���� � � -� �

➂ %� - 
 )-��� �%� �� � �-� �� � ���% � ���� �� � �- � ����� �

➃ %� - 
 )-��� % � - � �� %� - � �

➄ � � �� 
 )-���

�����

%と -は )-���の要素であるとする。
➀ 定理 ����と定理 �����➀より次のように示される。

�-� �� � �� � ��-� �� � ��� � �� � �-� �-� ��� � �� � �-� �-� � �� � �-� -� � �� � - � ��

➁ �-� ��� �� � -� �� � � -� �と �-� ��� � � -� ��� �� � -� � が成り立つので、定理 �����より、次が成
り立つ。

�-� �� � ���� �� � ��-� �� � ���� �

よって、�-� �� � ��-� �� � ���� �となる。
今、➀より、�- � ���� � � ��-� �� � ���� � であるので、�- � ���� � � -� �が得られる。

➂ ➁より次が成り立つ。
�%� �� � �-� �� � ��% � ���� �� � ��- � ���� ��

また、�% � ���� �� � � �% � ���� �と �% � ���� �� �� � �% � ���� �� � � �% � ���� � から、定理 �����より次の
式が得られる。

�



��% � ���� �� � ��- � ���� �� � ���% � ���� �� � �- � ����� �

したがって、�%� �� � �-� �� � ���%� ���� �� � �-� ����� �となる。
➃ 今、定理 �����➀から、次の不等式が成り立つ。

��% � ���� �� � �� � �% � ���� �% � ����� �� � �% � ���� ���� �% � �% � ���� ��� �% � �% � ���� �%

そこで、次のことがなりたつ。
�%� �� � - � �%� �� � �-� ��

� ���% � ���� �� � �- � ����� � � ����% � ���� �� � ��� � -�� �

� ���% � ���� �%� � -�� �

� ����� �%� � -�� � � ��% � -�� �

� �% � -�� �

したがって、仮定から、�%� �� � - � �% � -�� � � �� � � � が成り立つ。これに、条件 ��3�を適用す
ることで、次がえられる。

%� - � �-� % � ��-� %� � � � ��-� %� � �� � �

以上から、%� - � � が得られた。
➄ まず、次が成り立つ。

�� � ���� �� � ����� �� � ���� ���� ��� � �� � ���� �� � �� � ���

更に、定理 �����➁より、次が成り立つ。
�� � ��� � �� � ���� �� � ����� �� � ��� � �� � ���� �� � ����� �� � �� � ���� �� � ����

故に、�� � ��� � �� � ���� �� � ����となるので定理 ����より、�� � ���は同値元である。 �

��	��	� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � の同値元 -に対して、集合 ��-� � �� 
 ��� � -�上の代
数 ��-� � ���-���� ��#� �� -� - � ����� � � は、-を最大元、- � ��を恒等元とする関係代数をなす。
但し、演算 #は #� � - � ��によって定めるものとする。

�����

まず、���-���� ��#� �� -�がブール代数であることを示す。補演算がブール代数の公理をみたす
ことをみれば十分。実際、��-�の要素 �に対して、次のようにに確かめられる。

��#� � �- �����- ���� � - ������� � - �� � - � � �#� � � ��- ���� � �� ���� �- � � �- � �

次に、-が同値元であることから、代数 ��-�は、相対積、転換について閉じている。また、- ���

は��-�に属する。
続いて、関係代数の公理をみたすことを確かめる。恒等元に関する公理と、公理 �,��をみた
すことをみれば十分である。一つ目の公理、�� - � �� � �を示す。�� �- � ��� � �は明らかなので、
� � �� �- � ���を示せば十分である。これは、定理 ����➄の条件を用いて次のように得られる。

� � - � � � - � ��� ��� � - � ��� �� � ���� � - � ��� ���- � -� � ���� � - � ��� ��- � ��� � �� �- � ����

� - � ����- � �� �- � ���� � - � �-��- � �� �- � ���� � - � ��- � �� �- � ���� � - � ��� �- � ����

� �� �- � ���

二つ目の公理、�,��を示す。���#���� 	�� � #	を示せば十分。それは以下のようになされる。
��#���� 	� � �� �- � ����� 	�� � ������� 	� � �	

一方、次も成り立つ。
��#���� 	� � �� �- � ����� 	�� � �� - � -� - � -

これらのことから、��#���� 	� � - � �	 � #	 が得られた。

��



以上から、 ��-�は関係代数であることが示された。 �

�	
����� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � の要素 4が次の条件をみたす時、イデアル元という。
������� �� 4� � � 4

�のイデアル元からなる集合を *���と書く。
また、�が次の条件をみたす時、右イデアル元という。

�������� 4� � � 4

左イデアル元も同様に定義される。

��	��	� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � の要素 4について次の条件は互いに同値である。
➀ 4 
 *���

➁ 4��4 
 )-���

➂ 4 � 4� � � �� 4

➃ �4 � ��� �4 � 	� � 4� �� � 	�

➄ 4と �4は右イデアル元

�����

➀ � ➁ まず、定理 �����➁より次を得る。
�4 � �4� �4� 4��� �4� 4� �4 � �� 4� � � 4

次に以下のことから、4は同値元である。
4� 4 � �4� 4� � �4� 4� � �4� �� � �4� 4� � ��� 4� �� � 4� 4 � 4 � 4� 4 � 4 � �4� �� � 4 � �� 4� � � 4 � 4 � 4

一方、�4� �� � ��4� �� � � ��4� ��� � � �4 より次が成り立つ。
� � 4 � �4 � ��� 4� �� � �4

 � � � ��4� ��� ��4��� � �

�� � � ���4��� ��� � �4� ���� ����4��� �4� ���

 � � � ����4� � �4� ��

 � ���4 � ��4� ��

�� ���4� � � ��4� ��� �

�� ���4� � � �4

明らかに、�4 � ���4� �なので、�4 � ���4� �である。
よって�4はイデアル元なので、同値元でもある。

➁ � ➂ 定理 ����➃より、4 � �4 � �なので、4��4 � �である。よって、仮定から、次を得る。
4� � � 4� ��4 � 4� � 4��4 � 4� 4 � � � 4� 4 � 4� 4 � 4

したがって、4 � 4� �なので、4 � 4� �となる。
同様にして、4 � �� 4 も得られる。

➂ � ➃ 4� �4 � 	� � 4� � � 4、かつ、4� �4 � 	��� 4� � � 4より、定理 �����より、次が得られる。
�4 � ��� �4 � 	� � 4 � ��� �4 � 	��

更に、4の仮定と定理 �����より、次を得る。
�4 � ��	� ��� � ��4 � �	�� ��

したがって、次が得られる。
4 � ��� 	� � �� �4 � 	�

��



以上から、�4 � ��� �4 � 	� � 4 � ��� 	�、が成り立つ。
➃ � ➄ � � �� 4 � �4 � �4�� �4 � �� � 4 � ��4� ��が成り立つので、条件 ��3�と定理 �����より、
4� � � 4が得られる。
他方、� � 4� � � �4 � ��� �4 � �4� � 4 � ����4�が成り立つので、同様にして �4� � � �4が得られる。

➄ � ➀ 4 � 4� � � ��4� � � ��4� ���� � � ��� ��4� � � �� 4� � �

��	��	� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � のイデアル元全体の集合 *���について以下が成り立つ。
➀ �� 4 
 *���� 4 � �4 � 4� 4

➁ 4 
 *���� �4 
 *���

➂ �� 4 
 *���� �� 4 
 *���

➃ �� 4 
 *���� � � 4 
 *���

�����

➀ 前定理よりイデアル元は同値元なので、定理 ����➁から明らかである。
➁ 前定理➀ � ➁の証明の中で示された。
➂ 明らかである。
➃ � � 4 � ������4�から、➁と➂ により得られる。 �

関係代数のイデアル元の全体 *���は、恒等元 ��を含むとは限らないので、関係代数の部分ブー
ル代数ではあるが部分関係代数とは限らない。また、次が成り立つ。

��	��	� ����!

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �のイデアル元 4に対して、集合��4� � �� 
 ��� � 4�は次
をみたす。
➀ 4 
 ��4�

➁ �� 	 
 ��4�� �� 	 
 ��4�

➂ � 
 ��4� ��� 	 
 �� � � 	 
 ��4�

➃ � 
 ��4� ��� 	 
 �� �� 	� 	�� 
 ��4�

➄ � 
 ��4�� �� 
 ��4�

この集合は補演算に関しては閉じるとは限らず、関係代数の部分ブール代数とは限らない。ま
た、ブール代数のイデアルになっているなど、イデアル元の集合にはない性質も持つ。

�	
����� ����!

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � の要素 �が次の条件をみたす時、部分恒等元という。
��!���� � � ��

��	��	� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � の部分恒等元 �と �は以下をみたす。
➀ � 
 )-���

➁ �� � � � � �

➂ �� � ���� � ����� � �����

➃ �� �� � �� � ��� �� � ��� ��

➄ ����� � 	 � �� �� � 	�

��



�����

➀ 定理 �����➁と仮定から、次が成り立つ。
� � �� ��� � � �� ��� �� � �� �� � ��� �� � ��

よって、� � ��が得られる。
次に、� � ��より、�� � � �を得る。このことと、➀ より、�は同値元である。故に、定理 ����➁

から � � �� �が得られる。更に、� � ��� �が得られる。
➁ � � ��より、�� � � ��� � � �、同様に、�� � � �となる。よって、�� � � � � �が得られる。

➀と定理 �����➀より次が成り立つ。
� � � � ��� ��� � � � ��� ���� � � ��� ��� � � �� �

以上から、�� � � � � �が得られる。 �

関係代数の部分恒等元の全体は、恒等元を含むが、補演算に関して閉じるとは限らないので、関
係代数の部分代数でも部分ブール代数でもない。一方、ブール代数のイデアルになっている。ま
た相対積については、下向きに閉じている。恒等元は同値元であることにも注意する。
以下では、特別な条件をみたす関係代数を考察する。条件を加えた結果ブール代数になってし

まうと、関係代数のことを考える甲斐がない。ここで、条件を加えた結果ブール代数になる場合
を確認しておく。

��	��	� �����"

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �は � � ��である時、単にブール代数になる。

�����

仮定と、定理 ����➁より、積と相対積が一致する。更に、定理 ����➀より転換は自己転換であ
る。したがって、�は単にブール代数である。 �

��	��	� ������

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �が積が相対積と一致する時、単にブール代数になる。

�����

仮定から、� � �� �� � � � �� � ��が成り立つので、前定理から結論を得る。 �

明らかに、関係代数� � ����� ���� �� �� �� ��� � � は次の場合、退化した代数である。
➀ � � ��

➁ 転換演算と補演算が一致する
➂ �%���	��� 	 � %�

➃ 和が相対積と一致する

�	
����� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � が次の条件をみたす時、単純という。
���%�� � �� �� ���� � � �

��	��	� ������

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �に対して次の条件は同値である。
➀ � は単純
➁ �上の任意の準同型写像が単射か退化代数への写像

��



➂ �のイデアル元は �と �のみ
➃ �� �� 	 � �� � � � �� 	 � �

�����

➀ � ➁ �上の準同型写像 5をとり、その準同型像を � � ����� ���� �� �� �� ��� � �とする。この
時、�は関係代数である。今、代数 � が非退化である場合を考える。この時、�の要素 �と 	に
対して、5��� � 5�	�であると仮定する。
 � �� � 	� � �	 � �� とおくと次が成り立つ。

5�
� � 5��� � �5�	� � 5�	� � �5��� � 5��� � �5��� � 5��� � �5��� � �

すると、次のことが得られる。
5��� 
� �� � 5����5�
��5��� � �� �� � � �

代数 �は非退化であったから � �� � � 5���である。よって、5��� 
� �� �� 5���となる。ここで、

 �� �であれば単純の定義から �� 
� � � �となり矛盾する。したがって、
 � �でなければならな
い。故に。� � 	が得られ、準同型 5は単射となる。
➁�➂ 任意に�のイデアル元 4をとる。始めに、定理 ����の集合����を考える。これは 4が同値
元でもあることから、定理����より恒等元を 4���とする関係代数��4� � ���4���� ���� �� 4� 4��� ��� � �

をなす。今、�上の写像 5を 5��� � 4 � �によって定める。すると、この写像は、�から��4�へ
の全射準同型写像になる。相対積について写像 5が保存されることをみる。定理 ���➃より、次
のように確かめられる。

5��� 	� � 4 � ��� 	� � �4 � ��� �4 � 	� � 5��� � 5�	�

次に、転換が保存されることが以下のように確かめられる。
5���� � 4 � �� � �4 � �� � �4 � ���� 5����

他の演算が写像 5によって保存されることも直ちに分かるので、これは準同型写像である。全
射であることも容易に分かる。
さて、仮定➁から、この準同型写像は、単射か退化代数への写像である。そこで、単射である場
合を考える。この時、次のが成り立つ。

5��� � 4 � � � 4 � 4 � 4 � 5�4�

よって、4 � �となる。一方、写像が退化代数への写像とすると、次が成り立つ。
5�4� � 4 � 4 � 4 � � � 4 � � � 5���

よって、4 � �となる。
以上から、イデアル元は �であるか �であることが示された。

➂ � ➃ �� �� 	 � �とする。この時、����� ��� 	 � �が成り立つ。今、���� �はイデアル元である
ので、➂の前提から ���� � � �であるか ���� � � �が成り立つ。前者の場合、�と 	の関係式から
	 � �� 	 � �となる。したがって、	 � �となる。後者の場合、� � ���� � � �より、� � �とな
る。
故に、� � �または 	 � �が成り立つ。

➃� ➄ 公理 �,���より、������� �� � �が成り立つ。ここで � � ���、� � �とおいて次を得る。
��� �������� �� � ��������������� �� � �� � �

よって、��� �������� �� � �が得られ、➃の前提から、�� � �または ������ �� � �が得られる。
つまり、� � �または ����� �� � �となる。したがって、�は単純である。 �

��



�	
����� �����"

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � が次の条件をみたす時、インテグラル�という。
���/� �� 	 � �� � � � �� 	 � �

��	��	� ������

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �について、次の同値関係が成り立つ。
➀ �がインテグラル
➁ �が退化代数か ��が原子
➂ � �� �� �� � � �

➃ � �� � ��� ���� � �� � � 
 �����

�����

➀ � ➁ �が非退化であるとする。この時、� �� �となる。ここで、� � �� であるとすると、
� � �� � � �� �� � �となって矛盾するので、� � ��でなければならない。今、� � � � ��であると
する。すると、次のことがなりたつ。

�� ��� � ��� � ��� ��� � ��� � �� � �� � �� � �� ��� � ��� � �� �� � �

よって、�� ��� � ��� � � � �� � �、つまり �� ��� � ��� � � となる。インテグラルの定義と、�
が正であることから、�� � �� � �、則ち �� � �が成り立つ。したがって、��は原子である。
➁ � ➂ � �� �とする。� � ������ � �と条件 ����より、��� �� � �� �� �が成り立つ。ここで、��

が原子なので、�� � ��� ��となる。よって、� � ��� � � �� �� � � �� �が得られる。したがって、
�� � � �となる。
➂ � ➀ �� 	 � �とする。	 �� �の場合、前提➂より、	� � � �となる。よって、次が成り立つ。

� � �� � � ��� 	�� � � �� �	� �� � �� �

したがって、� � �� �より、� � �が得られる。以上から、�はインテグラルである。
➂ � ➃ � �� �が ���� � ��をみたすものとする。� � 
 � �に対して、
は正なので、前提➁と
公理 �,���より、次が成り立つ。

�� � �� � � � �� � �
� �� � �� � �
� �
 � 
���
� � �� � �
� �
 � 
����
� ���� � �� � �
� �
 � ������

� �� � �
� �
� � 
� �


今得られた不等式 �� � 
� �
と仮定 
 � �、���� � ��から、次が得られる。
� � ���� � 
� �
�� � 
� ���� � 


よって、� � 
 � �ならば 
 � �が成り立つ。したがって �は原子である。
➃ � ➁ �は非退化とする。��は零でなく、���� �� � �� なので、前提➃より、��は原子である。�

��	��	� ������

インテグラル関係代数� � ����� ���� �� �� �� ��� � � について、次が成り立つ。
➀ �の部分代数はインテグラル
➁ �は単純

�����

➀ 定義から明らか。
➁ 定理 �����➂より、� �� � ならば、�� � � �なので、���� � � �� � � �となる。、よって、� は
単純である。

�*������をはじめ非退化であることを条件にに加えている場合があることに注意。

�




インテグラル関係代数において、定義とともに、それと同値な条件である定理 �	�	��➂も重要で
ある。これは二項関係,において、任意の要素 �に対して或る要素 	が存在して ��� 	� 
 ,とな
るものと空な関係を抽象したものである。定理 �	�	
との関連に注意したい。

�	
����� ������

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � が次の条件をみたす時、可換という。
�$���� �� 	 � 	��

また、次の条件をみたすとき対称という。
��	��� �� � �

��	��	� ������

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � について次のことがいえる。
➀ 可換関係代数は単純ならばインテグラルである。
➁ 対称関係代数は可換である。

�����

➀ � �� �とすると、�が単純なので、���� � � �が成り立つ。�は可換でもあるので、� � ���� � �

�� �� � � �� �となり、定理 �����➂より、�はインテグラルである。
➁ �� 	 � ��� 	��� �	� �� � 	�� �

��� 関係代数の例

ここでは、有限関係代数の例をあげる。

#$��%&	 �����

関係代数と同じタイプの代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �が �個の原子 ��、�からなり、以下の
演算表をみたす時、関係代数が定まる。

� � ��

� � �

�� � ��

�

� �

�� ��

但し、禁則サイクル ���� �����のサイクルセットのみを持ち、二つの原子 ��と�をもつ時に定
まる関係代数ということもできる。
実際、���� ���� が禁則サイクルだから、���� ��� � �� � �が成り立ち、関係代数が定まる場合

�� � �� � �である。�� が原子だから、 ��は、�か、�でなければならない。 �� � �とすれば、関
係代数が定まる時� � �でなければならない。これは、�が原子であることに反する。よって、
�� � �ということになる。相対積の演算では、���がはっきりしない。�������と ����� ���

が禁則でないサイクルなので、�� � ���かつ ��� � ���であるから、���� � ���が得られる。
代数は原子的ブール代数でもなければならないので、� � ���、すなわち��� � �となる。

原子が二つである関係代数はもう一つ定めることができる。これを次にあげる。

��



#$��%&	 �����

関係代数と同じタイプの代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �が �個の原子 ��、�からなり、以下の
演算表をみたす時、関係代数が定まる。

� � ��

� �� �

�� � ��

�

� �

�� �

但し今度は、二つの禁則サイクル ���� �����、�������のサイクルセットのみを持ち、二つの
原子 ��と�をもつ時に定まる関係代数ということができる。
この場合は転換は最初の例と同様だが、相対積の演算において、���がはっきりしない。�������

が禁則サイクルなので、����� � �� � �より、����� �� � �だから、�が原子であることを考慮
して、���は �か ��となる。一方、����� ���が禁則でないサイクルなので、��� � ���である。
すなわち、�� � ���である。したがって、��� � ��でなければならない。

尚、二つの禁則サイクル ���� �����、����� ���のサイクルセットのみを持ち、二つの原子 ��と
�をもつ時には関係代数は定まらない。実際、この時、��� � �かつ�� � ��でなければなら
ないが、公理 �,�����から次の矛盾する関係が得られ、関係代数の公理と折り合わないことが確
かめられる。

� � �� �� � ����� � ��������� � ��

以上の �例はいずれも対称単純関係代数である。

次は、対称でない関係代数の例である。

#$��%&	 ����� �ポイント代数�
関係代数と同じタイプの代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �が �個の原子 ��、�、�からなり、以
下の演算表をみたす時、関係代数が定まる。

� �� � �

�� �� � �

� � � �

� � � �

�

�� ��

� �

� �

ポイント代数は、三つの禁則サイクル ���� �����、����� ��、�� � ��のサイクルセットのみを
持ち、三つの原子 ��と�と�をもつ時に定まる関係代数である。

��



第�章 関係代数の表現

��� 表現可能な関係代数

ここで本題である関係代数の表現を考える。

�	
����� ����� �関係代数 �� �の表現�
関係代数 �が或るプロパーな関係代数と同型な時、�は表現可能と言い、同型写像を �の表
現と言う。
表現可能な関係代数を���と書き、���全体のクラスを �� と表す。

�� は有限公理化可能でないことが知られているので、関係代数に有限個の公理を加えても
表現可能な関係代数を得ることはできない。さらに、次のことが知られている。

��	��	� �����

�� を表現する公理は無限の等式で表される。

��� 関係代数の表現不可能性

次の定理が示すように、全ての関係代数が表現可能とは限らないことが知られた。このことは、
ブール代数の表現定理が二項関係に対してはうまく拡張できないことを示している。

��	��	� ����� ��'�(������"�

��� � ��

もとの証明は反例に用いられた代数が大きな有限関係代数なので省略する。その後、有限な要
素からなる関係代数の中で、表現可能でない最小の例 �参考文献 �����が与えられた。

�	
����� ����� �)*+	�,�	代数����"�
関係代数$ � �1��� ���� �� �� �� ��� � �が次をみたす時、��������代数であるという。

���6�� $ は ��、�、�及び�なる四つの原子をもつ
���6�� $ の原子は次の演算表をみたす

� � � � ��

� � � ��� �

� � � ��� �

� ��� ��� ��� � �� �

�� � � � ��

�

� �

� �

� �

�� ��

��



!"#$%&�$代数$に対して、そのサイクルセットは以下の 個。
���� ��� ���� ��������� ���� ��7�� ��� ��� 7�� �����7�� ��� ����� ��� ��7�� ����� 7�

��	��	� �����

��������代数 $ � �1��� ���� �� �� �� ��� � � は表現不可能な関係代数である。

�����

��������代数 $が確かに関係代数の公理をみたすことのチェックは、省略する。
��������代数 $が或るプロパーな関係代数 � に同型であるとする。その基集合を �、同型
写像を �とする。� �� �より、���� �� � であるから、����の要素 ��� 	�が存在する。�� ����

がサイクルであるから、� ����より、���� � ��������� が成り立つ。よって、或る � の元

 が存在して ��� 
� 
 ����、かつ �
� 	� 
 ����が成り立つ。一方、�� � ���がサイクルだか
ら同様にして、或る � の元 2 が存在して ���2� 
 ����、かつ �2� 	� 
 ����が成り立つ。今、
������ � ����かつ ������ � ����から、�2� �� 
 ���� かつ �	�2� 
 ����が成り立つ。よっ
て、�
� 2� 
 ��������� � ������ � ����。更に、�������がサイクルだから、���� � ������

となり、�
� 2� 
 ����であるから、或る�の元 �が存在して �
� �� 
 ���� かつ ���2� 
 ����が
成り立つ。
今、或る $ の二つの原子 !と + が存在して、��� �� 
 ��!� かつ �	� �� 
 ��+� が成り立つ。
実際、要素 
 に注目すると ��� �� 
 ������ であり、$ は有限 �原子的� なので、��� はそれ
以下の原子の和として表される。サイクルの条件を考慮すると、��� ����となる。よって、
��� �� 
 ������ � ���� � ���� となるので、��� �� 
 ����または、��� �� 
 ����となる。他
方、要素 2に注目すると ��� �� 
 ������でもあり、先程と同様にして、��� �� 
 ����または、
��� �� 
 ����となる。したがって、��� �� 
 ����ということになる。同様の議論から、�	� �� 
 ����

が得られる。
ところでこのことは、以下のように矛盾を導く。��� �� 
 ����、��� 	� 
 ������ � �� ��� であ
るから、��� 	� 
 ������� ��� � ���� ���となる。よって、� �� ���� ��� � ���� � ����� ��� ��� が
得られる。そこで、�が単射であることから、� �� ��� ��� ��となる。これは、�������が禁則
サイクルであることに反する。
この矛盾は、プロパー関係代数への同型写像 �が存在すると仮定したためだから、$は表現可
能でないということになる。 �

��	��	� �����

可換単純関係代数は表現可能とは限らない。

�����

��������代数はインテグラルなので、単純である。また、可換である。 �

!"#$%&�$ 代数を考えると、関係代数の部分クラスである、インテグラルなクラス、単純なクラ
ス、可換なクラス、対称なクラスは表現可能でないことになる。そこで、他の条件を関係代数に
課す必要がでてくる。
また、!"#$%&�$代数は原子的なので、原子的関係代数であっても、ブール代数のように関係代

数での完備表現をもつとは限らないことがわかる。但し、完備表現と原子的表現が同等なことは
確かめられる。

�



第�章 表現可能な特別な関係代数

本章では、既に知られている表現可能な関係代数を考察する。このような例は、文献 ��以降与
えられ現在に至るが、ここでは、原論文を参照しながら、文献 ���に沿って紹介していく。

��� 関係代数の特別な元
�	
����� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � の要素 � が次の条件をみたす時、関数的元であるという。
��!��� �� � � � ��

関数的元の集合を �����と表す。

定理 �	�	
から、これは写像の像の一意性を抽象したものとなっている。

��	��	� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � において、�の要素 � に対して以下の条件は同値である。
➀ � 
 �����

➁ � � �� � 	� � �� ��� � �� � 	�

➂ � ���� � ��

�����

➀ � ➁ � � �� � 	� � �� ��� � �� � 	�は直ちに示される。
また、定理 �����➂と関数的元の定義から、次が得られる。
�� ��� � �� � 	� � � � �� �� � �� � 	�� � �� � � � ��� �� � ��� 	� � �� � � � ����� 	� � �� � � � �� � 	�

以上から、 � � �� � 	� � �� ��� � �� � 	� が示された。
➁ � ➂ �� ����� � � � �� ����� � �� � ��� � � � ���� � ��� � � � � � �

より、� ���� � �� となる。
➂ � ➀ 公理 �,���より次のようにして得られる。

�� � � � �� ���� ����� � ������ � �� �

��	��	� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � において、以下の条件は同値である。
➀ ����� 	 �����

➁ !� + 
 ������ !� + � � �� !� + 
 �����

➂ ! 
 ������ �!�! 
 �����

�����

➀ � ➁ �����の要素 !と +に対して、� � � � !� +であるとする。パース律 ��3�などより、
次が成り立つ。

��



�!� +� � � �� �  �+� ��� � �! �� �  ��� �+� � ! �� �

今、� � ��� �+� � ! � !であり、!は原子なので、! � �� �+となる。したがって、原子が関数的元
である前提から、次が得られる。

!� + � ��� �+�� + � �� ��+� +� � �� �� � �

よって、�についての仮定から、!� + � �となる。したがって、!� + 
 �����が得られ、!� + � �、
または !� + 
 ����� が成り立つことが示された。
➁ � ➂ ! 
 �����とする。! �� �なので、 パース律 ��3� から、次が成り立つ。

! � ! �� �  ���� �!� � �! �� �  ��!�!� � �� �� �

ゆえに、� � ��!�!� � �� � �!�!となる。
� � �!�!であり �!も原子なので、➁の前提から、�!�!は原子である。

➂ � ➀ ! 
 �����をとる。! �� �なので、パース律 ��3�から、� � ��!�!� � �� � �!�!が成
り立つ。
さて、➂の前提から、�!�! 
 �����であるので、��!�!� � �� � �!�!、すなわち、�!�! � ��が成り
立つ。
したがって、!は関数的元である。 �

��	��	� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � において、次が成り立つ。
! 
 ����� ��� + � !� + 
 �����

�����

! 
 �����かつ + � !とする。次が成り立つ。
�+� + � �!� + � �!�! � ��

よって、+ 
 �����となる。 �

��	��	� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � において、�の要素 �に対して以下の条件は同値である。
➀ �は関数的同値元である
➁ �は部分恒等元

�����

��� 定理 ����➁より次のように示される。
� � �� � � ��� � � ��

� � 定理 ����➀より �が同値元なのは良い。関数的元であることは次のように示される。
��� � � ��� �� � �� � ��� � �� �

�	
����� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � の要素 %が次の条件をみたす時、ポイント元であるとい
う。
���� � � % ��� %� �� % � ��

ポイント元の集合を �����と表す。

これは、空でない集合上の二項関係'の要素 ��� ��において、次がなりたつことである。
���	 ��� �� 
 , ��� �	� �� 
 ,� � � �


�



このことから、二項関係上のポイント元,は, � ���� ���と表されることが確かめられる。つ
まり、二項関係の集合上での、恒等関係の部分集合である一元集合を抽象したものが、ポイント
元である。

��	��	� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �に対して次が成り立つ。
! 
 ����� ��� ! 
 ������ �!�! � �� ��� !� �! � ��

�����

! 
 �����とする時、次が成り立つ。
! � !� �!�! � !� ��! � ��

同様に、�!も原子となるから、�! � ��となる。
よって、�!�! � �! � ��となる。
更に、!� �! � ��が成り立つ。 �

したがって、関係代数�に対して、����� 	 ������ ����� 	 ����� が成り立つ。

��� 特別な関係代数の表現可能定理
��	��	� ����� �-.�//�� ���/0��

全ての原子が関数的元である原子的関係代数は表現可能である。

�����

全ての原子が関数的元であるような原子的関係代数を� � ����� ���� �� �� �� ��� � �とする。� 上
の写像 � を�の要素 �に対して、次のように定義する。

� ��� � ��!� +� 
 ������������! � �� +�

更に、� � � ���、� � � ���、�� � � ����とおく。� ���� � ������� となることが直ちにわかる。
そして、� ��� � �でもある。この時、代数 � � ������� �� �� �� ������� � ��

�� � がプロパー関係代
数となり、写像 � がその表現となることが以下のように示される。
まず、� が単射であることを確かめる。�の二つの要素 �と 	に対して、� ��� � � �	�である
とする。�が原子的であることと � の定義から、次が成り立つ。
�! 
 ����� ��! � 	�!

�が原子的であることから、�� �
�
�� 
 ������� � ��� が成り立ち、相対積が完全加法的であ

るから、次が成り立つ。
� � �� �� � ��

�
�� 
 ������� � ��� �

�
��� � 
 ������� � ���

	についても同様にして、	 �
�
�	� � 
 ������� � ��� が成り立つ。

以上のことから、次のことがわかる。
� �
�
��� � 
 ������� � ��� �

�
�	� � 
 ������� � ��� � 	

これで、� が単射であることが示された。
次に、� が和を保存することを示す。実際、次のように示される。
� ��� 	� � ��!� +� 
 ������������! � ��� 	�� +�

� ��!� +� 
 ������������! � �� + �� ! � 	� +�

� ��!� +� 
 ������������! � �� +� � ��!� +� 
 ����� �������! � 	� +�


�



� � ��� � � �	�

次に、� が積を保存することを示す。今、�の原子 !に対して、!は関数的元と仮定しているの
で、定理 �����➁ より、�� � 	��! � ���!� � �	�!� が成り立つ。このことから、次が成り立つ。

� �� � 	� � ��!� +� 
 ������������! � �� � 	�� +�

� ��!� +� 
 ������������! � ��� +� � �	� +��

� ��!� +� 
 ������������! � ��� +�� � ��!� +� 
 ������������! � �	� +��

� � ��� � � �	�

以上より、� ��� � � ��� � � ����、� ��� � � ��� � � ����であることから、�の補元の一意性
より、� ���� � ������������� � � ���がいえる。
次に、� が相対積を保存することを示す。
� ��� 	� � ��!� +� 
 ������������! � ��� 	�� +�

� ��!� +� 
 ����� �������! � �� �	� +��

� ��!� +� 
 ����� �������! � ��
�
�� 
 ������� � 	� +��

� ��!� +� 
 ����� ��������� 
 ����� ! � �� � ��� � � 	� +�

� � ����� �	�

更に、� が転換を保存することを示す。
� ���� � ��!� +� 
 ������������! � ��� +�

� ��!� +� 
 �������������! � �+���

� ��!� +� 
 ��������������+��� � �! �� ��

� ��!� +� 
 �������������!� �+� � �� �� ��

� ��!� +� 
 ���������������!� � + �� ��

� ��+� !� 
 ������������+ � ��!�

� �� ������

以上から、� はプロパー関係代数 � への準同型写像であることが分かる。 �

�	��� �����

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � 上のプロパーフィルター � に対して、�の要素 �と 	が
�� 	 
 � をみたす時、集合族 � � �" 
 ��������� �
 " � � 
 " ��� �� 
 " �� 	 
 �� は極大
元をもち、それはウルトラフィルターである。

�����

集合族 � に対して、�によって生成された単項フィルター ��をとる。実際、
を ��の要素と
する。� � 
から �� 	 � 
� 	となる。更に、�� 	がフィルター � の要素であるから、
� 	は � の
要素である。�は �� 	 �� �から、零ではないので、� �
 ��である。� 
 ��でもあるので、�� 
 �
となる。したがって、� �� �となる。
次に、� の任意の全順序部分集合$をとる。この時、�$は$の上限となる。実際、定理 �����

より、�$はフィルターとなり、明らかに、 �$ 
 � となる。�$ 
 � が$の上限であることも
明らかである。
これらのことから、8���の補題から、� には包含関係に関して極大元が存在する。
この極大元を改めて"とおく。これがウルトラフィルターであることを示す。" 
 � より、プ
ロパーフィルターであることは良い。
今、� �
 "とする。 を" � ���によって生成されるフィルターとする。明らかに、� 
  で


�



ある。ここで、次を仮定する。
�� 
 " �� � ��� 	 
 �

すると、生成されるフィルターの定義から の要素 
に対して、次が成り立つ。
�/� � � � �/� 
 " � ��� /� � � � � � /� � 


よって、�/� � � � � � /��� 	 � 
� 	 が成り立つ。一方、仮定と"の属する� の定義から、次を得る。
�/� � � � � � /��� 	 
 �

よって、フィルター � の定義から、
� 	 
 � が得られる。これで、次が得られたことになる。
�
 
  
� 	 
 �

更に、" � ���は有限交差性をもつ。
実際、仮定と" 
 � であることから、有限個の /�� � � � � /� 
 " � ���に対して /� � � � � � /� � �

とすると、/� � � � � � /� 
 " � ���であることと仮定から、次が得られる。
� � �� 	 � �/� � � � � � /��� 	 
 �

これは、� がプロパーフィルターであることに反する。
これで、" � ���は有限交差性をもつことが示された。
このことから、定理 ����� より、フィルター はプロパーフィルターとわかる。
以上から、 
 � となる。しかし、これは、"の極大性に反する。したがって、仮定は否定さ
れ、次の条件がみたされなければならない。
�� 
 " �� � ��� 	 �
 �

ここで、この条件をみたす �について、"の任意の要素 �に対して、�� � � � ��� 	 � �� � ��� 	なの
で、�� � � � ��� 	 �
 � が成り立つ。
一方、次が成り立つ。
�� � ��� 	 � �� � � � ��� 	 � ��� � � � ��� 	

今、� � � 
 "なので、�� � ��� 	 
 � であるから、ウルトラフィルター � が素であることより次
がえられる。
�� 
 " ��� � � � ��� 	 
 �

今度は、" � ����によって生成されるフィルターを �とする。� 
  �、かつ �の任意の要
素 �に対して �� 	 
 � が成り立つ。
更に、" � ����が有限交差性をもつことが、上と同様に示されるので、フィルター �はプロ
パーフィルターと分かる。
以上から、 � 
 � となる。したがって、" 	  � と"についての極大性から" �  �となる。
よって、�� 
 "となる
以上から、"がウルトラフィルターであることが示された。 �

�	��� �����

関係代数� � ����� ���� �� �� �� ��� � � 上のプロパーフィルター � と、定理 �����のウルトラフィ
ルター"に対して、�の要素 �と 	が �� 	 
 � をみたす時、集合族%を次のように定める。
% � � 
 ��������� �
  � 	 
  ��� �� 
 "�� 
  �� � 
 ��

この時、%は極大元をもち、それはウルトラフィルターである。

�����

	によって生成された単項フィルター �をとる。補題 �����の証明と同様にして、� 
 %が示
される。更に、%に極大元 が存在することが確かめられる。


�



 がウルトラフィルターであることを示す。� �
  とする。
すると補題 �����の証明と同様に � ���によって生成されたフィルターを考えることで、次が
成り立つ。
�� 
 "�� 
  �� �� � �� �
 �

更に、"の任意の要素 !と の任意の要素 +に対して、次が成り立つ。
�! � ��� �� � � � +� �
 �

�! � ��� �� � +� 
 �

したがって、次が示される。
�! � ��� ��� � � � +� 
 �

よって、!� ��� � +� 
 � が得られる。更に、 � ����によって生成されるフィルターを考える
ことにより、�� 
  が得られる。 �

以上の補題をもとに次の定理を証明する。この結果は、文献 ��において ���の理論を用いて
はじめに示されたものをかきかえたものである �文献 ����。

��	��	� ����� ��	�0�� )��0 ���/0��

関係代数は完備原子的関係代数に埋め込まれる。

�����

関係代数� � ����� ���� �� �� �� ��� � �をとる。�はブール代数でもあるので、ブール代数の意味
での、�のウルトラフィルターの集合を ������とおく。今、��をブール代数としての�上のス
トーン写像とする。その値域の集合体���������は完備ブール代数である。この集合体���������
上に、� と9 を ���������の要素として、二項演算子 Æと単項演算子 �を次のように定義する。

� Æ9 � �� 
 ���������� 
���� 
 9 ��� 	�� 
 ��� 	 
 ��� 	 ��

�� � �� 
 ���������� 
� ����� 
 ��� 	 ��

ここで、� � �������������� �� �� ������� Æ�� � �������なる代数をとる。
この時、代数 � が完備原子的関係代数であり、ストーン写像 ��は � への関係代数上の単射準
同型写像となる。
このことを確認するために、次の二点を確認する。
一つに、転換、相対積の演算を保存すること。
二つに、代数 � � �������������� �� �� ������� Æ�� � �������が完備原子的関係代数であること。
�第一段� ストーン写像 ��は転換、相対積の演算を保存する。
このことを確認するために、� 
 ������に対して、�� � �
 
 ���
 
 ��とおくと、��は�上
のウルトラフィルターになり、����� 
 ��� � � が成り立つことに注意する。
さて、� 
 �をとる。� 
 ������ � �� 
 ��������� 
 ��とする。ここで、�� 
 � であるか
ら、� 
 ��である。よって、�� 
 �����となる。したがって、� 
 ���������が成り立つ。故に、
������ 	 ��������となる。逆の包含関係も直ちに示されるので、������ � ��������がえられる。
次に、相対積の演算を保存することを確かめる。
�� 	 
 �とする。� 
 ����� Æ ���	�とする。演算子 Æ の定義から次が成り立つ。
��� 
 ������� 
 ���	� ��� ��� 
 ��� � 
 �� 	 �

今、� 
 ��かつ 	 
 � より、�� 	 
 �。したがって、� 
 ����� 	�となる。
よって、����� Æ ���	� 	 ����� 	�が得られる。







今度は、� 
 ����� 	�とする。つまり、�� 	 
 � かつ � はウルトラフィルターである。補題
�����、補題 �����より、あるウルトラフィルター"と で、" 
 �����かつ 
 ���	�、更に演
算子 Æの定義から、� 
 ����� Æ���	�をみたすものが存在する。よって、����� 	� 	 ����� Æ���	�
となる。
以上から、 ����� 	� � ����� Æ ���	�が示された。
（第二段） 代数 � は完備原子的関係代数である。
代数 � がブール代数をなすのは明らかである。
次に、関係代数の公理 �,���から �,���を順に確認する。
今、�、9、� を ���������の三つの任意の要素とする。
一番目の公理 �,���、すなわち演算子 Æが結合的であることを確かめる。
� 
� Æ �9 Æ � �とする。この時、次が成り立つ。
�" 
�� 
 9 Æ � ��� 	�� 
 " ��� 	 
  � 	 �

�1 
 9�3 
 � �
�2�
 
 1 ��� 2 
 3� 	  

この時、集合 � ��� 
�� 
 " ��� 
 
 1�は有限交差性をもつ。
実際、� 
 "と � 
 1 に対して、� 
 3なので、�� � 
  となる。よって、�� �� � 
 � となり、

� がプロパーフィルターなので、�� � �� �でなければならない。ここで、次が得られる。
��� � � � � �� 
 "� ��� � � � � �� 
 1 � �� ��� � � � � � ���� ��� � � � � � ��� � ���� ��� � � � � � ���� ���

ゆえに、 は有限交差性をもつ。
今、� 
 "、� 
 1、� 
 3とすると、�� � 
  であり、�� �� � 
 � となることに注意する。
ここで、次の集合族 & を考える。
& � �* 
 ��������� �
 * � �� 
 "�	 
 1 �� 	 
 * ��� �+ 
 *�2 
 3 +�2 
 ��

この & は空でない。 が有限交差性をもつことから & が から生成されるフィルターを含む
からである。この時、補題 �����の証明と同様の進め方で、& には包含関係について極大元 * が存
在し、ウルトラフィルターになることが示される。
このことは、� 
 �� Æ9� Æ � であることを示している � * 
� Æ9�。よって次が得られる。
� Æ �9 Æ � � 	 �� Æ9� Æ �

逆の包含関係も同様に示されるので、公理 �,���がなりたつことがわかる。
二番目の公理 �,���を確かめる。

�� �9� Æ � � �� Æ � � � �9 � � �を確かめればよい。それは、以下のように示される。
� 
 �� �9� Æ9

 � �"� " 
� �9 �  
 � ��� ��� 	�� 
 " ��� 	 
  � 	 �

 � �"� �" 
� �� " 
 9��  
 � ��� ��� 	�� 
 " ��� 	 
  �

 � �"� �" 
��  
 � ��� ��� 	�� 
 " ��� 	 
  � 	 � � ��

�" 
 9�  
 � ��� ��� 	�� 
 " ��� 	 
  � 	 � �

 � �"� �" 
��  
 � ��� ��� 	�� 
 " ��� 	 
  � 	 � � ��

�"� �" 
 9�  
 � ��� ��� 	�� 
 " ��� 	 
  � 	 � �

 � � 
� Æ � �� � 
 9 Æ �

 � � 
 �� Æ � � � �9 Æ � �

三番目の公理 �,�	�、右単位元の性質を示す。次が成り立つ。
� 
� Æ ������

 � �"� " 
� �  
 ������ ��� ��� 	�� 
 " ��� 	 
  � 	 �


�



 � �"� " 
� � �� 
  ��� ��� 	�� 
 " ��� 	 
  � 	 �

したがって、この"と に対して集合の包含関係と、�� �� � � であることから、" 	 � が成
り立つ。特に、� � " 
� が成り立つ。つまり、� Æ ������ 	� がわかる。
次に、� 
� とする。次の集合族%を定義する。
% � � 
 ��������� �
  � �� 
  ��� �� 
 ��	 
  �� 	 
 ��

%は ��から生成されるフィルターを含み、包含関係についてウルトラフィルターの極大元 を
もつことが上述の事情からわかる。したがって、� 
� Æ������となる。よって、� 	� Æ������
が得られた。
四番目の公理 �,�
�、転換の反転を示す。
� 
 � に対して、" � ����� 
 ��とおくと、"は、第一段で触れたように、ウルトラフィル
ターである。この時、����� 
 "� � � となる。このことから、� 
���となる。逆にこの時、次
が成り立つ。
�" 
������� 
 "� 	 �

更に、この時次のことが得られる。
� 
������ 
  � 	 "

すると、 	 � となり、ウルトラフィルターの性質から � � が得られる。よって � 
� と
なる。以上から、� ���� が得られた。
五番目の公理 �,���を示す。�� �9�� � �� �9�を示せば良いが、公理 �,���と同様の式
変形でできる。
六番目の公理 �,���を示す。まず、� 
 �� Æ9��とする。すると、次が成り立つ。
�" 
� Æ9� 
��1 
 9 ��� 	�� 
  � 	 
 1� 	 " ��� ����� 
 "� 	 �

今、この と1に対して � � ����� 
  �、1 � � ����� 
 1�とおく。 �と1 �はウルトラフィ
ルターであり、 � 
��、1 � 
 9�が成り立つ。
これらのことから、次のことが得られる。

� 
  � ��� 	 
 1 �

 � �� 
  ��� �	 
 1

�� ��� �	 
 "

�� 	�� � ���� �	��
 �

よって、� 
 9� Æ��となる。
以上から、�� Æ9�� 	 9� Æ�� が得られた。また、� 	 9 ��� 	 9�、が直ちに得られる
ので、公理 �,�
�より、9� Æ�� 	 �� Æ9�� も得られる。
七番目の公理 �,���を示す。
��� Æ ������ � �� Æ9�� �9 � � を示す。
� 
 ��� Æ ������ � �� Æ 9�� �9 � � と仮定して矛盾を導く。仮定から、� 
 9 であり、更
に次をみたす。
�" 
�� � 
 ������ � �� Æ9� ��� 	�� 
 "� 	 
  � 	 �

この、"、 に対して、1 � ����� 
 "�とおく。この時、1 
� となる。今、 �
� Æ9 な
ので、次のことが成り立つ。
�� 
 1�� 
 ��� � �
  

 はウルトラフィルターだから、���� �� 
  となる。�� 
 1 より、������� �� 
 � となる。
ここで、������� �� � ��なので、�� 
 � となる。したがって、� � � � �� 
 � となって、� が


�



ウルトラフィルターであることに矛盾する。
これで、� は関係代数であることが確かめられた。
代数 � は巾集合代数なので、完備で原子的でもある。
�第三段� 代数�は、代数 � に埋め込まれる。
第一段と第二段より、�上のストーン写像は、代数 � への単射準同型写像となる。 �

��	��	� ����� �-.�//�� ���/0��

最大元が有限個からなる関数的元の和で表される関係代数は表現可能である。

�����

関係代数を� � ����� ���� �� �� �� ��� � � とする。最大元が有限個からなる関数的元の和で表され
るとすると次のように表される。
��� 
 ����� � � � ��� 
 ����� � � �� � � � �� ��

ここで、定理 �����より、完備原子的関係代数 � � ����� ���� /���� /���� /������� � �への埋め込み
が存在する。その、埋め込み写像を /とする。/の像 /���上の代数は、� の部分代数となる。こ
れを � � ����� ���� /���� �� /������� � �とおく。/は、� への同型写像である。今、埋め込み写像の
性質から、次が成り立つ。

/��� � /���� � � � �� /����

それから、ここで列挙した各関数元 �� �� � �� � � � � ��の性質から、次もいえる。
�� 
 ��� � � � � �� �/������� /���� � /��

��

よって、各 /����は代数 � 上の関数的元、特に代数 � 上の関数的元である。
ここで、����� 	 �����かつ � は原子的であること、そして定理 �����より、次が成り立つ。
�! 
 ����� ! � /���

�� ! 
 ����� ! � /���

 � �/���� 
 �/����� � � � � /����� ! � /����

�� ! 
 �����

したがって、����� 	 �����が成り立つ。
このことから、定理 �����より、代数 � は、或るプロパー関係代数 �に同型である。以上から、
この関係代数�はプロパー関係代数 � に表現であることがわかる。 �

��	��	� ����� ���(0��/���

全ての原子がポイント元である原子的関係代数は表現可能である。

�����

定理 �����より、関係代数の全ての原子がポイント元である時、全ての原子は関数的元である。
ゆえに、関係代数が原子的でもある時、定理 �����より、表現可能である。 �

��	��	� �����

全ての原子が部分恒等元である原子的関係代数は表現可能である。

�����

定理 �����より、部分恒等元は関数的元だから、全ての原子が関数的元である。したがって、定
理 �����より、表現可能である。 �

次のことが直ちに示される。


�



�	��� ����!

関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � � において、次が成り立つ。
! 
 ����� ��� + � !� + 
 �����

��	��	� �����

最大元が有限個からなるポイント元の和で表される関係代数は表現可能である。

�����

最大元が有限個からなるポイント元の和で表される関係代数を�とする。定理 �����の証明と
同様にして、関係代数�の完備原子的関係代数の部分代数 � への同型写像がとれ、補題 �����よ
り、����� 	 �����が成り立つ。したがって、定理 �����より、����� 	 �����が成り立つ。ここ
で、定理 ����� より、関係代数 �は、プロパー関係代数に表現可能である。
以上から、関係代数�は表現可能であることがわかる。 �

��	��	� �����"

最大元が有限個からなる部分恒等元の和で表される関係代数は表現可能である。

�����

定理 �����の証明と同様にして得られる。 �

また、次のことも確かめられる。

��	��	� ������ �-.�//�� ���/0��

全ての原子 !が �!� ��! � ��をみたす単純で完備原子的な関係代数�は�の原子の集合上の完
全なプロパー関係代数に表現可能である。

この定理は、表現に次の写像を定義するとよい。
� ��� � ���� ����! 
 ����� ! � � � � � !� �! ��� � � �!�!�

これで、定理 �	�	�と定理 �	�	�とを用いて、� が表現可能なことがわかる。そして、, 	 � ���
であるとき、,の要素 ��� ��に対して、次の集合 を考える。

 � �! 
 ������� � !� �! ��� � � �!�!�

�は完備代数なので、この集合の上限 �が存在する。この時、� ��� � ,となる。すなわち、
� はプロパー関係代数への全射である。�は単純なことから、� ��� � ����� � �����であるこ
と、したがって、このプロパー関係代数が完全であることが確かめられる。






第�章 まとめと展望

��� まとめ

以上までで、二項関係を抽象化した典型的な関係代数を紹介し、その基本的な性質を紹介した。
そして関係代数が一般に表現できないこと、しかも有限な場合ですら表現できるとは限らないこ
とを紹介した。また、原子に注目することで、表現可能な場合があることがあることもはっきり
した。その副産物として、関係代数は完備原子的なブール代数に表現可能であることが、ブール
代数同様に成り立つことが紹介された。

��� 関係代数の研究の経緯と展望

前章で述べた定理は、一般化できることが知られている。定理 �	�	� は、有限個の仮定はなくて
もかまわないことが文献 ���より知られている。
この時、特に、最大元が関数的元の和で表されるという性質は、任意の � でない要素に対して、
それ以下の �でない関数的元が存在するということである。ブール代数における稠密部分集合� と
いう用語を用いると、�以外の関数的元の集合が関係代数の稠密部分集合であるということであ
る。�原子的とは、原子の集合が関係代数の稠密部分集合であることである。�

更に、関係代数 � � ����� ���� �� �� �� ��� � �が次の条件をみたす時、表現可能である �文献 ����こ
とが示された。

� �
�
��%� -�%� -は関数的元 �

この事実は、定理 �	�	�を一層一般化したものとなっている。
これらの結果は、関数的元によって生成される関係代数は表現可能なのではないかと期待させ
るものであるが、残念ながら、この予想は否定された �文献 �����。

また、今述べたこととは別に、ポイント元に注目することで、次のような結果が得られている。
これも、前章で述べたことの一般化であるといえる。まず、ポイント元の一般化であるペアー元
を導入する。

�	
����� �����

関係代数� � ����� ���� �� �� �� ��� � � の要素 %が次の条件をみたす時ペアー元であるという。
������ � � % ��� %� ��� %� ��� % � ��

但し、�� � ���である。

�ブール代数 � � ����� ���� �� �� の部分集合 � が � の稠密部分集合であるとは次をみたすこと。
� �� � 	�� �� � � � 	�
�� � � � � �


�



ペアー元は二項関係,に対して、, � ���� ��� ��� ���と表されるものである。恒等関係の一元
または二元からなる部分集合を抽象した �つまり、上の,において、� � �でもよい�ものである。
この概念を用いて、恒等元がポイント元とペアー元の和で表される関係代数は表現可能である �文
献 �����という結果が示されている。また、ペアー元は部分恒等元であるので、ポイント元におい
て成り立つことを紹介した表現定理は、ポイント元をペアー元に置き換えても成り立つ。同様の
考え方で、トリプル元といったものを順次考えて表現定理を得ることも可能である。

以上の表現定理を今後詳細に検討するととも、次の二点を課題として考えている。
● 実際に表現可能なのはどんな場合かを引き続き考えること。

具体的には、表現可能な関係代数は、原子に何らかの条件を加えたものの例が与えられている
が、関数的元に由来しない特別な元、例えば、順序関係に由来する元における条件を加えた場合
などを考察したい。また、このような、関係代数の特別な元によって生成される関係代数で表現
可能なものを見つけたい �同値元の時、関数的元の時は知られている�。

● 演算の一部を除いた写像で新たに表現を定めた場合を考えること。
代表的なものとして、プロパー関係代数のユニットが同値関係とならない場合に、それに広い意
味で表現可能な関係代数と同じタイプの代数を考えるなどということがある。このケースは、既
に研究されているものもあるが、表現可能なクラスがどの様な代数的性質をもつかなど、未解決
の問題が残されている。

以上の課題に取り組むために、文献 ���で述べられているように、ゲームの概念を用いたり、モ
デル論的手法を用いて、表現可能な関係代数のクラスについて理解を深める。

��
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