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項書き換えシステムにおける可簡約演算子とその応用

中 村 正 樹† 緒 方 和 博†,†† 二 木 厚 吉†

項書き換えシステムにおける演算子は，その意味から関数としての役割を持つ演算子と台集合の要
素を構成する構成子としての演算子の 2つに分けられる．このとき項書き換えシステムには，任意の
正規形が構成子からのみなるという性質が期待される．我々はそのような性質を持つ演算子として可
簡約演算子の概念を提案する．すなわち可簡約演算子を含む任意の項は正規形ではない．通常の項，
基底項（変数を含まない項），あるソートに属する項をそれぞれ簡約対象とした場合の可簡約演算子
の定義を与え，その性質を示す．これらの可簡約演算子は，単に演算子が正規形に現れないという性
質を持つのみでなく，効率的な書き換え関係を得る助けにもなる．また代数仕様への応用として，振
舞仕様における重要な性質であるコヒーレント性の十分条件を与える．

Reducible Operation Symbols for the Term Rewriting System
and Their Applications

Masaki Nakamura,† Kazuhiro Ogata†,††

and Kokichi Futatsugi†

In a term rewriting system, operation symbols can be classified into two divisions from
its denotational semantics: the operation symbols as functions and the operation symbols as
constructors. Each term constructed by constructors corresponds to an element of the carrier
set. Then the term rewriting system is expected to have the property that each normal form
is constructed by only constructors. We propose the notion of the reducible operation sym-
bols as any term having a reducible function symbol is not a normalform. We discuss about
reducible operation symbols for ordinary terms, ground terms and terms of some sorts. Not
only the reducible operation symbol has the property that it does not appear in each normal
form but also it gives us an efficient rewrite relation. Moreover as an application to algebraic
specifications we show a sufficient condition for the behavioral coherence, which is one of the
most important properties of the behavioral specification.

1. 序

項書き換えシステムは，項のパターンを別のパター

ンに置き換える書き換え規則の集合によって与えられ

る．書き換え規則による項の書き換えにおいては，各

演算子は単に項を構成する要素にすぎず演算子間に区

別はない．しかしながら，何らかの目的で項書き換え

システムを記述する者は，ある演算子は関数として，

またある演算子は構成子として定義する．たとえば，

自然数を定義する項書き換えシステムに対しては，0

や s( ) は自然数を構成する演算子であり，+ や × は
自然数上の関数を表す演算子である．構成子として定

義された演算子のみからなる項を構成子項と呼ぶとき，

† 北陸先端科学技術大学院大学
Japan Advanced Institute of Science and Technology

†† NEC ソフトウェア北陸
NEC Software Hokuriku, Ltd.

関数を表す演算子はすべての構成子項に対して定義さ

れるべきである．正規形とは，書き換え規則が適用で

きない，すなわちどの書き換え規則の左辺のインスタ

ンスも含まない項である．正規形でない項は可簡約な

項と呼ばれる．関数として定義された演算子は正規形

に現れないことが期待される．本研究では可簡約の概

念を演算子に適用する．可簡約演算子とは，それを含

む任意の項が可簡約となる演算子であり，関数として

定義された演算子が満たすべき性質といえる．書き換

える項の種類に応じていくつかの種類の可簡約性を提

案する．その応用として，代数仕様の一種である振舞

仕様に対し，適切な可簡約演算子を与え，それが振舞

仕様の重要な性質であるコヒーレント性の十分条件を

与えることを示す☆．

☆ 本研究は論文「項書換えシステムにおける可簡約演算子とその
応用」情報科学技術レターズ 第 3 巻，pp.13–14，2004，とし
て発表された内容を発展させたものである．
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2. 準 備

準備として，項書き換えシステム（TRS）14)の諸定

義・用語・性質を与える．

2.1 項書き換えシステム

シグネチャ Σは演算子の有限集合で与えられる．た

だし各演算子 f ∈ Σ はそれぞれ引数の数 ar(f) ∈ N
を持つ．ここで N は自然数の集合を表す．変数の

可算集合 V は，シグネチャと互いに素であるとする

（Σ ∩ V = ∅）．項は演算子をノードに持ち変数を葉に
持つ木構造である．シグネチャ Σ と変数の集合 V に

対する項の集合 T (Σ, V )（混乱がないときは T で略

記）は以下を満たす最小の集合である：V ⊂ T (Σ, V )

かつ任意の項 −→ti ∈ T (Σ, V ) および演算子 f ∈ Σ に

対して f(
−→
ti ) ∈ T (Σ, V )．ここで −→ti は t1, . . . , tn の

略記とする．以降，同様の列の略記を用いる．f を

演算子，x，y，i，j，−→xi を変数として断りなく用い

ることがある．項 t のルート記号を root(t) で記述

する．引数の数が 0 の演算子を定数と呼び，定数項

c() を単に c と書く．変数を含まない項を基底項と呼

び，その集合 T (Σ, ∅) を T (Σ) と記述する．項のポジ

ションは正数の列で表される．項 t のポジション集合

O(t) ⊂ N ∗
+ は以下で定義される．ただし N+ は正数

の集合，A∗ は A の要素からなる列の集合である．空

列は ε とする．

O(t) =



{ε} if t ∈ V

{ε} ∪
n⋃

i=1

⋃
p∈O(ti)

{i.p} if t = f(
−→
ti ).

p = q.q′ となる q′ が存在するとき p ≥ q と書き，

p �= q のとき p > q と書く（e.g. 1.2.3.4 > 1.2）．項

t のポジション p ∈ O(t) の部分項 t|p を t|ε = t か

つ f(
−→
ti )|i·p = ti|p と定義する．項 s, t ∈ T に対し

て，t のポジション p ∈ O(t) の部分項 t|p を s で

置き換えた項 t[s]p を t[s]ε = s かつ f(
−→
ti )[s]i.p =

f(t1, . . . , ti[s]p, . . . , tn) と定義する．シグネチャ Σに

含まれない特別な定数 � をただ 1つ含む項 t[�]p を

文脈と呼ぶ．写像 θ : V → T を代入と呼ぶ．項 t ∈ T

の各変数 x を項 θ(x) に置き換えた項を tθ と記述す

る．t = sθ となる代入 θ が存在するとき，t は s の

インスタンスという．

項書き換えシステム（TRS）はシグネチャと書き換

え規則の有限集合の対 (Σ, R) からなる．書き換え規

則 l → r は以下を満たす項の対である．左辺 l は変

数でなく，右辺 r に含まれる変数はすべて左辺 l に

も含まれる．TRS (Σ, R) を単に R と書いたときは，

Σ は R に現れるすべての演算子の集合とする．TRS

R，ポジション p に対して，書き換え関係 →p およ

び →R を以下で定義する．

s→p t
def⇐⇒ ∃l→ r ∈ R, θ : V → T.

s|p = lθ, t = s[rθ]p,

s→R t
def⇐⇒ ∃p ∈ O(s).s→p t.

二項関係 ◦ に対して，その反射的推移的閉包を ◦∗

と書く．また，t ◦ u となる u が存在しないとき，

t を ◦-正規形と呼ぶ．→R-正規形を R-正規形と呼

ぶ．ある書き換え規則 l → r の左辺のインスタン

ス lθ をリデックスと呼ぶ．TRS による項の簡約と

は，リデックスを対応する右辺のインスタンス rθ に

順次置き換えていく作業である．リデックスを含む

項を可簡約項と呼ぶ．t が R-正規形であることと，

t が可簡約でないことは同値である．R-正規形の集

合を NFR で記述する．また，リデックスの集合を

Red(R) = {lθ ∈ T | l → r ∈ R, θ ∈ V → T}，左辺
の集合を L(R) = {l ∈ T | l→ r ∈ R} と定義する．
例 2.1 以下の TRSを考える．

Rn =

{
+(x, 0)→ x

+(x, s(y))→ s(+(x, y))

規則 +(x, 0) → x ∈ R，代入 θ(x) = s(0) が存在す

るため，項 +(s(0), 0) はリデックスである．よって

+(s(s(0)),+(s(0), 0)) →2 +(s(s(0)), s(0)) が成り立

つ．正規形まで簡約を行うと s(s(s(0))) が得られる．

これは 2 + (1 + 0) = 3 の計算に相当する． �

3. 可簡約演算子とその性質

可簡約演算子をそれを含む任意の項は可簡約である

と定義する．関連研究に，Sufficient completeness 6)，

基底可簡約性5)などの研究がある．本論文では演算子

の視点からこれらの概念を再考し，有用な性質を導く．

TRS R = {id(x)→ x}に対して，演算子 idは可簡約

である．可簡約演算子はその引数の簡約が制限できると

いう有用な性質を持つ．たとえば，項 id(id(0))は，最

内戦略14) で id(id(0))→R id(0)→R 0 （下線部がリ

デックス）と簡約できるが，もし可簡約演算子 idの引数

の簡約を制限したとしても，id(id(0))→R id(0)→R 0

のように同じく正規形が得られる．

3.1 文脈依存書き換え

文脈依存書き換え（CSR）は書き換えの対象となる

リデックスが制限された書き換え関係である7)．書き換

え可能なリデックスは，置換写像 µ : Σ→ P(N+)（た

だし任意の f ∈ Σに対して µ(f) ⊂ {1, 2, . . . , ar(f)}）



Vol. 46 No. SIG 6(PRO 25) 項書き換えシステムにおける可簡約演算子とその応用 49

によって形式化される．置換写像 µ に対して，項 t の

書き換え可能なポジションの集合 Oµ(t) ⊂ O(t) は以

下で定義される．

Oµ(t) =



{ε} if t ∈ V,

{ε} ∪
⋃

i∈µ(f)

⋃
p∈Oµ(ti)

{i.p} if t = f(
−→
ti ).

文脈依存書き換え →µ を以下で定義する．

s→µ t
def⇐⇒ ∃p ∈ Oµ(s), s→p t

→µ-正規形を µ-正規形，µ-正規形の集合を NFµ と

する．R-正規形は µ-正規形である（NFR ⊂ NFµ）．

例 3.1 Σl = {cons, hd, tl, zero, 0} とする．項
cons(x, y) を x :y と略記する．TRS Rl を与える．

Rl =




hd(x :y)→ x

tl(x :y)→ y

zero→ 0:zero

演算子 cons はリストの構成子である．hd はリスト

の先頭要素を返す関数，tl は残りの先頭以外のリスト

を返す関数を表す．zero は無限リスト 0 :0 :0 : · · · を
表す．置換写像 µ を µ(cons) = µ(hd) = µ(tl) = {1}
とする．このとき 2 �∈ µ(cons) であるため，2 �∈
Oµ(0 : zero)．よって 0 : zero →µ 0 : (0 : zero)

は成り立たない．この置換写像 µ で，3 番目の規

則 zero → 0 : zero の無限の適用をうまく避けて，

（CSR の）最内戦略で項 hd(tl(zero)) を R-正規形

に簡約できる．hd(tl(zero)) →µ hd(tl(0 :zero)) →µ

hd(zero)→µ hd(0 :zero)→µ 0． �

簡約ポジションの制限のため，µ-正規形は R-正規

形とならない可能性がある（NFR �= NFµ）．たとえ

ば，可簡約項 +(0, +(0, 0)) は µ(+) = ∅ のとき µ-正

規形である．よって CSRでは，停止性，合流性など

の書き換え関係における重要な性質とともに µ-正規

形が R-正規形であるという性質が重要となる．本論

文ではそのような性質を正当性と呼び，可簡約演算子

による正当性の十分条件を与える．

3.2 可簡約演算子

NFµ = NFR を満たすとき置換写像は正当である

という．µ(f) = {1, 2, . . . , ar(f)} のとき f を（µ に

関して）自明な演算子といい，任意の演算子が自明の

とき，µ を自明な置換写像と呼ぶ．自明な µ に対し

ては，→R=→µ であるため明らかに µ-正規形は R-

正規形である．本研究の目的の 1つは，可簡約演算子

を用いて自明でない µ を含む正当性の十分条件を与

えることである．

定義 3.2 置換写像 µ は正当である
def⇐⇒ NFµ =

NFR． �

定義 3.3 演算子 f ∈ Σ は可簡約である
def⇐⇒f を

含む任意の項が可簡約である． �

可簡約演算子の必要十分条件を与える．

定理 3.4 f は可簡約演算子 ⇐⇒ f(−→xi) ∈ L(R)

が存在する．ただし xi ∈ V は互いに異なる変数．

証明．自明． �

可簡約演算子による正当性の十分条件を与える．

定理 3.5 任意の f ∈ Σ が可簡約または自明のと

き，µ は正当である．

証明．µ-正規形に可簡約演算子が含まれないこと

を示す．t ∈ T が可簡約演算子を含むと仮定する．p

を root(t|p) が可簡約演算子となる最小のポジション

とする．すなわち q < p に対して root(t|q) は可簡約
でない．root(t|p) = f とする．可簡約演算子以外は

自明であるため，p ∈ Oµ(t) である．定理 3.4 より

f(−→xi) ∈ L(R) が存在するので，t|p はリデックスであ
る．CSRの定義から t は µ-正規形ではない．よって

任意の t ∈ NFµ に対して Oµ(t) = O(t) が成り立ち，

NFµ = NFR. �

例 3.6 すべての左辺が f(−→xi)の形をしているTRS

を RPS（recursive program scheme）と呼ぶ．定理

3.5 より，任意の RPS R に対して，任意の置換写像

µ は正当である． �

定理 3.4 の可簡約演算子の必要十分条件はあまり有

用ではない．なぜなら TRSの強みの 1つは，関数を

パターンごとに定義できる点だからである．たとえば，

例 2.1 の TRS Rn の演算子 + は，(x, 0) と (x, s(y))

のパターンについて定義されている．例 3.1 の TRS

Rl の hd，tl はパターン cons(x, y) について定義さ

れている．また別の角度から見ると，演算子 cons は

hd(�) と tl(�) という文脈のパターンに対して定義

されていると見ることもできる．以下では，パターン

によって定義された実際的な TRSを含む可簡約演算

子の概念を与える．

3.3 基底可簡約演算子

項 t の任意の基底インスタンスが可簡約であるとき

基底可簡約という5)．可簡約項は明らかに基底可簡約

である．例 2.1 の TRS Rn に対して，項 +(x, y) は

可簡約でないが基底可簡約である．演算子 f に対し

て，項 f(−→xi) が基底可簡約項のとき，f を基底可簡約

演算子と定義する．しかしこのままでは有用な正当性

の条件が得られない．さらに強い基底可簡約演算子の

定義を与える．基底可簡約項 +(x, y) は，2引数目の

変数 y のみに基底項を代入すればリデックスとなる．

すなわち +(t, t′) は，部分項 t′ が基底項であれば，部
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分項 t が変数を含んでいても，可簡約項である．この

ような演算子を {2} 基底可簡約であると定義する．I

基底可簡約演算子を用いて，集合 I に含まれない部

分項の簡約を制限した µ が正当であることを示す．

定義 3.7 置換写像 µ は基底正当である def⇐⇒ 　
NFµ ∩ T (Σ) ⊂ NFR． �

定義 3.8 集合 I (⊂ N ) に対し f は I 基底可簡約

である
def⇐⇒ i ∈ I で ti が基底項である部分項 f(

−→
ti )

を持つ任意の項は可簡約である． �

I 基底可簡約演算子の必要十分条件を与える．

定理 3.9 f ∈ Σ が I 基底可簡約演算子である

⇐⇒ 任意の i ∈ I に対し ti が基底 R-正規形である

f(
−→
ti ) はリデックスである．

証明．(⇒:) 項 si (1 ≤ i ≤ n) を i ∈ I に対して

si = ti かつ i �∈ I に対して si = xi ∈ V と定義す

る．ただし xi は ti に出現しない変数とする．f は I

基底可簡約であるので項 f(−→si ) は可簡約である．各

si は R-正規形であるため項 f(−→si ) はリデックスであ

る．l ∈ L(R) に対して f(−→si ) = lθ と仮定する．代入

θ′ を i ∈ I に対して θ′(xi) = ti かつそれ以外の変数

x �∈ {xi | i ∈ I} に対して θ′(x) = θ(x) と定義する．

f(
−→
ti ) = lθ′ より f(

−→
ti ) はリデックス．

(⇐:) i ∈ I で ti が基底項である部分項 t|p = f(
−→
ti )

を持つ任意の項 t を考える．ある ti が可簡約項なら

ば t は可簡約項である．どの ti も可簡約項でないな

らば，仮定より t|p が可簡約項であるので t は可簡約

項である． �

I 基底可簡約演算子による正当性の十分条件を与

える．

補題 3.10 項 t が µ-正規形でかつ p ∈ Oµ(t) な

らば t|p は µ-正規形．

証明．定義より q ∈ Oµ(t|p) ならば p.q ∈ Oµ(t)

である．t は µ-正規形なので，任意の q ∈ Oµ(t|p) に
対して (t|p)|q = t|p.q はリデックスでない．よって t|p
は µ-正規形である． �

定理 3.11 任意の f ∈ Σ に対して f が µ(f) 基

底可簡約または自明のとき，µ は基底正当である．

証明．任意の基底 µ-正規形が R-正規形であるこ

とを項の構造帰納法で示す．任意の基底 µ-正規形が

µ(f) 基底可簡約演算子を含まないことを示せば十分

である．t ∈ T (Σ) が µ(f) 基底可簡約演算子を持つ

と仮定する．p を root(t|p) が µ(f) 基底可簡約演算

子 f となる最小のポジションとすると，p ∈ Oµ(t) で

ある．定義より i ∈ µ(f) ならば p.i ∈ Oµ(t) なので，

補題 3.10 より任意の i ∈ µ(f) に対して t|p.i は µ-

正規形である．帰納法の仮定より t|p.i は R-正規形で

ある．定理 3.9 より t|p はリデックス．t ∈ NFµ と

矛盾． �

例 3.12 例 2.1 の TRS Rn を再び考える．演算

子 + は {2} 基底可簡約演算子である．µ(+) = {2}，
µ(s) = {1} ならば定理 3.11 より µ は基底正当． �

3.4 ソート可簡約演算子

この節では，あるソートの集合に属する文脈のもと

での可簡約演算子を提案する．多ソート TRSの諸定

義・表記を与える．ソートの集合は有限集合とする．た

とえば例 2.1 の TRS Rn に対する Sn = {Nat}，例
3.1のTRS Rl に対する Sl = {Elt, List}はソートの
集合の例である．ソートの集合 S に対して S 上の演

算子は，w ∈ S∗ かつ s ∈ S に対し，f : w → s のよ

うに記述される．定数 c : ε→ s は，単に c : s と書く．

変数の集合は V =
⋃

s∈S
Vs で与えられる．各 Vs は

ソート sを持つ変数の可算集合である．x ∈ Vs のとき

x : s と書く．ソート s ∈ S を持つ項の集合 T (Σ, V )s

（または単に Ts）は以下を満たす最小の集合である：

Vs ⊂ Ts かつ任意の演算子 f : −→si → s ∈ Σ および項

t1 ∈ Ts1 , . . . , tn ∈ Tsn に対して f(
−→
ti ) ∈ Ts．ソート

の集合 S′ ⊂ S に対し，T (Σ, V )S′（または TS′）を

T (Σ, V )S′ =
⋃

s∈S′ T (Σ, V )s と定義する．t ∈ Ts の

とき，t : s と書く．sort(t) で t のソートを表す．多

ソート TRSは，ソートの集合 S，S 上の演算子の集

合 Σ，sort(l) = sort(r) を満たす書き換え規則 l→ r

の集合 R の 3 つ組 (S, Σ, R) である．代入などの諸

定義は TRSの定義から自然に拡張される．以下では

多ソート TRS (S,Σ, R) を R と書いたり単に TRS

と呼ぶことがある☆．

例 3.13 Sz = {Nat, Bool}

Σz =




0 : Nat

s : Nat→ Nat

+ : Nat, Nat→ Nat

true, false : Bool

and : Bool, Bool → Bool

zero : Nat→ Bool

Rz = Rn∪


and(true, x)→ x

and(false, x)→ false

zero(0)→ true

zero(s(x))→ false

zero(+(x, y))→ and(zero(x), zero(y))

☆ 本論文の結果は順序ソート TRS に対しても自然に適用できる．
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このとき (Sz, Σz, Rz) は多ソート TRSである． �

TRS Rz において演算子 zero は基底可簡約であ

る．一方，Bool ソートの項のみを書き換え対象の

項と限定すると演算子 0，s，+ が可簡約となる．項

0，s(t)，+(t, t′) 自体はリデックスではないが，文脈

c : Nat → Bool に対して項 c[0]，c[s(t)]，c[+(t, t′)]

はリデックスを含む．ここで文脈 c : s1 → s2 とは，

c : s2 かつ � : s1 となる文脈である．実際にソー

ト Bool の項中に 0，s，+ があれば，必ず zero(0)，

zero(s(x))，zero(+(x, y))のいずれかのリデックスパ

ターンが存在する．このとき µ(0) = µ(s) = µ(+) = ∅
としてもソート Bool の項に限り，R-正規形と µ-正

規形の集合は一致する．

定義 3.14 µが S′(⊂ S) のもとで正当である
def⇐⇒

NFµ ∩ TS′ ⊂ NFR． �

定義 3.15 集合 S′(⊂ S) に対し f は S′ 可簡約で

ある
def⇐⇒ f を含む sort(t) ∈ S′ の任意の項 t が可簡

約である． �

項 tを受け取り書き換え可能でないポジションをそれ

ぞれ異なる変数に置き換える関数 cutµ を定義する．変

数 xに対して cut′µ(x) = xかつ cut′µ(f(
−→
ti )) = f(

−→
t′i )

ただし t′i は i ∈ µ(f) ならば cut(ti)，i �∈ µ(f) なら

ば定数 � とする．cutµ(t) は cut′µ(t) のすべての �

を相異なる変数で置き換えた項である．

補題 3.16 t が µ-正規形ならば cutµ(t) は R-正

規形である．

証明．t′ = cutµ(t) が R-正規形でないと仮定する．

定義より t′θ = t を満たす θ が存在する．ポジション

p を項 t′ のリデックスのポジションとする．すなわち

ある代入 θ′ と規則 l → r ∈ R が存在して t′|p = lθ′

である．すべての書き換え可能でないポジションは変

数に置き換えられており，変数はリデックスにはなり

えないので p ∈ Oµ(t′) である．以下の等式が成り立

つ．t|p = t′θ|p = (t′|p)θ = (lθ′)θ = l(θ; θ′). 代入

の合成は代入であり，代入の適用は書き換え可能ポジ

ションを保存するので，t はポジション p ∈ Oµ(t) で

リデックスを持つ，すなわち µ-正規形でない． �

定理 3.17 任意の f ∈ Σ に対して f が S′ 可簡

約または自明のとき µ は S′ のもとで正当である．

証明．任意のソート s ∈ S′ の µ-正規形が S′

可簡約演算子を含まないことを示せば十分である．

t ∈ T (Σ, V )S′ が S′ 可簡約演算子を持つと仮定す

る．p を root(t|p) が S′ 可簡約演算子 f となる最小

のポジションとすると，p ∈ Oµ(t) である．関数 cutµ

の定義より cutµ(t) は f を持つ．sort(cutµ(t)) ∈ S′

なので cutµ(t) は可簡約項である．補題 3.16 より t

は µ-正規形ではない． �

例 3.18 TRS Rz において演算子 0，s，+ は

{Bool} 可簡約である．µ(0) = µ(s) = µ(+) = ∅
かつそれ以外の演算子 f が自明ならば，定理 3.17 よ

り µは {Bool} のもとで正当である．また zero，and

は {1}基底可簡約である．したがって Bool ソートの

基底正規形にはこれらの演算子が現れない．すなわち

true または false である． �

例 3.19 例 3.1 の Rl，Sl = {Nat, List}，Σl =

{hd :List→Nat, tl :List→List, cons :Nat List→
List, zero :List, 0 :Nat} に対して (Sl, Σl, Rl) は多

ソート TRS である．演算子 cons は {Nat} 可簡約
である．µ(cons) = ∅ かつ hd，tl が自明ならば，定

理 3.17 より µ は {Nat} のもとで正当である．TRS

Rl はこの µ のもとで µ-停止性を持つ7)．すなわち無

限簡約列 t1 →µ t2 →µ · · · を持たない．本結果と合
わせると，TRS Rl で任意のソート Nat の項の R-正

規形が有限時間内に得られることが保証される． �

3.5 基底ソート可簡約演算子

I 基底可簡約と S′ 可簡約を合わせた I 基底 S′ 可

簡約演算子を定義する．

定義 3.20 µ が S′(⊂ S)のもとで基底正当である
def⇐⇒ NFµ ∩ T (Σ) ∩ TS′ ⊂ NFR． �

定義 3.21 集合 I (⊂ N )，S′(⊂ S) に対し f は

I 基底 S′ 可簡約である def⇐⇒ i ∈ I で ti が基底項で

ある部分項 f(
−→
ti ) を持つ任意の sort(t) ∈ S′ の項は

可簡約である． �

定理 3.22 任意の f ∈ Σ に対して f が I 基底 S′

可簡約または自明のとき µ は S′ のもとで基底正当で

ある．

証明．定理 3.11 および 3.17 の証明と同様． �

例 3.23 自然数を保持するセルを表すTRSを考え

る．putにより自然数をセルに挿入し，zeroによりセル

に保持されている自然数が 0かどうかをチェックする．

Sc = {Nat, Cell, Bool}, Σc = {0 : Nat, s : Nat→
Nat, empty : Cell, put : Nat, Cell → Cell, zero :

Cell→Bool},

Rc =




zero(empty) → false

zero(put(0, x))→ true

zero(put(s(x), y))→ false

put は基底可簡約でも {Bool} 可簡約でもないが，
{1} 基底 {Bool} 可簡約である．よって定理 3.22 よ

り µ(put) = {1} で他の演算子が自明のとき，µ は

{Bool} のもとで基底正当である． �
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3.6 可簡約性の判定法

演算子の可簡約性の判定可能な必要十分条件を与え

る．アルゴリズムを定義するためにいくつかの表記お

よび関数を用意する．

定義 3.24 項 t の高さ h(t) を変数 x に対し

て h(x) = 1 かつ定数 c に対して h(c) = 1 か

つ h(f(
−→
ti )) = 1 + max{h(ti) | 1 ≤ i ≤ n} と

定義する．TRS R の高さ hR を max{h(l) | l ∈
L(R)} で定義する．ポジション p の長さを |p| で表
す (h(t)=max{|p| ∈ N | p ∈ O(t)}+ 1)． �

基底項を i + 1 の高さに枝刈りする関数 cuti

を定義する．切り口は異なる変数である．たとえ

ば t = s(s(+(s(s(0)), s(0)))) に対して cut4(t) =

s(s(+(s(x), s(y))))．

定義 3.25 関数 cuti を以下のように定義する．

cut′0(t) = �,

cut′i+1(t) = t if h(t) ≤ i + 1,

cut′i+1(f(
−→
tj )) = f(

−−−−−→
cuti(tj)) if h(t) > i + 1.

cuti(t) は cut′i(t) に現れる � を互いに異なる変数で

置き換えた項である． �

定理 3.26 多ソート TRS (S, Σ, R)，ソートの部

分集合 S′ ⊂ S，置換写像 µ とする．

演算子の部分集合 D ⊂ Σ （D = Σ \D と書く）に

対して項の部分集合 T ′ を以下で定義する．

A
def
=

{
cuthR (t) ∈ T (D, V ) | t ∈ T (D) ∩NFR

}
B

def
=

{
t[�]p ∈
T (D ∪ {�})

t ∈ NFR, p ∈ O(t)

sort(t) ∈ S′

}

C
def
=


cuthR (t′) ∈
T (D ∪ {�})

t[�]p ∈ B, and

1. |p|+ 1 < hR, t′ = t, or

2. p = q.q′, |q′|+ 1 = hR,

t′ = t|q[�]q′




T ′ def
=


t[f(

−→
ti )] ∈ T

t[�] ∈ C, f ∈ D,

∀i ∈ µ(f).ti ∈ A,

∀i �∈ µ(f).ti = xi ∈ V




このとき，任意の t ∈ T ′ は可簡約項である ⇐⇒ 任
意の f ∈ D は µ(f) 基底 S′ 可簡約演算子である．

証明． (⇒:) 任意の t[�] ∈ T (Σ ∪ {�} \D, V )，
−→
ti に対して，sort(t) ∈ S′ かつ任意の i ∈ µ(f) で ti

が基底項ならば，s = t[f(
−→
ti )] は可簡約項であること

を示せば，f は µ(f)基底 S′ 可簡約演算子である．集

合 B から C を得るように t[�] から部分項 t′[�]を得

る．項 si を i ∈ µ(f) に対して si = cuthR (ti)，かつ

i �∈ µ(f) に対して si = xi と定義する．T ′ の作り方

から s′ = t′[f(−→si )] ∈ T ′ である．s′ は可簡約項であ

るので，ある規則 l → r ∈ R が存在し，lθ = s′|p で
ある．明らかに s|p も l のインスタンスである．よっ

て s は可簡約項である．

(⇐:) t[f(
−→
ti )]p ∈ T ′ とする (f ∈ D)．すべての変数

にある基底正規形を割り当てる代入を θとする．ただし

割当てはそれぞれ十分な異なる高さを持つ基底正規形と

する（異なる xと yに対し |h(θ(x))−h(θ(y))| > hR）．

C より sort(t′) ∈ S′ で t′[t[�]p] を R-正規形とする

文脈 t′ ∈ T (D∪�)が存在する（C の定義内の表記で，

1.のときは �，2.のときは t[�]q）．f の可簡約性よ

り t′[t[f(
−→
ti )θ]] はリデックスを持つ．t′[t[�]p] は R-

正規形であることからリデックスは f を含まなければ

ならない．t′ = �（C の 1）の場合は自明に，t′ �= �

（C の 2）の場合は t[�]p に対して |p|+ 1 = hR が成

り立つため，t[f(
−→
ti )θ] はリデックスを持つ．A より

各 ti に現れる変数のポジションの長さは hR より大

きい．よって θ のとり方から代入前の t[f(
−→
ti )] もリ

デックスを持つ． �

ソートおよび演算子の数を有限と仮定する．部分集

合 D ⊂ Σ，置換写像 µ の数は有限であるため，集合

T ′ は有限集合である．したがってある演算子の集合

に対して各要素 f が µ(f) 基底 S′ 可簡約演算子であ

るかどうかは決定可能である．

4. 代数仕様への応用

TRS は等式推論を効果的に行うための基礎理論で

ある．TRS R は各書き換え規則 l → r を等式 l = r

と見ることで代数仕様（等式仕様）と見なすことがで

きる．OBJ 言語族に基づく代数仕様の意味論につい

て簡単に説明する．詳細は文献 2)，9)を参照．

仕様 SP = (S, Σ, R)のモデルとは，各ソート s ∈ S

に対し台集合 Ms，各定数 c : s ∈ Σ に対し要素

Mc ∈ Ms，各演算子 f : w → s ∈ Σ に対し関数

Mf ∈ Mw → Ms が存在し，任意の l = r ∈ R で

両辺が同じ要素（または関数）に解釈される代数であ

る．基本仕様には 2通りの意味論がある．仕様が始代

数意味論を持つときその仕様の表示的意味 [SP ] は始

代数すべての集合である．そうでないときは，すべて

のモデルの集合が [SP ] となる．始代数とはその仕様

のすべてのモデルへのユニークな射が存在するモデル

である．項代数は代表的な始代数である．項の集合に

対して，(→R ∪ ←R)∗ に関する同値類 [t] の（商）集

合を台集合とする代数が項代数である．始代数ではす

べての要素に対して対応する基底項が存在するため，
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検証に帰納法や場合分けなどのテクニックを用いるこ

とができる．始代数どうしは同型である．以下，始代

数の集合を 1 つの始代数で代表して議論することが

ある．例 2.1 の TRS Rn の始代数は自然数（および

その同型）である．規則 +(x, 0) → x の両辺は恒等

関数に，規則 +(x, s(y))→ s(+(x, y)) の両辺は関数

f(x, y) = x+ y +1 に解釈される．始代数以外のモデ

ルとして整数やブール代数なども考えられる．たとえ

ば整数をモデルとした場合は，負の値に対応する項は

Rn には存在しない．

輸入は，仕様の再利用，ライブラリの利用などを可

能にする構造的仕様記述に有用な概念である．仕様

SP = (S,Σ, R) が仕様 SP ′ = (S′, Σ′, R′) を輸入す

るとは，S′ ⊂ S，Σ′ ⊂ Σ，R′ ⊂ R の関係があること

である．輸入が保護されているとき輸入した仕様の表

示的意味 [SP ]は，以下を満たすSP のモデルM の集

合である．ある M ′ ∈ [SP ′] が存在し各ソート s ∈ S′

に対応する台集合 M ′
s が Ms と一致する．SP が始

代数を持つときは，それらのモデルのうち他のすべて

のモデルへユニークな射が存在するモデルの集合であ

る．たとえば，例 3.13 における Rz は Rn を輸入し

ている．もし Rn が始代数意味論を持つならば，ソー

ト Nat に対応するモデル M ′ ∈ [Rn] の台集合 M ′
Nat

は自然数の集合であり，もし輸入が保護輸入ならば，

Rz のモデル M ∈ [Rz] において MNat = M ′
Nat で

ある．

4.1 振 舞 仕 様

この節では振舞仕様と呼ばれる代数仕様の一種を紹

介する2),4)．振舞仕様では，システムの内部構造を隠

し，振舞いのみを記述する．振舞仕様では隠蔽ソート

と呼ばれる特殊なソートが存在する．これは記述する

システムの状態空間に相当する．隠蔽でないソートは

可視ソートと呼ばれる．Hと V でそれぞれ隠蔽ソート
と可視ソートの集合を表す（S = H∪V）．隠蔽ソート
の項を隠蔽項，可視ソートの項を可視項と呼ぶ．振舞

演算と呼ばれる特殊な演算子が存在する．振舞演算は

引数にただ 1つだけの隠蔽ソートを持たなければなら

ない（f : −→si → s が振舞演算 ⇒ ∃!i ∈ N .si ∈ H）☆．
振舞演算の集合を B(⊂ Σ) と記述する．振舞演算の

集合 B はさらに観測演算と操作演算の 2種類に分け

られる．f : −→si → s ∈ B に対し，s ∈ V のとき観測
演算，s ∈ H のとき操作演算という．システムの状態
は観測演算によってのみ見ることができ，操作演算に

☆ 唯一の隠蔽ソート引数を持っていても振舞演算である必要はな
い．

よってのみ変更できる．これらはそれぞれオブジェク

ト指向の用語における属性とメソッドに対応する．引

数に隠蔽ソートを持つ演算子を隠蔽演算子と呼ぶ．振

舞演算以外の隠蔽演算子を隠蔽構成子と呼び，その集

合を HC で記述する．したがって B ∪ HC は隠蔽演
算子すべての集合である．

振舞仕様 SP において，保護輸入され，かつ始代数

意味論を持つ仕様 SP ′ = {S′, Σ′, R′}に属する各ソー
ト s ∈ S′ を保護可視ソートと呼び，その集合を PV
と書く．振舞仕様は，その振舞いを満たすすべての実

装の仕様であるため始代数意味論を持たない．よって

隠蔽ソートは保護可視ソートではない（PV ⊂ V）．通
常，振舞仕様で利用するデータ型（自然数，ブール値）

は始代数意味論を持ち，保護輸入されることが多い．

4.2 振 舞 等 価

ルートから � までの間の演算子がすべて振舞演算

子である文脈を振舞文脈と呼び，その集合を BC で書
く．すなわち BC は，任意の観測演算 f に対する文

脈 o = f(−→sj , �,
−→
tk )，任意の操作演算 f に対する文脈

ai = f(−→sj , �,
−→
tk )に対して t[�]p = o[a1[a2 · · · an[�]]]

と書ける文脈の集合である．ただし各項 sj，tk は，保

護可視ソートのときは（保護輸入された仕様における）

任意の基底項，そうでないときは変数である．振舞仕

様における等価関係として振舞等価関係がある．振舞

仕様 SP のモデル M ∈ [SP ] で，任意の bc ∈ BC に
対し Mbc(a) = Mbc(b) のとき，a, b ∈ Ms は振舞等

価であるといい，a ∼ b と書く☆☆．

振舞等価性は文脈に対して閉じていないので振舞等

価のための等式推論を行うためには通常とは異なる書

き換え関係を定義する必要がある．振舞仕様のための

書き換え関係 ↪→R を以下で定義する．

s ↪→R t
def⇐⇒ ∃p ∈ O(s).s→p t and,{

s|p ∈ TV or

s|p ∈ TH, bc ∈ BC, s = s′[bc[s|p]]

書き換え関係 ↪→R に関する正規形の集合を BNFR

と書く．また振舞仕様のための文脈依存書き換えは

↪→µ=↪→R ∩ →µ で定義され，その正規形の集合を

BNFµ と書く．s =R t
def⇐⇒ s(↪→R ∪ ←↩R)∗t とする．

任意の振舞文脈 bc ∈ BC で bc(t1) =R bc(t2) ならば

任意の M ∈ [SP ] で Mt1，Mt2 は振舞等価である．

例 4.1 隠蔽ソート Hnl = {List}，可視ソート
Vnl = {Nat}，振舞演算の集合 Bnl = {hd, tl, cons}
とすると例 3.19 の TRS Rl は振舞仕様である．

☆☆ BC は可視空文脈 � を含むので ∼ は通常の等価関係を含む．
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文脈 hd(cons(s(0), tl(cons(0, �)))) は振舞文脈で

ある． �

例 4.2 自然数を要素とする無限長の配列の振舞

仕様を与える．システムの仕様の前に自然数などの

抽象データ型を以下で改めて定義する．自然数の仕

様 Sn = ({Nat}, {0 : Nat, s : Nat → Nat}, ∅)，
ブール値の仕様 Sb = ({Bool}, {true : Bool, false :

Bool}, ∅)は，それぞれ始代数意味論を持つとする．自
然数，ブール値におけるいくつかの関数を取り入れた

抽象データ型の仕様 Sne = (Sne, Σne, Rne)を与える．

Sne = Sn ∪ Sb, Σne = Σn ∪ Σb ∪ {eq : Nat, Nat→
Bool, if :Bool, Nat, Nat→Nat}，

Rne =




eq(0, 0)→ true

eq(s(x), 0)→ false

eq(0, s(x))→ false

eq(s(x), s(y))→ eq(x, y)

if(true, x, y)→ x

if(false, x, y)→ y

ここで Sne は Sn および Sb を保護輸入し，始代数

意味論を持つとする．Nat の基底項 s，t に対して

eq(s, t)→∗
R true⇐⇒s =R t が成り立つ．

仕様 Sne を保護輸入した配列の振舞仕様を与える．可

視ソート Var = Sne，隠蔽ソートHar = {Array}，振
舞演算の集合 Bar = {val : Nat, Array→Nat, put :

Nat, Nat, Array → Array}，演算子の集合 Σar =

Bar ∪ Σne ∪ {init : Array}，

Rar = Rne ∪




val(i, init) = 0

val(i, put(j, x, y)) =

if(eq(i, j), x, val(i, y)).

Rar における保護可視ソートの集合は PV =

{Bool, Nat} である．隠蔽ソート Array の項は可

算個のセルを持つ配列に対応する．各セルは自然数

0, 1, 2, . . . でインデックス付けされている．配列 A に

対して，val(i, A) は配列 A の i 番目のセルの要素

（自然数）を意味する．put(i, x, A) は i 番目のセル

に自然数 x を入れる操作をした後の配列を意味する．

init は要素すべてが 0 の配列である．

ここで t = put(0, 0, init) とすると t =R init で

はないが t ∼ init が成り立つ．実際，振舞文脈

c = val(i, put(jn, xn, · · · put(j1, x1, �))) の n に関

する帰納法により c(t) =R c(init) が導ける．

基底段階：i =R 0 および i =R s(t′) のどちらの

場合も val(i, t) =R 0 =R val(i, init) ☆．

帰納段階：i =R jn のとき，c(t) =R xn =R

c(init)．i �=R jn のとき，

c(t) =R val(i, put(jn−1, · · · put(j1, x1, t)))

=R val(i, put(jn−1, · · ·put(j1, x1, init)))

=R c(init)．�

4.3 振舞可簡約演算子

振舞仕様における隠蔽演算子（振舞演算あるいは隠

蔽構成子）の可簡約を考える．振舞仕様では隠蔽項同

士の等価性は振舞等価を用いて比較される．振舞等価

の判定は任意の振舞文脈に対して行われる．振舞文脈

は可視項である．よって振舞仕様における TRSによ

る等式推論では，書き換えの対象となる項は可視項で

あるといえる．次に隠蔽演算子の引数について考える．

任意の保護可視ソートの要素に対して対応する基底項

が存在する．したがって振舞仕様における演算子が関

数として定義されているためには，保護可視ソートに

対してはすべての基底項上でそれ以外の隠蔽ソートを

含むソートに対してはすべての項（変数）上で定義さ

れている必要がある．以上をふまえて振舞可簡約演算

子を定義する．

注 4.3 振舞仕様について議論するときは，置換写

像 µは任意の隠蔽演算子 f : −→si → sに対して i ∈ µ(f)

ならば si ∈ PV を満たすとする． �

定義 4.4 f は振舞可簡約である def⇐⇒ f は µ(f)

基底 V 可簡約である． �

定理 3.22 より振舞可簡約演算子以外の演算子 f が

自明ならば µ は可視ソートのもとで基底正当である．

しかし振舞仕様における検証では，通常は任意のシス

テムに対する性質を示すため，隠蔽ソートの変数（あ

るいは新たに宣言された任意の要素を表す定数）を含

む項が書き換え対象となることが多い．振舞等価を示

すための振舞文脈を考える場合，保護可視ソートの引

数に対してはすべての基底項を考えれば十分だが，隠

蔽ソートを含む非保護可視ソートに対しては変数を考

えなければならない．以上より，振舞仕様では書き換

えの対象となる項として保護可視ソート以外の変数を

持つ項を考える必要がある．振舞仕様における正当性

を以下のように定義する．

定義 4.5 振舞仕様 (H∪V, Σ, R)，置換写像 µ に

対して BNFµ ∩ T (Σ,∪s�∈PVVs) ∩ TV ⊂ NFR のと

き µ を振舞正当であるという． �

定理 3.11 および 3.17 と同様に，振舞可簡約演算

☆ i は Nat ソートの項であり，Nat は保護可視ソートである（保
護輸入は推移的）．よって，i = 0 または i = s(t′) の 2 通り
としてよい．一般に t =R u と t �=R u の場合分けを行える．
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子以外の演算子が自明ならば µ は振舞正当であると

いう性質を示したい．しかしこの定理は一般には成り

立たない．定理 3.11 および 3.17 の証明のメインは，

可簡約演算子が µ-正規形に含まれないことの証明で

あったが，隠蔽ソートの変数のみを持つ可視ソートの

µ-正規形で振舞可簡約演算子を持つ項が存在する．

反例 4.6 自然数を保持するシステムの振舞仕様を

考える．Vadd = Sn，Hadd = {H}，Badd = {val :

H→Nat, add : Nat, H→H}，Σadd = Badd ∪ {0 :

Nat, s : Nat → Nat}，Radd = {val(add(0, x)) →
val(x), val(add(s(i), x))→ s(val(add(i, x)))}．この
とき add は {1} 基底 {Nat} 可簡約なので振舞可簡
約であるが，隠蔽変数 x, y ∈ VH のみを持つ可視正規

形 val(add(val(x), y)) に出現する． �

振舞正当性の十分条件を与えるため，隠蔽ソートの

入れ子という概念を定義する．

定義 4.7 項に現れる隠蔽演算子の保護可視ソート

の引数以下に非保護可視ソートの部分項が現れないと

き，（保護可視ソートの）入れ子がないという．すな

わち t = t[f(
−→
ti )] かつ f : −→si → s ∈ B ∪ HC かつ

si ∈ PV ならば ∀p ∈ O(ti).ti|p ∈ TPV である．TRS

の各両辺が入れ子なしの項であり，右辺が非保護可視

ソートの部分項を持つならば左辺も非保護可視ソート

の部分項を持つとき☆，TRSに入れ子がないと定義す

る．以下「入れ子なしの仮定」というときは書き換え

ようとする項および TRSに入れ子がないことを仮定

する☆☆． �

上記の反例 val(add(val(x), y))では集合 {val, add}
が隠蔽演算子の集合（振舞演算の集合と一致）である．

add の 1引数目は保護可視ソート Nat であるが部分

項 val(x) は保護可視ソートでない部分項 x を持つ．

よってこの項には入れ子がある．入れ子なしの仮定は

振舞仕様において不自然な仮定ではない．多くの実用

的な振舞仕様は入れ子なしの仮定を満たしている．

定理 4.8 隠蔽置換写像 µ に対して，入れ子なし

の仮定のもとで，(1)任意の隠蔽構成子 f ∈ HC が振
舞可簡約で (2)それ以外の演算子 f ∈ Σ \HC が振舞
可簡約または自明のとき µ は振舞正当である．

証明．定理 3.11 および 3.17 の証明と同様．振舞

可簡約演算子が BNFµ ∩ T (Σ,∪s�∈PVVs) ∩ TV の項

に現れないことを示す際，保護可視ソート以外の変数

の出現と振舞文脈書き換え ↪→µ の正規形に注意する．

振舞正当の証明の際にチェックする項は入れ子なしの

☆ 書き換えによって入れ子が出現することを防ぐため．
☆☆ よって任意の書き換え列に入れ子のある項は出現しない．

仮定より隠蔽演算子の保護可視ソートの下に保護可視

ソート以外の部分項は現れない，すなわち変数は現れ

ない．証明は，振舞可簡約演算子の最小ポジションの

出現を考える．隠蔽構成子はすべて振舞可簡約演算子

という仮定より，最小ポジションの振舞可簡約演算子

は振舞文脈下にあるはずである．また最終的に振舞可

簡約演算子がないことが示せると項に隠蔽構成子が出

現しないことになる．よってすべての隠蔽ソートの部

分項は振舞文脈下に存在し，通常の正規形 NFR と振

舞書き換えの正規形 BNFR は一致する． �

4.4 合同関係とコヒーレント

定義より，等価関係 ∼ は反射律 a ∼ a，対称律

a ∼ b⇒ b ∼ a，推移律 a ∼ b, b ∼ c⇒ a ∼ c を満た

す．しかし合同関係 −−−−→ai ∼ bi ⇒Mf (−→ai) ∼Mf (
−→
bi )は，

一般には成り立たない．このため →R と ↪→R に差が

生じる．隠蔽ソートの集合 H = {H}，可視ソートの
集合 V = {V }，振舞演算の集合 B = {val : H → V }，
Σ = B ∪ {f : H → H, a : H, b : H}，R = {a → b}
という振舞仕様を考える．振舞演算は観測演算 val の

みである．項 f(a)はリデックスを含み f(a)→R f(b)

だが f(a) ↪→R f(b)は成り立たない．↪→R は書き換え

規則の適用の際，リデックスが振舞文脈下にあること

を確かめなければならず，効率的な実装が容易でない．

演算子 f がモデルM ∈ [SP ]において −−−−→ai ∼ bi なら

ばMf (−→ai) ∼Mf (
−→
bi ) を満たすときモデル M ∈ [SP ]

においてコヒーレントであるという4)．すべてのモデ

ルでコヒーレントであるとき，単にコヒーレントであ

るという．すべての演算子がコヒーレントならば合同

関係が成り立つ．隠蔽ソートを引数に持たない演算子

および振舞演算は定義から明らかにコヒーレントであ

る．したがってコヒーレントかどうかをチェックする

対象は，振舞演算以外の隠蔽演算子である隠蔽構成子

となる．文献 3)には，すべての隠蔽構成子は意味的も

操作的にもコヒーレントであるべきであるという言及

がある．コヒーレントでない演算子の存在は，→R に

よる等式推論ができないだけでなく，通常は意味のあ

るモデルを持たない．すなわちコヒーレントでない演

算子の出現は仕様記述のミスであることが多い．よっ

てコヒーレント証明の目的は，正しい（意図どおりの）

仕様が書けているかどうかのチェックでもある．また

もう 1 つの目的は，振舞等価性の証明作業の軽減で

ある．

例 4.9 例 4.2 の TRS Rar に 2 つの配列の対応

するセルの要素を足し合わせた配列を作成する演算子

U : Array, Array → Array を定義する．この演算子

は引数に 2つ以上の隠蔽ソートを持つため振舞演算に
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はなれない．したがって合同関係のためには U のコ

ヒーレントを証明する必要がある．U を定義する書き

換え規則を val(i, U(x, y)) → +(val(i, x), val(i, y))

と定義するとコヒーレントとなる． �

例 4.10 再び TRS Rar を考える．今 B = {val}
とし，putは振舞演算でないとする．すると，考えなけ

ればいけなかった振舞文脈 val(i, put(i1, . . . put(in, �)))

が val(i, �) のみなるため，振舞等価性の証明は容易

になる．put は隠蔽構成子なので適切な仕様であるた

めにはコヒーレントを証明する必要がある． �

4.5 コヒーレントの十分条件

振舞仕様 SP = (S, Σ, R) に対して演算子 f :

V,H → H のコヒーレントの証明，すなわち ∀x, y ∈
MH .∀n ∈ MV . x ∼ y ⇒ Mf (n, x) ∼ Mf (n, y) の

証明を TRSを用いて行う手法を紹介する4)．まず前

提部分の a ∼ b を仮定した証明用の振舞仕様を定義

する．Σ に現れない 2 つの隠蔽ソートの定数を加え

た Σ′ = Σ ∪ {a, b}，それらが振舞等価であるという
公理を加えた R′ = R ∪ {a → b} に対する振舞仕様
SP ′ = (S,Σ′, R′) を定義する．すると任意のモデル

M ∈ [SP ]，x ∼ y を満たす任意の x, y ∈ MH に対

して，∀s ∈ S.M ′
s = Ms かつ M ′

a = x かつ M ′
b = y

を満たすモデル M ′ ∈ [SP ′] が存在する．次に任意の

振舞文脈 bc ∈ BC および V が保護可視ソートのとき

は任意の基底項 t，そうでないときは変数 t に対して

bc[f(t, a)] =R′ bc[f(t, b)] を示す．これは任意のモデ

ル M ′ ∈ [SP ′] において M ′
f (M ′

t , M
′
a) = M ′

f(t,a) ∼
M ′

f(t,b) = M ′
f (M ′

t , M
′
b) が成り立つことを保証する．

t は任意の基底項（あるいは変数）なので，任意の要

素 n ∈ M ′
V (= MV ) に対して M ′

t = n を満たす t が

存在する．以上より，∀x, y ∈ MH .∀n ∈ Mv. x ∼ y

⇒ Mf (n, x) ∼ Mf (n, y) の証明が行われたことにな

り，f はコヒーレントである．詳しくは文献 2)～4)な

どを参照．以下の命題はこの手法の一般形である．

命題 4.11 振舞仕様 (S, Σ, R) に対して f :
−→si ,
−→
s′j ,
−→
s′′k → s ∈ Σとする．一般性を失わず −−−−−→si ∈ PV，−−−−−−−−→

s′j ∈ V \ PV，
−−−−→
s′′k ∈ Hとする．各隠蔽ソート s′′k に対し

て（Σに現れない）2つの定数記号 ak : s′′k と bk : s′′k を

用意し，Σ′ = Σ∪{−→ak,
−→
bk}および R′ = R∪{−−−−−→ak → bk}

とする．こうして定義された振舞仕様 (S, Σ′, R′) にお

いて，任意の振舞文脈 bc ∈ BC，基底項 −−−−−→ti ∈ Tsi，変数
−→xj に対して，bc[f(

−→
ti ,−→xj ,−→ak)] =R′ bc[f(

−→
ti ,−→xj ,

−→
bk)]

ならば，f はコヒーレントである． �

命題 4.11に基づくコヒーレント証明はTRSによる

書き換えをベースに行われる．可簡約演算子を用いて，

書き換えを用いないコヒーレントの十分条件を得る．

TRS が µ 振舞弱正規とは，すべての項 t に対し

て t ↪→∗
µ u となる µ-振舞正規形 u ∈ BNFµ が存在

することである．関数の「すべての定義域の要素を値

域のある要素に対応させる」という性質の「すべての

定義域の要素」の部分を可簡約演算子が，「ある要素

に対応させる」の部分を弱正規性が担う．たとえば，

R = {f(x)→ f(x)} において演算子 f は可簡約であ

るが f(x) の値は決まらないので関数であるとはいえ

ない．もし弱正規性があれば，任意の項を可簡約演算

子のない項へと書き換えることができる．

定理 4.12 振舞仕様 (S, Σ, R) に対し，TRS R が

置換写像 µ に対し µ 振舞弱正規とする．入れ子なし

の仮定のもとで，(1)任意の隠蔽構成子 f ∈ HC が振
舞可簡約で (2)それ以外の演算子 f ∈ Σ \HC が振舞
可簡約または自明のとき，すべての演算子はコヒーレ

ントである．

証明．命題 4.11 に基づいて証明する．任意の保護

可視ソートの項 −→ti，ソート s ∈ V \PV の変数 −→xj，隠

蔽ソートの変数 −→yk に対し，項 t = bc[f(
−→
ti ,−→xj ,−→yk)]を

考える．振舞文脈の定義および各 xj，yk が非保護可視

ソートの変数であることから，項 t は保護可視ソート

の変数は持たない．µ 振舞弱正規性より t は t ↪→∗
µ u

となる正規形 u ∈ BNFµ を持ち，定理 4.8 の証明よ

り uには隠蔽構成子は現れない．項 u[−→uk]を項 uに現

れる隠蔽ソートの変数 yk をそれぞれ項 uk で置き換え

た項とする．すると (1) bc[f(
−→
ti ,−→xj ,−→ak)] ↪→∗

µ u[−→ak]お

よび (2) bc[f(
−→
ti ,−→xj ,

−→
bk)] ↪→∗

µ u[
−→
bk ] が成り立つ．項 u

は隠蔽構成子を持たず可視ソートの項であることから，

項 u[−→ak]の各 ak は振舞文脈の下にある（∀k.∃bc ∈ BC.
u[−→ak] = u′[bc[ak]]）．よって ak → bk ∈ R′ より (3)

u[−→ak] ↪→∗
µ u[
−→
bk ] が成り立つ．以上 (1)，(2)，(3)より，

bc[f(
−→
ti ,−→xj ,−→ak)] =R′ bc[f(

−→
ti
−→xj ,
−→
bk)] が成り立ち，命

題 4.11 より f はコヒーレントである． �

例 4.13 例 4.9 の U および例 4.10 の put はいず

れも振舞可簡約演算子である．なぜなら可視ソートの

項のルートから U または putの出現の間には必ず val

がパターン val(i, put(. . .))あるいは val(i, U(. . .))の

リデックスの形で出現する．明らかに入れ子なしの仮

定は満たしている．またこの TRSは停止性（強正規

性）を持つ．無限の書き換え系列が存在しないため明

らかに（µ 振舞）弱正規性である．よって定理 4.12

よりコヒーレントである． �

例 4.14 TRS Rar に以下のような隠蔽構成子

slide : Array → Array を追加したい．配列 slide(a)

のあるセルの要素は配列 a における 1つ前のセルの要

素である．単純に書き換え規則 val(s(x), slide(a))→
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val(x, a) のみを与えたとする．すると slideはコヒー

レントではない．なぜなら slide(0, a) の値が不定だか

らである．a ∼ bであるがMslide(0, a) �∼Mslide(0, b)

となるモデルM ∈ [SP ] がありうる．slide(0, a)→ 0

という書き換え規則を追加すれば振舞可簡約演算子と

なり，入れ子なしの仮定および停止性を満たすので定

理 4.12 よりコヒーレントである． �

5. 関 連 研 究

5.1 文脈依存書き換え

可簡約演算子の性質として，CSR の正当性の十分

条件を与えた．µ-正規形が頭部正規形となるための十

分条件が提案されている7)．頭部正規形とは，簡約に

よってリデックスになることがない項であり，R-正規

形を求める際のサブゴールと見なすことができる（t

が頭部正規形
def⇐⇒� ∃u ∈ Red(R).t →∗

R u）．これま

で頭部正規形の条件は与えられていたが正当性に関す

る研究はあまり行われていなかった．正当性は TRS

による等式推論を行う際に重要である．停止性および

正規形の一意性☆を持つ TRSにおいては，2項の等価

性判定が決定可能であるという性質がよく知られてい

る14)．正当性は，停止性を持たない TRSにおける決

定可能な等価性判定法を与える．TRS R，置換写像

µ に対し，µ が正当性を持ち，R が µ-停止性かつ正

規形の一意性を持つと仮定する．µ-停止性より任意の

二項 t，t′ から t →∗
µ u，t′ →∗

µ u′ となる µ-正規形

u, u′ ∈ NFµ が得られる．正当性より u, u′ ∈ NFR

である．もし u = u′ ならば →µ⊂→R より明らかに

t =R t′ である．もし u �= u′ ならば，正規形の一意性

より u �=R u′ よって t �=R t′ である．正当性の条件

を外すことはできない．µ(f) = µ(a) = µ(b) = ∅ で，
TRS R = {a→ b} のとき，項 f(a)，f(b) はともに

µ 正規形であるが，f(a) =R f(b) である．例 3.19 の

多ソート TRS (Sl, Σl, Rl) は µ(cons) = ∅ かつ hd,

tl が自明のとき µ-停止性を持ち，{Nat} のもとで正
当であった．TRS Rl は明らかに停止性を持っていな

い．Rl は通常の項書き換え →R による等価性判定に

適さないが，Nat ソートの項であれば CSRの等価性

判定を行うことができる．代数仕様言語 CafeOBJ 2)

などで採用されている評価戦略は CSRの実装と見な

すことができる8)．正当性の十分条件により評価戦略

が R-正規形を返すための十分条件が得られる．

5.2 コヒーレント

振舞仕様におけるコヒーレントの十分条件として

☆ u, u′ ∈ NFR, u =R u′ ⇒ u = u′ という性質

観測完全定義（observer complete definitions）が提

案されている1)．演算子 f の観測完全定義とは，以

下を満たす等式の集合 {c1[f(−→xi)] = r1, c2[f(−→xi)] =

r2, . . . , ck[f(−→xi)] = rk} である：(1) {c1, . . . , ck} は
完全観測文脈である☆☆．(2)各 xi は変数．(3)各 rj

は隠蔽演算子として f か観測演算のみを持つ．(4)単

調で無限下降列のない文脈上の順序 > が存在し任意

の rj の部分項 c[f(
−→
ti )] に対して ci > c である☆☆☆．

仕様が演算子 f の観測完全定義を含むならば，f は

コヒーレントであるという性質が示されている1)．

本研究のコヒーレントの十分条件と比較すると，条

件 (1)，(2) は振舞可簡約演算子，条件 (3)，(4) は

µ 振舞弱正規性に対応する．観測完全定義はシンタ

クティックな制約が大きい．顕著な差は，左辺の f

の引数が変数に限られることと，右辺に関する制限

である．書き換え規則（等式）val(0, slide(x)) → 0

と val(s(x), slide(y))→ val(x, y) は引数に基底項が

あるため観測完全定義ではない．また put12(x) →
put(1, put(2, x)) などのような既存の隠蔽演算子を組

み合わせた新たな演算子の定義も，右辺に観測および

put12 自身以外の隠蔽演算子が現れるため，観測完全

定義ではない．定理 4.12 の µ 振舞弱正規性の条件

は，条件 (3)，(4)を完全には含まないが，本質的には

包含する．実際，定理 4.12 の条件を条件 (3)，(4)を

含むように弱めることは可能である（任意の振舞文脈

bc ∈ BC に対して項 bc(f(. . .)) は ↪→µ-正規形を持つ，

など）．よって観測完全定義は本提案のコヒーレント

判定条件の特殊ケースといえる．

5.3 観測遷移機械

観測遷移機械（OTS）は振舞仕様の特殊形である．

無限状態を持つ遷移機械を記述するのに優れており，

相互排他アルゴリズムの記述と検証10),11) やセキュア

プロトコルの記述と検証12),13)など多くの分散システ

ムへの応用で成果をあげている．OTSは，振舞演算と

して観測演算のみを持ち，すべての隠蔽演算子の隠蔽

ソート引数はただ 1つであり，演算子がすべてコヒー

レントである振舞仕様として定義できる．たとえば，

Rar で put を隠蔽構成子とした仕様やそれに slideを

加えた仕様などは OTSである．したがって OTSを

記述する際には，まず振舞演算として観測演算のみを

記述し，それ以外の演算子のコヒーレント，実際には

遷移規則を定義するための隠蔽構成子（put，slide な

ど）のコヒーレントを示す必要がある．入れ子なしの

☆☆ C が完全観測文脈 ⇐⇒ ∀bc ∈ BC. ∃ci ∈ C. bc = c[ci]
☆☆☆ > が単調 ⇐⇒c1 > c2 ならば c[c1] > c[c2]
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仮定および振舞可簡約演算子かどうかのチェックは決

定可能であるので，停止性の証明器15),16) と組み合わ

せることで振舞仕様が OTSであることの証明を行う

ツールを作成することが可能である．

6. ま と め

µ 振舞弱正規性以外の定理 4.12 の仮定はすべて決

定可能である．µ 停止性は，µ 振舞弱正規性の十分条

件の 1 つであり数多くの停止性判定手法が提案され

ている．µ 停止性判定手法と我々の可簡約演算子の検

査手法（定理 3.26）を組み合わせることで，我々は，

演算子が（全域）関数として適切に定義されているか

どうか，演算子がコヒーレントかどうか，振舞仕様が

OTSであるかどうかを確かめる判定手法を得ること

ができる．本研究では，書き換え対象の項を制限する

ことでいくつかの有用な性質を得たが，これらの制限

に共通の性質は書き換えによって保存されることであ

る．基底項やあるソートに属する項，あるソートに属

する変数のみを持つ項は書き換えによって保存される．

すなわち基底項を書き換えても基底項であり，ソート

s の項を書き換えた項はソート s を持ち，新たな変数

は書き換えによって現れない．したがって書き換えに

よって保存される性質であればその制限のもとでの正

当性を定義し，その十分条件となる可簡約演算子を定

義することが可能である．興味深い応用分野を持つそ

のような性質の発見は今後の課題である．
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