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概 要

本稿では negative translation と, その変種の $-translation による証明図の書き換えを用
いて, 古典論理が直観主義論理の保守的拡大になるような論理式のクラスを, それぞれそ
こに属する論理式の構文論的な形から定義する.
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第1章 序論

1.1 BHK-解釈
直観主義論理における論理式は, 以下のようなBHK-解釈と呼ばれる解釈のしかたによ

りその直観的な意味が把握される.

· A ∧ Bの証明は, Aの証明とBの証明の両方を与えることにより得られる.

· A∨Bの証明は, Aの証明かBの証明の少なくとも一方を与えることにより得られる.

· A → Bの証明とは, Aの証明をBの証明に変換するような方法のことである.

· ⊥は証明を持たない.

· ∀xA(x)の証明とは,任意の対象dをA(d)の証明に変換するような方法のことである.

· ∃xA(x)の証明は,対象dの構成のしかたとA(d)の証明を与えることにより得られる.

この解釈のもとでは, 直観主義論理で何らかの対象の存在を主張することは, その対象
を構成する方法を与えることとして理解される.

1.2 構成的な証明とコンピュータのプログラム
BHK-解釈による論理式の直観的な意味が示しているように, 直観主義論理は, 通常の古

典的な意味で考えられる “数学的に存在する”ことと, 対象を構成する方法があるという
意味の “明示的に存在する”ことを区別し, 明示的存在を体系的に取り扱う論理である.

一方, コンピュータのプログラムは本来構成的なものであって, コンピュータの計算モ
デルの一種である型つきラムダ計算と, 直観主義論理に基づく構成的な証明との間に対応
関係がつくというCurry-Howard の対応が知られている. このことは数学的な命題の構成
的な証明を分析することにより, それに対応するプログラムが持つ性質もまた分析できる
こと, 構成的な証明からプログラムを抽出できることなどを意味する.

したがって, 情報科学の立場からは, ある数学的命題が直観主義論理で証明できるとい
うことは重要な意味を持っているといえる.
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1.3 translation による埋め込み
1930年ごろ, Gödelと Gentzenはそれぞれ独立に translationを用いた古典的算術の直観

主義算術への埋め込みの手法を考案した. この translationは今日では negative translation

として最も一般的に知られている. また, これとは独立に 1920年代に Kolmogorov は不完
全な形式化ではあったがこれと同等の能力を持つ古典論理の直観主義論理への埋め込みの
手法を見つけていた. その後これらの translation の変種の黒田の translation なども考案
され, これらの埋め込みを利用した研究が多くなされてきた (詳しくは [4]を参照).

古典論理が直観主義論理の保守的拡大となるようなクラスとは, 古典論理で証明できる
ならじつは直観主義論理の範囲内でも証明できるような命題のクラスのことであるが, 例
えば, Leivant [3]は Kolmogorov の translation による埋め込みを用いて, 述語論理の範囲
にとどまらず, 古典的な数学の理論が直観主義数学の理論の保守的拡大となるような条件
について, 理論を構成する公理や理論における定理となる論理式に関して構文論的な側面
からの研究を行った. また, 石原 [2]は minimal logicにおける⊥と schema における place

holder の構文論的な類似性に着目して translation の新しい変種 $-translation を定義し,

これを用いて古典論理が直観主義論理の保守的拡大となるような条件について, 対象とな
る論理式の構文論的な側面からの研究を行っている.

一般に, 直観主義論理で証明できる命題であっても古典論理で証明する方が簡単なこと
が多いが, 上で述べたようなクラスを構文論的な側面から定義することによって, ある形
をした命題について構成的な証明を得るためには古典的な証明を得れば十分であること
が保証される. また, このことと Curry-Howard の対応をあわせて考えると, 構成的な証
明からだけでなく, ある形をした命題についてはその古典的な証明からでもプログラムの
抽出が可能になることを意味する.

本稿ではこれらの translationのうち, とくに Gödel-Gentzen の negative translation と
$-translation を取り扱う.

1.4 構文論的なクラス定義
本稿では, まず第 2章で議論の対象となる論理のシステムの定義や保守的拡大の概念の

定義を与える.

次に, 第 3章では Gödel-Gentzen の negative translation を用いて, 古典論理が直観主
義論理の保守的拡大となるようなクラス, すなわち, 古典論理で証明できるならじつは直
観主義論理の範囲内でも証明できるような命題のクラスを, そこに属する論理式の構文論
的な形から定義する.

続いて第 4章では $-translation を用いて, 古典論理が直観主義論理の保守的拡大となる
ようなクラスの定義を第 3章で行ったのと同様に構文論的に与え, 第 3章で与えたクラス
との関係について述べる.

最後に, 第 5章で本研究の成果と今後の課題について述べる.
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第2章 いくつかの論理の体系

この章では, 本稿で取り扱う minimal logic, 直観主義論理, 古典論理の体系MQC, IQC,

CQCをそれぞれ自然演繹に基づいて定義し, これらの論理の体系の間で成り立つ関係に
ついて述べる.

2.1 言語や記号について
本稿で取り扱う述語論理の言語は, 命題定数としては⊥のみを持ち, 論理結合子の記号

と量化記号には
∧ ∨ → ∀ ∃

を用いる. 論理式A, Bに対し ¬AはA → ⊥を, A ↔ Bは (A → B) ∧ (B → A)を表す.

また, 論理式や項の構文的な等しさを表すメタ記号として≡を用いる. 例えば, これらの
記号を使うと

¬A ≡ A → ⊥, A ↔ B ≡ (A → B) ∧ (B → A).

論理式 A, 変数 x, 項 tについて, A[x/t]で Aにおける項 tの変数 xへの代入を表す.

FV (A), FV (t)はそれぞれ論理式A, 項 tの自由変数の集合を, BV (A), BV (t)は束縛変数
の集合を表す.

定義 2.1 (free for) Aを論理式, xを変数, tを項とする. Aの中で tが free for xである
ということを以下のように帰納的に定義する.

• 原子論理式 P の中で tは free for x.

• B, Cを論理式, ◦ ∈ {∧,∨,→}, Q ∈ {∀, ∃}, yを変数とする.

· B ◦ Cの中で tが free for x
def⇐⇒

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Bの中で tが free for x

かつ
Cの中で tが free for x.

· QyBの中で tが free for x
def⇐⇒ x ≡ y または

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

y �∈ FV (t)

かつ
Bの中で tが free for x.
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2.2 minimal logc

定義 2.2 (MQCの証明図) minimal logic の体系MQCの証明図を, その証明図の高さ,

conclusion, open assumptionの集合の概念とあわせて以下のように同時帰納的に定義する.

• Aを論理式とする. このときAは conclusion がA, open assamption の集合が {A}
であるような高さ 0の証明図である. conclusion がAであるような証明図Dを

D
A

のように表す.

• 既知の証明図から以下の規則にしたがって作られるものも証明図である (図の横に
付された適用規則を表すラベルは省略してもよい).

(∧-introduction) D1, D2をそれぞれ conclusion が A, B, open assumption の集
合がO1, O2で, 高さが n1, n2であるような証明図とする. このとき

D1

A
D2

B
A ∧ B

(∧I)

は conclusion がA ∧ B, open assumption の集合がO1 ∪ O2であるような高さ
max{n1, n2} + 1の証明図である.

(∧-elimination) Dを conclusion がA1 ∧ A2, open assumption の集合がOで, 高
さが nであるような証明図とする. このとき

D
A1 ∧ A2

Ai
(∧E)

は conclusion がAi (i ∈ {1, 2}), open assumption の集合がOであるような高
さ n + 1の証明図である.

(→-introduction) Dを conclusion がB, open assumption の集合がOで, 高さが
nであるような証明図とする. このとき

D
B

A → B
(→ I)

は conclusion がA → B, open assumption の集合がO \ {A}であるような高
さ n + 1の証明図である. OからAが取り除かれることを明示的に

[A]
D
B

A → B
(→ I)

のように表すこともある.
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(→-elimination) D1, D2をそれぞれ conclusion が A, A → B, open assumption

の集合がO1, O2で, 高さが n1, n2であるような証明図とする. このとき

D1

A
D2

A → B
B

(→ E)

は conclusion が B, open assumption の集合が O1 ∪ O2 であるような高さ
max{n1, n2} + 1の証明図である.

(∨-introduction) Dを conclusion がAi (i = 1または 2), open assumption の集合
がOで, 高さが nであるような証明図とする. このとき

D
Ai

A1 ∨ A2
(∨I)

は conclusion がA1 ∨A2, open assumption の集合がOであるような高さn+1

の証明図である.

(∨-elimination) D1, D2, D3をそれぞれ conclusion がA∨B, C, C, open assump-

tion の集合がO1, O2, O3で, 高さが n1, n2, n3であるような証明図とする. こ
のとき

D1

A ∨ B
D2

C
D3

C
C

(∨E)

は conclusion がC, open assumption の集合がO1 ∪ (O2 \ {A})∪ (O3 \ {B})で
あるような高さmax{n1, n2, n3} + 1の証明図である. O2, O3からそれぞれA,

Bが取り除かれることを明示的に

D1

A ∨ B

[A]
D2

C

[B]
D3

C
C

(∨E)

のように表すこともある.

(∀-introduction) Dを conclusion がA, open assumption の集合がOで, 高さが n

であるような証明図とし, x �∈ ⋃
B∈O

FV (B)であるとする. このとき

D
A

∀yA[x/y]
(∀I)

は conclusionが∀yA[x/y] (ただしyはAの中で free for xかつy �∈ FV (A)\{x}
となる変数), open assumption の集合がOであるような高さ n + 1の証明図で
ある.

5



(∀-elimination) Dを conclusion が ∀xA, open assumption の集合がOで, 高さが
nであるような証明図とする. このとき

D∀xA
A[x/t]

(∀E)

は conclusion が A[x/t] (ただし tは Aの中で free for x となる項), open as-

sumption の集合がOであるような高さ n + 1の証明図である.

(∃-introduction) Dを conclusion が A[x/t] (ただし tは Aの中で free for x とな
る項), open assumption の集合が Oで, 高さが nであるような証明図とする.

このとき
D

A[x/t]

∃xA
(∃I)

は conclusion が ∃xA, open assumption の集合がOであるような高さ n + 1の
証明図である.

(∃-elimination) D1, D2をそれぞれ conclusion が ∃yA[x/y], B (ただし yは Aの
中で free for xかつ y �∈ FV (A) \ {x}となる変数), open assumption の集合が
O1, O2で, 高さが n1, n2であるような証明図とし, x �∈ FV (B) ∪ ⋃

C∈O2\{A}
FV (C)

であるとする. このとき
D1

∃yA[x/y]
D2

B

B
(∃E)

は conclusion がB, open assumption の集合がO1 ∪ (O2 \ {A})であるような高
さmax{n1, n2}+ 1の証明図である. O2からAが取り除かれることを明示的に

D1

∃yA[x/y]

[A]
D2

B

B
(∃E)

のように表すこともある.

2.3 直観主義論理
定義 2.3 (IQCの証明図) 直観主義論理の体系 IQCの証明図を以下のように帰納的に定
義する.

• MQCの証明図は IQCの証明図である.
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• (intuitionistic absurdity) Dを conclusion が⊥, open assumption の集合が O

で, 高さが nであるような IQCの証明図とする. このとき任意の論理式 Aに
ついて

D⊥
A

(⊥i)

は conclusion が A, open assumption の集合が O であるような高さ n + 1

の IQCの証明図である.

2.4 古典論理
定義 2.4 (CQCの証明図) 古典論理の体系CQCの証明図を以下のように帰納的に定義
する.

• IQCの証明図はCQCの証明図である.

• (classical absurdity) Dを conclusion が⊥, open assumption の集合がOで, 高
さが nであるようなCQCの証明図とする. このとき任意の論理式Aについて

D⊥
A

(⊥c)

は conclusionがA, open assumptionの集合がO\{¬A}であるような高さn+1

のCQCの証明図である. Oから ¬Aが取り除かれることを明示的に

[¬A]
D⊥
A

(⊥c)

のように表すこともある.

2.5 体系の拡張と論理式のクラスの関係
定義 2.5 (証明可能性) Γを論理式の集合, Aを論理式とする.

conclusion がA, open assumption の集合が Γの部分集合であるようなMQCの証明図
が存在するとき, MQCで ΓからAが証明できるといい

Γ �m A

と表す. 論理と Γをあわせてひとつの形式的体系と考えてMQC + Γ � Aと表すことも
ある. とくに Γ = ∅のときこれを�m A, MQC � Aなどとも表す.

IQC, CQCに対しても同様に論理式の集合と論理式の間の関係が定義でき, これらを
それぞれ
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· Γ �i A または IQC + Γ � A (とくに Γ = ∅のとき �i A または IQC � A)

· Γ �c A または CQC + Γ � A (とくに Γ = ∅のとき �c A または CQC � A)

などと表す.

定義 2.6 (形式的体系の拡張) T1, T2を形式的体系とする. 任意の論理式Aについて

T2 � A ならば T1 � A

となるときT1はT2の拡張であるという.

命題 2.1 形式的体系としてのMQC, IQC, CQCの間には以下の関係が成り立つ.

· IQCはMQCの拡張である.

· CQCは IQCの拡張である.

証明
論理式AについてMQC � Aなら, 定義 2.5より conclusion がA, open assumption の

集合が空であるようなMQCの証明図Dが存在する. 定義 2.3よりDは IQCの証明図で
もあるため, IQC � A. よって, IQCはMQCの拡張となっている.

同様に, CQCは IQCの拡張となっていることが示される. また, 定義 2.6から拡張の
関係は推移的であるのでCQCはMQCの拡張でもある.

�

定義 2.7 (保守的拡大) Cを論理式の集合, T1, T2を形式的体系とし, T1はT2の拡張で
あるとする.

任意の論理式A ∈ Cについて T1 � A ならば T2 � A

となるとき, CについてT1はT2の保守的拡大という.
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第3章 negative translationに基づく
クラス定義

この章では論理式から論理式への変換として negative translationを定義し, negative trans-

lation による証明図の書き換えを用いてCQCが IQC, MQCの保守的拡大となるような
論理式のクラスを, それぞれそこに含まれる論理式の構文論的な形により定義できること
をみる.

3.1 negative translation

定義 3.1 (Negative formula) 以下のように帰納的に定義される論理式を negative な論
理式という.

⊥, 原子論理式 P について

· ⊥は negative,

· ¬P は negative.

A, Bが negative な論理式とすると

· A ∧ Bは negative,

· A → Bは negative,

· ∀xAは negative.

命題 3.1 論理式Aが negative ならば MQC � ¬¬A → A.

証明
論理式Aの複雑さに関する帰納法により証明する (なお, 証明図の中で open assumption

の集合から論理式を取り除くような規則を適用する際, その conclusion と, 取り除かれる
論理式を open assumption に追加した高さ 0の証明図にそれぞれ対応する番号をつける).

Basis:
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A ≡ ⊥のとき
(2)¬¬⊥

(1)⊥
(1)¬⊥ (→I)

⊥
(2)¬¬⊥ → ⊥ (→I)

は MQC の証明図となるため, MQC � ¬¬A → A.

A ≡ ¬P のとき

(3)¬¬¬P

(1)¬P (2)P
⊥

(1)¬¬P
(→I)

⊥
(2)¬P

(→I)

(3)¬¬¬P → ¬P
(→I)

は MQC の証明図となるため, MQC � ¬¬A → A.

Induction steps:

A ≡ B ∧ C のとき B, C は negative であり, 帰納法の仮定からMQC � ¬¬B → B,

MQC � ¬¬C → C. したがって

(5)¬¬(B ∧ C)

(2)¬B

(1)B ∧ C
B

⊥
(1)¬(B ∧ C)

(→I)

⊥
(2)¬¬B

(→I)

I.H.....¬¬B → B
B

(5)¬¬(B ∧ C)

(4)¬C

(3)B ∧ C
C

⊥
(3)¬(B ∧ C)

(→I)

⊥
(4)¬¬C

(→I)

I.H.....¬¬C → C
C

B ∧ C
(5)¬¬(B ∧ C) → B ∧ C

(→I)

はMQCの証明図となるため, MQC � ¬¬A → A.

A ≡ B → CのときCは negative であり, 帰納法の仮定からMQC � ¬¬C → C. した
がって

(4)¬¬(B → C)

(2)¬C

(3)B (1)B → C
C

⊥
(1)¬(B → C)

(→I)

⊥
(2)¬¬C

(→I)

I.H.....¬¬C → C
C

(3)B → C
(→I)

(4)¬¬(B → C) → (B → C)
(→I)

はMQCの証明図となるため, MQC � ¬¬A → A.
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A ≡ ∀xB のとき Bは negative であり, 帰納法の仮定からMQC � ¬¬B → B. した
がって

(3)¬¬∀xB

(2)¬B

(1)∀xB
B

(∀E)

⊥
(1)¬∀xB

(→I)

⊥
(2)¬¬B

(→I)

I.H.....¬¬B → B
B

∀xB
(∀I)

(3)¬¬∀xB → ∀xB
(→I)

はMQCの証明図となるため, MQC � ¬¬A → A.

�

ここで, 上の証明に現れた論理式Aに関する

....
A

という記法は, conclusion が A, open assumption の集合が空であるような証明図を表す.

また, ∀-eliminationの適用の際に代入する項として変数 xを, ∀-introductionの適用の際
に導入する束縛変数として xをとっている (B ≡ B[x/x]なので上のような証明図となる).

以降の証明図では, とくににことわりなくこれらの記法を使うことがある.

定義 3.2 (Negative translation) Gödel-Gentzen の negative translation g は以下のよ
うに帰納的に定義される.

⊥, 原子論理式 P (ただし P は⊥とは異なる原子論理式) について

· ⊥g := ⊥,

· P g := ¬¬P .

A, Bを論理式とすると

· (A ∧ B)g := Ag ∧ Bg,

· (A ∨ B)g := ¬(¬Ag ∧ ¬Bg),

· (A → B)g := Ag → Bg,

· (∀xA)g := ∀xAg,

· (∃xA)g := ¬∀x¬Ag.

命題 3.2 任意の論理式Aについて, Agは negative.
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証明
論理式Aの複雑さに関する帰納法により証明する.

Basis:

A ≡ ⊥のときAg ≡ ⊥は negative.

A ≡ P ( �≡ ⊥) のときAg ≡ ¬¬P . 定義 3.1より ¬P は negative. したがって, 再び定義
3.1よりAg ≡ ¬¬P ≡ ¬P → ⊥もまた negative.

Induction steps:

A ≡ B ∧ CのときAg ≡ Bg ∧ Cg. 帰納法の仮定よりBgとCgは negative, したがって
定義 3.1よりAgもまた negative.

A ≡ B → CのときAg ≡ Bg → Cg. 帰納法の仮定よりBgと Cgは negative, したがっ
て定義 3.1よりAgもまた negative.

A ≡ B ∨ CのときAg ≡ ¬(¬Bg ∧ ¬Cg). 帰納法の仮定よりBgと Cgは negative, した
がって定義 3.1よりAg ≡ (Bg → ⊥∧ Cg → ⊥) → ⊥もまた negative.

A ≡ ∀xBのときAg ≡ ∀xBg. 帰納法の仮定よりBgは negative, したがって定義 3.1よ
りAgもまた negative.

A ≡ ∃xBのときAg ≡ ¬∀x¬Bg. 帰納法の仮定よりBgは negative, したがって定義 3.1

よりAg ≡ ∀x(Bg → ⊥) → ⊥もまた negative.

�

命題 3.3 任意の論理式Aについて, MQC � ¬¬Ag → Ag.

証明
命題 3.2よりAgは negative であり, 命題 3.1よりMQC � ¬¬Ag → Ag.

�

3.2 negative translation による証明図の書き換え
定理 3.1 Aを論理式, Γを論理式の集合とし, Γg := {Bg|B ∈ Γ}とすると,

Γ �c A ならば Γg �m Ag.

証明
Γ �c Aの証明図の高さに関する帰納法により証明する.

Basis:

証明図の高さが 0の場合, すなわちA ∈ Γのとき, Γgの定義よりAg ∈ Γg. したがって
Γg �m Ag.

Induction steps:
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最後に適用した規則が∧-introductionの場合, すなわちA ≡ B ∧Cで, conclusion がB,

C, open assumption の集合が Γ1, Γ2であるようなCQCの証明図D1, D2があって

D1

B
D2

C
B ∧ C

(ただし Γ1 ∪ Γ2 ⊆ Γ) となっているとき, 帰納法の仮定から Γg
1 �m Bg, Γg

2 �m Cg. よっ
てMQCの証明図Dg

1, Dg
2が存在して

Dg
1

Bg
Dg

2

Cg

Bg ∧ Cg

もまたMQCの証明図となる. Γg
1 ∪ Γg

2 ⊆ Γgより, Γg �m Ag.

最後に適用した規則が ∧-eliminationの場合, すなわち A ≡ Ai (i = 1または 2)で,

conclusion が A1 ∧ A2, open assumption の集合がΔであるようなCQCの証明図 Dが
あって

D
A1 ∧ A2

Ai

(ただしΔ ⊆ Γ) となっているとき, 帰納法の仮定からΔg �m Ag
1 ∧Ag

2. よってMQCの証
明図Dgが存在して

Dg

Ag
1 ∧ Ag

2

Ag
i

もまたMQCの証明図となる. Δg ⊆ Γgより, Γg �m Ag.

最後に適用した規則が→-introductionの場合, すなわちA ≡ B → Cで, conclusion が
C, open assumption の集合がΔであるようなCQCの証明図Dがあって

[B]
D
C

B → C

(ただしΔ \ {B} ⊆ Γ) となっているとき, 帰納法の仮定からΔg �m Cg. よってMQCの
証明図Dgが存在して

[(1)Bg]
Dg

Cg

(1)Bg → Cg
(→I)

もまたMQCの証明図となる. Δg \ {Bg} ⊆ Γgより, Γg �m Ag.
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最後に適用した規則が→-eliminationの場合, すなわち conclusion がB, B → A, open

assumption の集合が Γ1, Γ2であるようなCQCの証明図D1, D2があって

D1

B
D2

B → A
A

(ただし Γ1 ∪ Γ2 ⊆ Γ) となっているとき, 帰納法の仮定から Γg
1 �m Bg, Γg

2 �m Bg → Ag.

よってMQCの証明図Dg
1, Dg

2が存在して

Dg
1

Bg
Dg

2

Bg → Ag

Ag

もまたMQCの証明図となる. Γg
1 ∪ Γg

2 ⊆ Γgより, Γg �m Ag.

最後に適用した規則が ∨-introductionの場合, すなわち A ≡ A1 ∨ A2で, conclusion が
Ai (i = 1または 2), open assumptionの集合がΔであるようなCQCの証明図Dがあって

D
Ai

A1 ∨ A2

(ただしΔ ⊆ Γ) となっているとき, 帰納法の仮定からΔg �m Ag
i . よってMQCの証明図

Dgが存在して
(1)¬Ag

1 ∧ ¬Ag
2

¬Ag
i

Dg

Ag
i

⊥
(1)¬(¬Ag

1 ∧ ¬Ag
2)

(→I)

もまたMQCの証明図となる. Δg ⊆ Γgより, Γg �m Ag.

最後に適用した規則が∨-eliminationの場合, すなわち conclusion がB ∨C, A, A, open

assumption の集合が Γ1, Γ2, Γ3であるようなCQCの証明図D1, D2, D3があって

D1

B ∨ C

[B]
D2

A

[C]
D3

A
A

(ただし Γ1 ∪ (Γ2 \ {B}) ∪ (Γ3 \ {C}) ⊆ Γ) となっているとき, 帰納法の仮定から Γg
1 �m

¬(¬Bg ∧ ¬Cg), Γg
2 �m Ag, Γg

3 �m Ag. よってMQCの証明図Dg
1, Dg

2, Dg
3が存在して

Dg
1

¬(¬Bg ∧ ¬Cg)

(3)¬Ag

[(1)Bg]
Dg

2

Ag

⊥
(1)¬Bg

(→I)

(3)¬Ag

[(2)Cg]
Dg

3

Ag

⊥
(2)¬Cg

(→I)

¬Bg ∧ ¬Cg

⊥
(3)¬¬Ag

(→I)

命題 3.3....¬¬Ag → Ag

Ag
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もまたMQCの証明図となる. Γg
1 ∪ (Γg

2 \ {Bg}) ∪ (Γg
2 \ {Cg}) ⊆ Γgより, Γg �m Ag.

最後に適用した規則が ∀-introductionの場合, すなわちA ≡ ∀yB[x/y]で, conclusion が
B, open assumption の集合がΔであるようなCQCの証明図Dがあって

D
B

∀yB[x/y]

(ただし Δ ⊆ Γ, x �∈ FV (Δ)) となっているとき, 帰納法の仮定から Δg �m Bg. よっ
てMQCの証明図Dgが存在し, x �∈ FV (Δg)なので

Dg

Bg

∀yBg[x/y]

もまたMQCの証明図となる. ∀yBg[x/y] ≡ ∀B[x/y]g, Δg ⊆ Γgより, Γg �m Ag.

最後に適用した規則が∀-eliminationの場合, すなわち conclusion が∀xA, open assump-

tion の集合がΔであるようなCQCの証明図Dがあって
D∀xA

A[x/t]

(ただしΔ ⊆ Γ) となっているとき, 帰納法の仮定からΔg �m ∀xAg. よってMQCの証明
図Dgが存在して

Dg

∀xAg

Ag[x/t]

もまたMQCの証明図となる. Ag[x/t] ≡ A[x/t]g, Δg ⊆ Γgより, Γg �m Ag.

最後に適用した規則が ∃-introductionの場合, すなわち A ≡ ∃xB で, conclusion が B,

open assumption の集合がΔであるようなCQCの証明図Dがあって
D

B[x/t]

∃xB

(ただしΔ ⊆ Γ) となっているとき, 帰納法の仮定からΔg �m B[x/t]g. よってMQCの証
明図Dgが存在し, B[x/t]g ≡ Bg[x/t]なので

(1)∀x¬Bg

¬Bg[x/t]
(∀E) Dg

B[x/t]g

⊥
(1)¬∀x¬Bg

(→I)

もまたMQCの証明図となる. Δg ⊆ Γgより, Γg �m Ag.
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最後に適用した規則が ∃-eliminationの場合, すなわち conclusion が ∃yB[x/y], A, open

assumption の集合が Γ1, Γ2であるようなCQCの証明図D1, D2があって

D1

∃yB[x/y]

[B]
D2

A

A

(ただし Γ1 ∪ (Γ2 \ {B}) ⊆ Γ, x �∈ FV (A) ∪ ⋃
C∈Γ2\{B}

FV (C)) となっているとき, 帰納法

の仮定から Γg
1 �m ¬∀y¬B[x/y]g, Γg

2 �m Ag. よってMQCの証明図 Dg
1, Dg

2 が存在し,

x �∈ FV (Ag) ∪ ⋃
C∈Γg

2\{Bg}
FV (C)かつ, ∀y¬B[x/y]g ≡ ∀y¬Bg[x/y]なので

Dg
1

¬∀y¬B[x/y]g

(2)¬Ag

[(1)Bg]
Dg

2

Ag

⊥
(1)¬Bg

(→I)

∀y¬Bg[x/y]
(∀I)

⊥
(2)¬¬Ag

(→I)

命題 3.3....¬¬Ag → Ag

Ag

もまたMQCの証明図となる. Γg
1 ∪ (Γg

2 \ {Bg}) ⊆ Γg より, Γg �m Ag.

最後に適用した規則が classical absurdity の場合, すなわち conclusion が⊥, open as-

sumption の集合がΔであるようなCQCの証明図Dがあって
[¬A]
D⊥
A

(ただしΔ \ {¬A} ⊆ Γ) となっているとき, 帰納法の仮定からΔg �m ⊥. よってMQCの
証明図Dgが存在して

[(1)¬Ag]
Dg

⊥
(1)¬¬Ag

(→I)

命題 3.3....¬¬Ag → Ag

Ag

もまたMQCの証明図となる. Δg \ {¬Ag} ⊆ Γgより, Γg �m Ag.

�

定義 3.3 論理式Aがみたす性質について以下のような定義を与える.

· Aが spreading
def⇐⇒ MQC � A → Ag.
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· Aが wiping
def⇐⇒ MQC � Ag → A.

· Aが isolating
def⇐⇒ MQC � Ag → ¬¬A.

なお, MQCをIQCに置き換えると, それぞれ I-spreading, I-wiping, I-isolating という
概念を同様に定義できる.

命題 3.4 論理式Aが wiping ならば A は isolating.

また, 論理式Aが I-wiping ならば A は I-isolating.

証明
Aが wiping より, MQC � Ag → A. したがって

(1)¬A

(2)Ag

MQC....
Ag → A
A

⊥
(1)¬¬A

(→I)

(2)Ag → ¬¬A
(→I)

は, MQCの証明図となるためMQC � Ag → ¬¬A. すなわちAは isolating.

また, MQCを IQCに, wiping を I-wiping に, spreading を I-spreading にそれぞれ置
き換えることにより, Aが I-wiping ならば A は I-isolating が示される.

�

定義 3.4 論理式の集合 Γについて,

任意のB ∈ Γに対し Γ �m Bg

となるとき Γは gに関してMQCで閉じているという.

なお, MQCをIQCに置き換えても同様な概念が定義される.

定理 3.2 wiping な論理式Aと, gに関してMQCで閉じている論理式の集合 Γについて

Γ �c A ならば Γ �m A.

また, MQCを IQCに, wiping を I-wiping にそれぞれ置き換えても同様なことが成り
立つ.

証明
Γ �c Aなら, 定理 3.1より Γg �m Ag. したがって, conclusion がAg, open asssumption

の集合が Γgの部分集合であるようなMQCの証明図Dmが存在する.

17



Γは gに関してMQCで閉じているため, 任意の B ∈ Γについて Γ �m Bg, すなわち
conclusion がBg, open assumption の集合が Γの部分集合であるようなMQCの証明図
DB

mが存在する.

ここで, Dmのすべての open assumption Bg を DB
mに置き換えると conclusion が Ag,

open assumption の集合が Γの部分集合であるようなMQCの証明図D′
mが得られる.

Aは wiping なのでMQC � Ag → Aであり,

D′
m

Ag

MQC....
Ag → A
A

は conclusion がA, open assumption の集合がΓの部分集合であるようなMQCの証明図
である. したがって, Γ �m A.

また, MQCを IQCに, wiping を I-wiping にそれぞれ置き換えることにより, Γ �c A

ならば Γ �i Aが示される.

�

3.3 論理式のクラスの構文論的な定義
定理 3.2より, g に関してMQCで閉じている論理式の集合 Γをとると, wiping な論

理式の集合 CについてCQC + ΓはMQC + Γの保守的拡大であることがわかる (なお,

MQCを IQCに wiping を I-wiping にそれぞれ置き換えると, CQC + Γは IQC + Γの
保守的拡大であることがいえる).

この節では, gに関してMQC ( IQC )で閉じている論理式の集合と, wiping (I-wiping)

な論理式の集合を, そこに含まれる論理式の構文論的な形から定義する.

定義 3.5 論理式のクラス S, W, Iを以下のように同時帰納的に定義する. ここで, P は
⊥とは異なる原子論理式, S, S1, S2は Sに属する論理式, W , W1, W2はWに属する論理
式, I, I1, I2は Iに属する論理式をそれぞれ表す.

· ⊥, P, S1 ∧ S2, S1 ∨ S2, ∀xS, ∃xS, I → S ∈ S,

· ⊥, W1 ∧ W2, ∀xW, S → W ∈ W,

· P, W, I1 ∧ I2, I1 ∨ I2, ∃xI ∈ I.

命題 3.5 論理式Aについて

· A ∈ S ならば Aは spreading.

· A ∈ W ならば Aは wiping.

18



· A ∈ I ならば Aは isolating.

証明
論理式Aの複雑さに関する同時帰納法により証明する.

Basis:

· A ≡ ⊥のときAg ≡ ⊥.

⊥ ∈ S, Wであるが
(1)⊥

(1)⊥ → ⊥ (→I)

はMQCの証明図となるため, MQC � ⊥ → ⊥gかつMQC � ⊥g → ⊥. すなわち⊥は
spreading かつ wiping.

また⊥ ∈ Iであるが, 上の証明図から⊥は wiping であり, 命題 3.4より⊥は isolating.

· A ≡ P ( �≡ ⊥)のときAg ≡ ¬¬P .

P ∈ Sであるが
(1)¬P (2)P

⊥
(1)¬¬P

(→I)

(2)P → ¬¬P
(→I)

はMQCの証明図となるため, MQC � P → P g. すなわち P は spreading.

定義 3.5より P �∈ W.

P ∈ Iであるが
(1)¬¬P

(1)¬¬P → ¬¬P
(→I)

はMQCの証明図となるため, MQC � P g → ¬¬P . すなわち P は isolating.

Induction steps:

· A ≡ B ∧ CのときAg ≡ Bg ∧ Cg.

A ∈ Sならば定義 3.5よりB, C ∈ Sで, 帰納法の仮定からMQC � B → Bg, MQC �
C → Cg. よって

(1)B ∧ C
B

I.H.....
B → Bg

Bg

(1)B ∧ C
C

I.H.....
C → Cg

Cg

Bg ∧ Cg

(1)B ∧ C → Bg ∧ Cg
(→I)

はMQCの証明図となるため, MQC � A → Ag. すなわちAは spreading.

A ∈ W ならば定義 3.5より B, C ∈ W で, 帰納法の仮定からMQC � Bg → B,

MQC � Cg → C. よって

(1)Bg ∧ Cg

Bg

I.H.....
Bg → B

B

(1)Bg ∧ Cg

Cg

I.H.....
Cg → C

C
B ∧ C

(1)Bg ∧ Cg → B ∧ C
(→I)
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はMQCの証明図となるため, MQC � Ag → A. すなわちAは wiping.

A ∈ Iならば定義 3.5よりA ∈ WまたはB, C ∈ I.

A ∈ Wであれば上の証明図からAは wiping であり, 命題 3.4よりAは isolating.

B, C ∈ Iであれば帰納法の仮定からMQC � Bg → ¬¬B, MQC � Cg → ¬¬C. よって

(4)Bg ∧ Cg

Bg

I.H.....
Bg → ¬¬B
¬¬B

(4)Bg ∧ Cg

Cg

I.H.....
Cg → ¬¬C
¬¬C

(3)¬(B ∧ C)

(2)B (1)C
B ∧ C

⊥
(1)¬C

(→I)

⊥
(2)¬B

(→I)

⊥
(3)¬¬(B ∧ C)

(→I)

(4)Bg ∧ Cg → ¬¬(B ∧ C)
(→I)

はMQCの証明図となるため, MQC � Ag → ¬¬A. すなわちAは isolating.

· A ≡ B → CのときAg ≡ Bg → Cg.

A ∈ Sならば定義 3.5よりB ∈ I, C ∈ Sで, 帰納法の仮定からMQC � Bg → ¬¬B,

MQC � C → Cg. よって

(3)Bg

I.H.....
Bg → ¬¬B
¬¬B

(2)¬Cg

(1)B (4)B → C
C

I.H.....
C → Cg

Cg

⊥
(1)¬B

(→I)

⊥
(2)¬¬Cg

(→I)

命題 3.3....¬¬Cg → Cg

Cg

(3)Bg → Cg
(→I)

(4)(B → C) → (Bg → Cg)
(→I)

はMQCの証明図となるため, MQC � A → Ag. すなわちAは spreading.

A ∈ W ならば定義 3.5より B ∈ S, C ∈ W で, 帰納法の仮定からMQC � B → Bg,

MQC � Cg → C. よって

(1)B

I.H.....
B → Bg

Bg (2)Bg → Cg

Cg

I.H.....
Cg → C

C
(1)B → C

(→I)

(2)(Bg → Cg) → (B → C)
(→I)

はMQCの証明図となるため, MQC � Ag → A. すなわちAは wiping.
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A ∈ Iならば定義 3.5よりA ∈ Wで, 上の証明図からAは wiping であり命題 3.4より
Aは isolating.

· A ≡ B ∨ CのときAg ≡ ¬(¬Bg ∧ ¬Cg).

A ∈ Sならば定義 3.5よりB, C ∈ Sで, 帰納法の仮定からMQC � B → Bg, MQC �
C → Cg. よって

(3)B ∨ C

(2)¬Bg ∧ ¬Cg

¬Bg

(1)B

I.H.....
B → Bg

Bg

⊥

(2)¬Bg ∧ ¬Cg

¬Cg

(1)C

I.H.....
C → Cg

Cg

⊥
(1)⊥ (∨E)

(2)¬(¬Bg ∧ ¬Cg)
(→I)

(3)B ∨ C → ¬(¬Bg ∧ ¬Cg)
(→I)

はMQCの証明図となるため, MQC � A → Ag. すなわちAは spreading.

定義 3.5よりA �∈ W.

A ∈ I ならば定義 3.5より B, C ∈ I で, 帰納法の仮定からMQC � Bg → ¬¬B,

MQC � Cg → ¬¬C. よって

(6)¬(¬Bg ∧ ¬Cg)

(2)Bg

I.H.....
Bg → ¬¬B
¬¬B

(5)¬(B ∨ C)

(1)B
B ∨ C

⊥
(1)¬B

(→I)

⊥
(2)¬Bg

(→I)

(4)Cg

I.H.....
Cg → ¬¬C
¬¬C

(5)¬(B ∨ C)

(3)C
B ∨ C

⊥
(3)¬C

(→I)

⊥
(4)¬Cg

(→I)

¬Bg ∧ ¬Cg

⊥
(5)¬¬(B ∨ C)

(→I)

(6)¬(¬Bg ∧ ¬Cg) → ¬¬(B ∨ C)
(→I)

はMQCの証明図となるため, MQC � Ag → ¬¬A. すなわちAは isolating.

· A ≡ ∀xBのときAg ≡ ∀xBg.

A ∈ Sならば定義 3.5よりB ∈ Sで, 帰納法の仮定からMQC � B → Bg. よって

(1)∀xB
B

I.H.....
B → Bg

Bg

∀xBg (∀I)

(1)∀xB → ∀xBg
(→I)

はMQCの証明図となるため, MQC � A → Ag. すなわちAは spreading.
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A ∈ Wならば定義 3.5よりB ∈ Wで, 帰納法の仮定からMQC � Bg → B. よって

(1)∀xBg

Bg

I.H.....
Bg → B
B

∀xB
(∀I)

(1)∀xBg → ∀xB
(→I)

はMQCの証明図となるため, MQC � Ag → A. すなわちAは wiping.

A ∈ Iならば定義 3.5よりA ∈ Wで, 上の証明図からAは wiping であり命題 3.4より
Aは isolating.

· A ≡ ∃xBのときAg ≡ ¬∀x¬Bg .

A ∈ Sならば定義 3.5よりB ∈ Sで, 帰納法の仮定からMQC � B → Bg. よって

(3)∃xB

(2)∀x¬Bg

¬Bg

(1)B

I.H.....
B → Bg

Bg

⊥
(1)⊥ (∃E)

(2)¬∀x¬Bg
(→I)

(3)∃xB → ¬∀x¬Bg
(→I)

はMQCの証明図となるため, MQC � A → Ag. すなわちAは spreading.

定義 3.5からA �∈ W.

A ∈ Iならば定義 3.5よりB ∈ Iで, 帰納法の仮定からMQC � Bg → ¬¬B. よって

(4)¬∀x¬Bg

(2)Bg

I.H.....
Bg → ¬¬B
¬¬B

(3)¬∃xB

(1)B
∃xB

⊥
(1)¬B

(→I)

⊥
(2)¬Bg

(→I)

∀x¬Bg (∀I)

⊥
(3)¬¬∃xB

(→I)

(4)¬∀x¬Bg → ¬¬∃xB
(→I)

はMQCの証明図となるため, MQC � Ag → ¬¬A. すなわちAは isolating.

�

定理 3.3 任意のA ∈ Wと, gに関してMQCで閉じている論理式の集合 Γについて

Γ �c A ならば Γ �m A

すなわち, WについてCQC + ΓはMQC + Γの保守的拡大となる.
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証明
A ∈ WならAは wiping であり, 定理 3.2より明らか.

�

注 なお, Sは gに関してMQCで閉じている論理式の集合の一例となっている.

定義 3.6 論理式のクラス Si, Wi, Iiを以下のように同時帰納的に定義する. ここで, P は
⊥とは異なる原子論理式, S, S1, S2は Siに属する論理式, W , W1, W2はWiに属する論
理式, I, I1, I2は Iiに属する論理式をそれぞれ表す.

· ⊥, P, S1 ∧ S2, S1 ∨ S2, ∀xS, ∃xS, I → S ∈ Si,

· ⊥, W1 ∧ W2, ∀xW, S → W ∈ Wi,

· P, W, I1 ∧ I2, I1 ∨ I2, ∃xI, S → I ∈ Ii.

なお, 定義 3.5とは Iiの要素に S → Iを追加した点のみが異なる.

命題 3.6 論理式Aについて

· A ∈ Si ならば Aは I-spreading.

· A ∈ Wi ならば Aは I-wiping.

· A ∈ Ii ならば Aは I-isolating.

証明
命題 3.5の証明と同様にAの複雑さに関する同時帰納法により証明するが, A ≡ B → C

で, A ∈ IiかつA �∈ Wiの場合についてのみ調べればよい.

その他の場合は命題 3.5の証明のMQC, spreading, wiping, isolating をそれぞれ IQC,

I-spreading, I-wiping, I-isolating に置き換えることで得られる.

A ≡ B → Cで, A ∈ IiかつA �∈ Wiの場合, 定義 3.6よりB ∈ Si, C ∈ Ii. 帰納法の仮
定から IQC � B → Bg, IQC � Cg → ¬¬C. よって

(4)¬(B → C)

(2)¬Bg

(1)B

I.H.....
B → Bg

Bg

⊥
C

(⊥i)

(1)B → C
(→I)

⊥
(2)¬¬Bg

(→I)

命題 3.3....¬¬Bg → Bg

Bg (5)Bg → Cg

Cg

I.H.....
Cg → ¬¬C

¬¬C

(4)¬(B → C)

(3)C
B → C

⊥
(3)¬C

(→I)

⊥
(4)¬¬(B → C)

(→I)

(5)(Bg → Cg) → ¬¬(B → C)
(→I)
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は IQCの証明図となるため, MQC � Ag → ¬¬A. すなわちAは I-isolating.

�

定理 3.4 任意のA ∈ Wiと, gに関して IQCで閉じている論理式の集合 Γについて

Γ �c A ならば Γ �i A

すなわち, WiについてCQC + Γは IQC + Γの保守的拡大となる.

証明
A ∈ WiならAは I-wiping であり, 定理 3.2より明らか.

�

注 なお, S〉は gに関して IQCで閉じている論理式の集合の一例となっている.
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第4章 $-translationに基づくクラス
定義

この章では述語論理の言語に place holderを追加して schemaを考え, negative translation

の変種の $-translation を論理式から schema への変換として定義する. $-translation に
よる証明図の書き換えを用いて, CQCが IQCの保守的拡大となるような論理式のクラス
を, そこに含まれる論理式の構文論的な形により定義できることをみる.

4.1 schema

定義 4.1 (schema) 述語論理の言語に place holder ρ1, ρ2, . . .を追加し, schemaを以下
のように帰納的に定義する.

· 任意の論理式は schema である.

· place holder ρ1, ρ2, . . .はすべて schema である.

· A, Bを schema, xを変数とすると

A ∧ B, A ∨ B, A → B, ∀xA, ∃xA

はすべて schema である.

また, place holder を命題変数と同じように扱うことで, schema に対するMQC, IQC,

CQCの証明図がそれぞれ定義できる.

定義 4.2 (論理式の place holder への代入) Aを論理式, ρを place holder とする.

schema におけるAの ρへの代入を以下のように帰納的に定義する.

Bを論理式, σを place holder とする.

· B[ρ/A] := B.

· σ[ρ/A] :=

{
A (σ ≡ ρの場合)

σ (σ �≡ ρの場合).

C, Dを schema, ◦ ∈ {∧,∨,→}, Q ∈ {∀, ∃}, xを変数とする.

· (C ◦ D)[ρ/A] := C[ρ/A] ◦ D[ρ/A].

· (QxC)[ρ/A] := QxC[ρ/A].
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4.2 $-translation

定義 4.3 ($-translation) 論理式から schema への変換 $-translation $を以下のように
帰納的に定義する. ただし $は place holder で, ¬$A ≡ A → $とする.

⊥, 原子論理式 P (ただし P は⊥とは異なる原子論理式) について

· ⊥$ := $,

· P $ := ¬$¬$P .

A, Bを論理式とすると

· (A ∧ B)$ := A$ ∧ B$,

· (A ∨ B)$ := ¬$¬$(A
$ ∨ B$),

· (A → B)$ := A$ → B$,

· (∀xA)$ := ∀xA$,

· (∃xA)$ := ¬$¬$∃xA$.

命題 4.1 任意の論理式Aについて, MQC � A$[$/⊥] ↔ Ag.

証明
論理式Aの複雑さに関する帰納法により証明する.

Basis:

·A ≡ ⊥のときA$ ≡ $, Ag ≡ ⊥.

この場合, A$[$/⊥] ≡ ⊥であり,

(1)⊥
(1)⊥ → ⊥ (→I)

(2)⊥
(2)⊥ → ⊥ (→I)

(⊥ → ⊥) ∧ (⊥ → ⊥)

はMQCの証明図なので MQC � A$[$/⊥] ↔ Ag.

·A ≡ P ( �≡ ⊥)のときA$ ≡ ¬$¬$P, Ag ≡ ¬¬P .

この場合, A$[$/⊥] ≡ ¬¬P であり,

(1)¬¬P
(1)¬¬P → ¬¬P

(→I)
(2)¬¬P

(2)¬¬P → ¬¬P
(→I)

(¬¬P → ¬¬P ) → (¬¬P → ¬¬P )

はMQCの証明図なので MQC � A$[$/⊥] ↔ Ag.

Induction steps:

·A ≡ B ∧ CのときA$ ≡ B$ ∧ C$, Ag ≡ Bg ∧ Cg.
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帰納法の仮定からMQC � B$[$/⊥] ↔ Bgかつ, MQC � C$[$/⊥] ↔ Cg. したがって

(1)B$[$/⊥] ∧ C$[$/⊥]

B$[$/⊥]

I.H.....
B$[$/⊥] ↔ Bg

B$[$/⊥] → Bg
(∧E)

Bg

(1)B$[$/⊥] ∧ C$[$/⊥]

C$[$/⊥]

I.H.....
C$[$/⊥] ↔ Cg

C$[$/⊥] → Cg
(∧E)

Cg

Bg ∧ Cg

(1)B$[$/⊥] ∧ C$[$/⊥] → Bg ∧ Cg
(→I)

はMQCの証明図, また

(1)Bg ∧ Cg

Bg

I.H.....
B$[$/⊥] ↔ Bg

Bg → B$[$/⊥]
(∧E)

B$[$/⊥]

(1)Bg ∧ Cg

Cg

I.H.....
C$[$/⊥] ↔ Cg

Cg → C$[$/⊥]
(∧E)

C$[$/⊥]

B$[$/⊥] ∧ C$[$/⊥]
(1)Bg ∧ Cg → B$[$/⊥] ∧ C$[$/⊥]

(→I)

もまたMQCの証明図で, これらの証明図に ∧Iを適用したものもMQCの証明図なので
MQC � A$[$/⊥] ↔ Ag.

·A ≡ B → CのときA$ ≡ B$ → C$, Ag ≡ Bg → Cg.

帰納法の仮定からMQC � B$[$/⊥] ↔ Bgかつ, MQC � C$[$/⊥] ↔ Cg. したがって

(1)Bg

I.H.....
B$[$/⊥] ↔ Bg

Bg → B$[$/⊥]
(∧E)

B$[$/⊥] (2)B$[$/⊥] → C$[$/⊥]

C$[$/⊥]

I.H.....
C$[$/⊥] ↔ Cg

C$[$/⊥] → Cg
(∧E)

Cg

(1)Bg → Cg
(→I)

(2)(B$[$/⊥] → C$[$/⊥]) → (Bg → Cg)
(→I)

はMQCの証明図. また

(1)B$[$/⊥]

I.H.....
B$[$/⊥] ↔ Bg

B$[$/⊥] → Bg
(∧E)

Bg (2)Bg → Cg

Cg

I.H.....
C$[$/⊥] ↔ Cg

Cg → C$[$/⊥]
(∧E)

C$[$/⊥]
(1)B$[$/⊥] → C$[$/⊥]

(→I)

(2)(Bg → Cg) → (B$[$/⊥] → C$[$/⊥])
(→I)
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もまたMQCの証明図で, これらの証明図に ∧Iを適用したものもMQCの証明図なので
MQC � A$[$/⊥] ↔ Ag.

·A ≡ B ∨ CのときA$ ≡ ¬$¬$(B
$ ∨ C$), Ag ≡ ¬(¬Bg ∧ ¬Cg).

帰納法の仮定からMQC � B$[$/⊥] ↔ Bgかつ, MQC � C$[$/⊥] ↔ Cg. したがって

(4)¬¬(B$[$/⊥] ∨ C$[$/⊥])

(2)B$[$/⊥] ∨ C$[$/⊥]

(3)¬Bg ∧ ¬Cg

¬Bg

(1)B$[$/⊥]

I.H.....
B$[$/⊥] ↔ Bg

B$[$/⊥] → Bg
(∧E)

Bg

⊥

[(3)¬Bg ∧ ¬Cg ]

[(1)C$[$/⊥] ]

DC⊥
(1)⊥ (∨E)

(2)¬(B$[$/⊥] ∨ C$[$/⊥])
(→I)

⊥
(3)¬(¬Bg ∧ ¬Cg)

(→I)

(4)¬¬(B$[$/⊥] ∨ C$[$/⊥]) → ¬(¬Bg ∧ ¬Cg)
(→I)

(ただしDCは∨Eの適用で用いるもう一つの⊥を導く証明図のBとCを互いに置き換え
たもの) はMQCの証明図となる. また,

(4)¬(¬Bg ∧ ¬Cg)

(3)¬(B$[$/⊥] ∨ C$[$/⊥])

(1)Bg

I.H.....
B$[$/⊥] ↔ Bg

Bg → B$[$/⊥]
(∧E)

B$[$/⊥]

B$[$/⊥] ∨ C$[$/⊥]

⊥
(1)¬Bg

(→I)

[(3)¬(B$[$/⊥] ∨ C$[$/⊥]) ]

[(2)Cg ]

DC
(2)¬Cg

¬Bg ∧ ¬Cg

⊥
(3)¬¬(B$[$/⊥] ∨ C$[$/⊥])

(→I)

(4)¬(¬Bg ∧ ¬Cg) → ¬¬(B$[$/⊥] ∨ C$[$/⊥])
(→I)

(ただしDC は ∧I の適用で用いる ¬Bgを導く証明図のBと C を互いに置き換えたもの)

もまたMQCの証明図で, これらの証明図に ∧Iを適用したものもMQCの証明図なので
MQC � A$[$/⊥] ↔ Ag.

·A ≡ ∀xBのときA$ ≡ ∀xB$, Ag ≡ ∀xBg.
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帰納法の仮定からMQC � B$[$/⊥] ↔ Bg. したがって

(1)∀xB$[$/⊥]

B$[$/⊥]

I.H.....
B$[$/⊥] ↔ Bg

B$[$/⊥] → Bg
(∧E)

Bg

∀xBg (∀I)

(1)∀xB$[$/⊥] → ∀xBg
(→I)

はMQCの証明図, また

(1)∀xBg

Bg

I.H.....
B$[$/⊥] ↔ Bg

Bg → B$[$/⊥]
(∧E)

B$[$/⊥]

∀xB$[$/⊥]
(∀I)

(1)∀xBg → ∀xB$[$/⊥]
(→I)

もまたMQCの証明図で, これらの証明図に ∧Iを適用したものもMQCの証明図なので
MQC � A$[$/⊥] ↔ Ag.

·A ≡ ∃xBのときA$ ≡ ¬$¬$∃xB$, Ag ≡ ¬∀x¬Bg .

帰納法の仮定からMQC � B$[$/⊥] ↔ Bg. したがって

(4)¬¬∃xB$[$/⊥]

(2)∃xB$[$/⊥]

(3)∀x¬Bg

¬Bg

(1)B$[$/⊥]

I.H.....
B$[$/⊥] ↔ Bg

B$[$/⊥] → Bg
(∧E)

Bg

⊥
(1)⊥ (∃E)

(2)¬∃xB$[$/⊥]
(→I)

⊥
(3)¬∀x¬Bg

(→I)

(4)¬¬∃xB$[$/⊥] → ¬∀x¬Bg
(→I)
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はMQCの証明図となる. また,

(4)¬∀x¬Bg

(3)¬∃xB$[$/⊥]

(1)Bg

I.H.....
B$[$/⊥] ↔ Bg

Bg → B$[$/⊥]
(∧E)

B$[$/⊥]

∃xB$[$/⊥]

⊥
(1)¬Bg

(→I)

∀x¬Bg

⊥
(3)¬¬∃xB$[$/⊥]

(→I)

(4)¬∀x¬Bg → ¬¬∃xB$[$/⊥]
(→I)

もまたMQCの証明図で, これらの証明図に ∧Iを適用したものもMQCの証明図なので
MQC � A$[$/⊥] ↔ Ag.

�

4.3 $-translation による証明図の書き換え
定理 4.1 Aを論理式, Γを論理式の集合とし, Γ$ := {B$|B ∈ Γ}とすると,

Γg �m Ag ⇐⇒ Γ$ �m A$.

証明
まず, ⇐を示す.

Γ$ �m A$ならば conclusion が A$, open assumption の集合がΓ$の部分集合であるよう
なMQCの証明図Dが存在し, Dに現れるすべての $に⊥を代入したD[$/⊥]もMQCの
証明図となる.

命題 4.1より Γ$の任意の元B$について次のようなMQCの証明図

Bg

命題 4.1....
Bg → B$[$/⊥]

B$[$/⊥]

が作れるが, D[$/⊥]のすべての open assumption B$[$/⊥]をこれらの証明図で置き換え
たものをD′[$/⊥]とすると, D′[$/⊥]は conclusion が A$[$/⊥], open assumption の集合が
Γgの部分集合であるようなMQCの証明図となる.
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したがって

D′[$/⊥]

A$[$/⊥]

命題 4.1....
A$[$/⊥] → Ag

Ag

もまたMQCの証明図となる. すなわち Γg �m Ag.

つぎに, ⇒を示す.

命題 4.1より, conclusion が A$[$/⊥] ↔ Ag, open assumption の集合が空であるよう
なMQCの証明図Dが存在する.

MQCの証明図の中で⊥は他の命題変数や place holder とまったく同様に取り扱われ
るため, Dに現れるすべての⊥を $で置き換えたものもMQCの証明図となる. これを
D[⊥/$]と書くことにする.

論理式Bに現れるすべての⊥を $で置き換えて得られる schema をB[⊥/$]と表すこと
にするとD[⊥/$]の conclusion は

(A$[$/⊥] ↔ Ag)[⊥/$] ≡ (A$[$/⊥])[⊥/$] ↔ Ag[⊥/$] ≡ A$ ↔ Ag[⊥/$]

となるので, MQC � A$ ↔ Ag[⊥/$]となる. 命題 4.1の代わりにこれを用いると, ⇐の証
明の⊥,g , $,$をそれぞれ $,$ ,⊥,gで置き換えることで Γg �m Ag ⇒ Γ$ �m A$の証明が得
られる.

�

系 4.1 任意の論理式Aについて, MQC � ¬$¬$A
$ → A$

証明
命題 3.3よりMQC � ¬¬Ag → Agで, 定理 4.1よりMQC � ¬$¬$A

$ → A$.

�

系 4.2 Aを論理式, Γを論理式の集合とすると,

Γ �c A ならば Γ$ �m A$.

証明
Γ �c Aならば, 定理 3.1より Γg �m Agで, 定理 4.1より Γ$ �m A$.

�

4.4 論理式のクラスの構文論的な定義
定義 4.4 論理式のクラスQ, R, Iを以下のように同時帰納的に定義する. ここで, P は
原子論理式, Q, Q1, Q2はQに属する論理式, R, R1, R2はRに属する論理式, I, I1, I2は
Iに属する論理式をそれぞれ表す.
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· ⊥, P, Q1 ∧ Q2, Q1 ∨ Q2, ∀xQ, ∃xQ, I → Q ∈ Q,

· ⊥, R1 ∧ R2, ∀xR, I → R ∈ R,

· ⊥, P, I1 ∧ I2, I1 ∨ I2, ∃xI, R → I ∈ I,

命題 4.2 論理式Aについて

· A ∈ Q ならば IQC � A → A$.

· A ∈ R ならば IQC � ¬$¬A → A$.

· A ∈ I ならば IQC � A$ → ¬$¬$A.

証明
論理式Aの複雑さに関する同時帰納法により証明する.

Basis:

· A ≡ ⊥のときA$ ≡ $.

⊥ ∈ Q, R, Iであるが

(1) ⊥
$

(⊥i)

(1)⊥ → $,
(→I)

(2)¬$¬⊥
(1)⊥

(1)¬⊥ (→I)

$
(2)¬$¬⊥ → $,

(→I)

(1)$
¬$¬$⊥ (→I)

(1)$ → ¬$¬$⊥
(→I)

はそれぞれ IQCの証明図となる. したがって, IQC � A → A$, IQC � ¬$¬A → A$,

IQC � A$ → ¬$¬$A.

· A ≡ P ( �≡ ⊥)のときA$ ≡ ¬$¬$P .

P ∈ Qであるが
(1)¬$P

(2)P

$
(1)¬$¬$P

(→I)

(2)P → ¬$¬$P
(→I)

は IQCの証明図となるため, IQC � A → A$.

定義 4.4より P �∈ R.

P ∈ Iであるが
(1)¬$¬$P

(1)¬$¬$P → ¬$¬$P
(→I)

は IQCの証明図となるため, IQC � A$ → ¬$¬$A.

Induction steps:

· A ≡ B ∧ CのときA$ ≡ B$ ∧ C$.
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A ∈ Qならば定義 4.4よりB, C ∈ Qで, 帰納法の仮定から IQC � B → B$, IQC �
C → C$. よって

(1)B ∧ C
B

I.H.....
B → B$

B$

(1)B ∧ C
C

I.H.....
C → C$

C$

B$ ∧ C$

(1)B ∧ C → B$ ∧ C$
(→I)

は IQCの証明図となるため, IQC � A → A$.

A ∈ Rならば定義 4.4より B, C ∈ Rで, 帰納法の仮定から IQC � ¬$¬B → B$,

IQC � ¬$¬C → C$. よって

(5)¬$¬(B ∧ C)

(2)¬B

(1)B ∧ C
B

⊥
(1)¬(B ∧ C)

(→I)

$
(2)¬$¬B

(→I)

I.H....
¬$¬B → B$

B$

(5)¬$¬(B ∧ C)

(4)¬C

(3)B ∧ C
C

⊥
(3)¬(B ∧ C)

(→I)

$
(4)¬$¬C

(→I)

I.H....
¬$¬C → C$

C$

B$ ∧ C$

(5)¬$¬(B ∧ C) → B$ ∧ C$
(→I)

は IQCの証明図となるため, IQC � ¬$¬A → A$.

A ∈ I ならば定義 4.4より B, C ∈ I で, 帰納法の仮定から IQC � B$ → ¬$¬$B,

IQC � C$ → ¬$¬$C. よって

(4)B$ ∧ C$

B$

I.H.....
B$ → ¬$¬$B
¬$¬$B

(4)B$ ∧ C$

C$

I.H.....
C$ → ¬$¬$C
¬$¬$C

(3)¬$(B ∧ C)

(2)B (1)C
B ∧ C

$
(1)¬$C

(→I)

$
(2)¬$B

(→I)

$
(3)¬$¬$(B ∧ C)

(→I)

(4)B$ ∧ C$ → ¬$¬$(B ∧ C)
(→I)

は IQCの証明図となるため, IQC � A$ → ¬$¬$A.

· A ≡ B → CのときA$ ≡ B$ → C$.
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A ∈ Qならば定義 4.4よりB ∈ I, C ∈ Qで, 帰納法の仮定から IQC � B$ → ¬$¬$B,

IQC � C → C$. よって

(3)B$

I.H.....
B$ → ¬$¬$B
¬$¬$B

(2)¬$C
$

(1)B (4)B → C
C

I.H.....
C → C$

C$

$
(1)¬$B

(→I)

$
(2)¬$¬$C

$
(→I)

系 4.1....
¬$¬$C

$ → C$

C$

(3)B$ → C$
(→I)

(4)(B → C) → (B$ → C$)
(→I)

は IQCの証明図となるため, IQC � A → A$.

A ∈ Rならば定義 4.4よりB ∈ I, C ∈ Rで, 帰納法の仮定から IQC � B$ → ¬$¬$B,

IQC � ¬$¬C → C$. よって

(4)B$

I.H.....
B$ → ¬$¬$B
¬$¬$B

(5)¬$¬(B → C)

(3)¬C

(2)B (1)B → C
C

⊥
(1)¬(B → C)

(→I)

$
(2)¬$B

(→I)

$
(3)¬$¬C

(→I)

I.H.....
¬$¬C → C$

C$

(4)B$ → C$
(→I)

(5)¬$¬(B → C) → (B$ → C$)
(→I)

は IQCの証明図となるため, IQC � ¬$¬A → A$.
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A ∈ I ならば定義 4.4よりB ∈ R, C ∈ I で, 帰納法の仮定から IQC � ¬$¬B → B$,

IQC � C$ → ¬$¬$C. よって

(4)¬$(B → C)

(2)¬B (1)B
⊥
C

(⊥i)

(1)B → C
(→I)

$
(2)¬$¬B

(→I)

I.H.....
¬$¬B → B$

B$ (5)B$ → C$

C$

I.H.....
C$ → ¬$¬$C

¬$¬$C

(4)¬$(B → C)

(3)C
B → C

(→I)

$
(3)¬$C

(→I)

$
(4)¬$¬$(B → C)

(→I)

(5)(B$ → C$) → ¬$¬$(B → C)
(→I)

は IQCの証明図となるため, IQC � A$ → ¬$¬$A.

· A ≡ B ∨ CのときA$ ≡ ¬$¬$(B
$ ∨ C$).

A ∈ Qならば定義 4.4よりB, C ∈ Qで, 帰納法の仮定から IQC � B → B$, IQC �
C → C$. よって

(3)B ∨ C

(2)¬$(B
$ ∨ C$)

(1)B

I.H.....
B → B$

B$

B$ ∨ C$

$

(2)¬$(B
$ ∨ C$)

(1)C

I.H.....
C → C$

C$

B$ ∨ C$

$
(1)$

(∨E)

(2)¬$¬$(B
$ ∨ C$)

(→I)

(3)B ∨ C → ¬$¬$(B
$ ∨ C$)

(→I)

は IQCの証明図となるため, IQC � A → Ag.

定義 4.4よりA �∈ R.
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A ∈ I ならば定義 4.4より B, C ∈ I で, 帰納法の仮定から IQC � B$ → ¬$¬$B,

MQC � C$ → ¬$¬$C. よって

(6)¬$¬$(B
$ ∨ C$)

(4)B$ ∨ C$

(3)B$

I.H.....
B$ → ¬$¬$B
¬$¬$B

(5)¬$(B ∨ C)

(1)B
B ∨ C

$
(1)¬$B

(→I)

$

(3)C$

I.H.....
C$ → ¬$¬$C
¬$¬$C

(5)¬$(B ∨ C)

(2)C
B ∨ C

$
(2)¬$C

(→I)

$
(3)$

(∨E)

(4)¬$(B
$ ∨ C$)

(→I)

$
(5)¬$¬$(B ∨ C)

(→I)

(6)¬$¬$(B
$ ∨ C$) → ¬$¬$(B ∨ C)

(→I)

は IQCの証明図となるため, IQC � A$ → ¬$¬$A.

· A ≡ ∀xBのときA$ ≡ ∀xB$.

A ∈ Qならば定義 4.4よりB ∈ Qで, 帰納法の仮定から IQC � B → B$. よって

(1)

∀xB
B

I.H.....
B → B$

B$

∀xB$

(1)∀xB → ∀xB$
(→I)

は IQCの証明図となるため, IQC � A → A$.

A ∈ Rならば定義 4.4よりB ∈ Rで, 帰納法の仮定から IQC � ¬$¬B → B$. よって

(3)¬$¬∀xB

(2)¬B

(1)∀xB
B

⊥
(1)¬∀xB

(→I)

$
(2)¬$¬B

(→I)

I.H.....
¬$¬B → B$

B$

∀xB$

(3)¬$¬∀xB → ∀xB$
(→I)

は IQCの証明図となるため, IQC � ¬$¬A → A$.

定義 4.4よりA �∈ I.

· A ≡ ∃xBのときA$ ≡ ¬$¬$∃xB$.
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A ∈ Qならば定義 4.4よりB ∈ Qで, 帰納法の仮定から IQC � B → B$. よって

∃xB

¬$∃xB$

B

I.H.....
B → B$

B$

∃xB$

$
$

¬$¬$∃xB$

∃xB → ¬$¬$∃xB$

は IQCの証明図となるため, IQC � A → A$.

定義 4.4からA �∈ R.

A ∈ Iならば定義 4.4よりB ∈ Iで, 帰納法の仮定から IQC � B$ → ¬$¬$B. よって

(5)¬$¬$∃xB$

(3)∃xB$

(2)B$

I.H.....
B$ → ¬$¬$B
¬$¬$B

(4)¬$∃xB

(1)B
∃xB

$
(1)¬$B

(→I)

$
(2)$

(∃E)

(3)¬$∃xB$
(→I)

$
(4)¬$¬$∃xB

(→I)

(5)¬$¬$∃xB$ → ¬$¬$∃xB
(→I)

は IQCの証明図となるため, IQC � A$ → ¬$¬$A.

�

定義 4.5 論理式の集合 Γについて,

任意のB ∈ Γと FV (A) ∩ BV (Γ) = ∅をみたす任意の論理式A に対し Γ �i B$[$/A]

となるとき Γは $に関して閉じているという.

定理 4.2 論理式のクラスKを
I, K1 ∧ K2, ∀xK, Q → K ∈ K

と帰納的に定義する (ただし, QはQに属する論理式, Iは Iに属する論理式, K, K1, K2

はKに属する論理式をそれぞれ表す).

任意のA ∈ Kと, $に関して閉じている論理式の集合 Γについて

Γ �c A ならば Γ �i A

すなわち, KについてCQC + Γは IQC + Γの保守的拡大となる.
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証明
Aの複雑さに関する帰納法により証明する. なお, 束縛変数の付け替えを行うことによ

り, 一般性を失うことなく FV (A) ∩ BV (Γ ∪ {A}) = ∅ とすることができる.

Basis:

·A ∈ Iの場合.

定理 4.1より Γ �c AならΓ$ �m A$. すなわち, conclusion が A$, open assumption の集
合が Γ$の部分集合であるようなMQCの証明図Dが存在する.

また, A ∈ Iより IQC � A$ → ¬$¬$Aなので, つぎの証明図

D′ ≡
D
A$

IQC....
A$ → ¬$¬$A
¬$¬$A

は IQCの証明図となる.

FV (A) ∩ BV (Γ ∪ {A}) = ∅より, 証明図D′の中の $にAを代入することができ, その
ような証明図をD′[$/A]とするとつぎの証明図

D′′ ≡
D′[$/A]

(A → A) → A

(1)A
(1)A → A

(→I)

A

は conclusion が A, open assumption の集合が Γ$[$/A]の部分集合であるような IQCの
証明図である.

いま FV (A) ∩ BV (Γ ∪ {A}) = ∅であり, Γは $に関して閉じているため任意のB ∈ Γ

に対して Γ �i B$[$/A]となり, conclusion がB$[$/A], open assumption の集合が Γの部
分集合であるような IQCの証明図が存在する.

D′′のすべての open assumption をこれらの証明図で置き換えたものもまた IQCの証
明図となる. すなわち, Γ �i A.

Induction steps:

·A ≡ B ∧ Cの場合.

Γ �c B ∧ Cより, conclusion がB ∧ C, open assumption の集合が Γの部分集合である
ようなCQCの証明図Dが存在する.

Dに∧Eを適用すると conclusion がそれぞれB, CであるようなCQCの証明図が 2つ
得られる. すなわち Γ �c Bかつ Γ �c C.

ここで, B, C ∈ Kなので帰納法の仮定から Γ �i Bかつ Γ �i Cであり, conclusion がそ
れぞれB, Cとなるような IQCの証明図が存在する.

これらの IQCの証明図に∧Iを適用した証明図もまた IQCの証明図なのでΓ �i B∧C.

·A ≡ ∀xBの場合.

Γ �c ∀xBより, conclusion が ∀xB, open assumption の集合が Γの部分集合であるよう
なCQCの証明図Dが存在する.
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Dに ∀Eを適用すると conclusion がB[x/y] (ただし y �∈ FV (Γ)) であるようなCQCの
証明図が得られる. すなわち Γ �c B[x/y].

ここで, B ∈ Kなので帰納法の仮定から Γ �i B[x/y]であり, conclusion がB[x/y]とな
るような IQCの証明図が存在する.

この IQCの証明図に∀Iを適用した証明図 (y �∈ Γより conclusion が∀x(B[x/y])[y/x] ≡
∀xBとなるようなものを作ることができる) もまた IQCの証明図なので Γ �i ∀xB.

·A ≡ B → Cの場合.

Γ �c B → Cより, conclusion がB → C, open assumption の集合が Γの部分集合であ
るようなCQCの証明図Dが存在する.

Dに対して
B

D
B → C
C

のように→ Eを適用すると conclusion がCで, open assumption の集合にBが追加され
たCQCの証明図が得られる. すなわち Γ ∪ {B} �c C.

ここで, B ∈ Qより IQC � B → B$なのでΓ∪{B}は $に関して閉じており, FV (C) ⊆
FV (A), BV (Γ∪{B}) ⊆ BV (Γ∪{A})よりFV (C)∩BV (Γ∪{B}) = ∅となり,またC ∈ K
なので帰納法の仮定から Γ∪ {B} �i Cであり, conclusion がCとなるような IQCの証明
図が存在する.

この IQCの証明図に→ Iを適用した証明図もまた IQCの証明図なので Γ �i B → C.

�

注 なお, Qは $に関して閉じている論理式の集合の一例となっている.

注 クラスKとWiの関係について, 例えば

· (P → Q) → (¬Q → ¬P ) ∈ K,Wi,

· (¬P → Q) → (¬Q → ¬¬P ) ∈ Wiだが �∈ K,

· P → P ∨ Q ∈ Kだが �∈ Wi

などの論理式があり, K ∩Wi �= ∅, K �⊆ Wi, Wi �⊆ Kであることがわかる.
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第5章 結論

5.1 本研究の成果
本稿では, まず negative translation による証明図の書き換えを用いて, 古典論理が

minimal logic の保守的拡大となるような論理式のクラスWと, 古典論理が直観主義論理
の保守的拡大となるような論理式のクラスWiを, それぞれそこに属する論理式の構文論
的な形から定義した.

また, $-translation による証明図の書き換えを用いて, 古典論理が直観主義論理の保守
的拡大となるような論理式のクラスKを, それぞれそこに属する論理式の構文論的な形か
ら定義した.

本研究では, これらの既知のクラスをより大きなものに広げるには至らなかったが, Wi

とKはWi ∩ K �= ∅, K �⊆ Wi, Wi �⊆ Kというような関係にあることが確認できた.

5.2 今後の課題
今後の課題としては, WiとKを含むようなクラスの構文論的な定義を統一的に与える

ことが挙げられる.

本稿で述べたような自然演繹によるアプローチではなく sequent計算を用いると, 直観
主義論理の sequent計算の体系では cut除去定理より subformula property が成り立つた
め, これにより論理式の構文論的な側面からのより詳細な分析が行われることが期待さ
れる.
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