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第 �章

序論

��� 研究の背景

最適制御問題とは，システムを表す状態方程式と制約条件のもとで与えられた評価関数

を最小化する制御問題である．この時，制約条件や評価関数は目的や要請に応じてどのよ

うに複雑な定式化も可能である．しかしながら，従来数多くの研究が行われている最適制

御問題は線形のシステムの状態方程式であり，評価関数が単一の汎関数で表される簡潔な

問題である 0��1．

対して，非線形のシステムは，非線形系特有の複雑さを含んでいるため解析的に解を導

くことは難しいことが知られている．従って，線形システムの結果を用いることで非線形

システムの解析や設計が行われている．すなわち，非線形システムの平衡点近傍にてシス

テムを線形問題として捉え直し，線形システム問題として解くという手法が良く用いられ

る 0��1．しかしながら，この解法はあくまでも近似的な手法であるため，動的計画法や最

小実現法を用いて直接的に非線形システムの解が求められている 0&10��1．だが，非線形シ

ステムの解が求まったとしても解の性質上，実装が困難，もしくは，不可能であることが

指摘されている 0�1．

このことから，非線形システムに対して，ファジィ，遺伝的アルゴリズムやニューラル

ネットワーク等のヒューリスティックな解法を用いてそのシステムの実装を行うという試

みもある 0&10��1．

だが，これらの実装法とは異なる新たなヒューリスティックな実装法として強化学習が

提案されている 0�10��1．

�



強化学習とは，動物心理学などに用いられて来た用語である．工学的には，未知なる環

境から報酬を得て罰から逃れるような適当な行動を試行錯誤的に獲得する，という適応

現象を模倣したシステムである．このシステムを機械学習のから捉え直すと，'�)�)-����

や 2�3�2�4�5��6���によって提唱された学習問題のクラスとなる．また，この学習法は，

状態の評価に遅れが存在し，かつ，状態遷移に離散的な不連続性や不確実性をふくむシス

テムに対して適応的な解が得られる，と考えられ着目されている 0�1．

この学習法を用いて，現在，行われている研究分野としては，倒立振子制御問題，ジョ

ブショップ問題，スケジューリング問題などがあるが 0�10��10�	10��1，新たなる他分野への

応用が期待される．その一つの分野として制御理論，動的システムの最適制御問題である

最適レギュレータ問題がある 0��10�&10� 1．

��� 従来研究

非線形システムへのヒューリスティックな解法の適用については，いくつかの研究成果

がある．本研究では，強化学習以外のヒューリスティックな手法については，本研究の範

囲を超えるのでそれぞれに応じた参考書を見て頂きたい．非線形システムに強化学習を

応用した研究成果としては，内藤ら ��   �，堀内ら ��   �，7����ら �� 
��，8����ら

��  ��や 2���
���  &�らによるものが知られている．内藤ら，堀内らや 7����らは倒立

振子制御問題に対して強化学習を応用している 0�10�10��1．8����らはジョブショップスケ

ジューリング問題に対して強化学習を応用し 0��1，2���
�らはディスパッチ問題に対して

強化学習を用いている 0�	1．

さらに，強化学習の応用が提案されている分野の一つとして，制御理論，特に最適制御

問題への応用があり，7��*�6
ら ��  �，�  ��，9�-
�ら ��  
�らの研究が知られてい

る 0��10�&10� 1．7��*�6
らによって実装された問題は線形時不変離散システムであり，そ

のシステムを適応最適レギュレータ制御問題として解いている 0��10�&1．9�-
�も，線形

時不変離散システムを研究対象として定義し，それを最適レギュレータ問題として捉え直

し，強化学習問題として実装を行っている 0� 1．

また，強化学習は有限離散マルコフ決定過程に基づくため，離散的な問題に有効な解法

である．そのため，より一般的な連続系の問題に対して強化学習を用いるための拡張が，

堀内ら ��   �や:-�����  	�によって行われている 0�10�
1．堀内らは，ファジィ推論を

用いることで連続系システムを強化学習問題として定式化を行い，その実装を行っている

�



0�1．:-���は，連続系の最適制御問題を解くために収束強化学習アルゴリズムを提案し

ている 0�
1．

以上のような研究成果などがある．いずれも非線形システムをヒューリスティックに解

く，もしくは，その実装を行うための研究が行われている．だが，システムの解析に強化

学習が使われることは少ない．

一方，非線形システムの解析を行った研究成果として田中による研究結果がある 0�1．田

中は，;����*�らの結果である非線形系の最適レギュレータ問題を数値シミュレーション

にて実装を行い，そのシステムの解析を行った 0��10��1．その結果，田中は ;����*�らの

結果を実装する際に打ち切り次数を考慮しなければならないことを提案している．

��� 研究の目的

ここまでの議論から，非線形システムの解析とその実装を行うために強化学習を用いる

ことは，十分な意義があると考えられる．

そこで，本研究では，非線形システムの最適レギュレータ問題の理論解を実装する際に

強化学習を用いることで，困難であった数値シミュレーションを行うことを目的とし，さ

らに，本手法の有用性も検証する．

すなわち，研究対象としてべき級数で制御則が与えられる非線形システムを考える

0��10��1．その際，有限級数として次数を打ち切らなければ制御則を実装することはでき

ない．その上，次数における近似の度合は対象となる非線形システムによって異なる．そ

こで，経験と直観に頼っていた制御則の打ち切り次数の導出を強化学習問題として捉え，

レギュレータの設計を図る．同時に，数値シミュレーションにより打ち切り次数に対して

考察を与える 0�&1．

��� 本稿の構成

本論文の構成を述べる．

第 �章では，研究の背景を述べ，本研究を行うに至った従来研究と本研究の目的，さら

に概要についてまとめている．

第 � 章では，強化学習についてまとめている．'�)�)-���� と ��<�7���� による著作

='
������
�
�� >
������?と畝見による解説記事を簡潔にまとめたものである．
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第 �章では，線形最適レギュレータ問題の概要と本研究にて実装を行った非線形システ

ムの最適レギュレータ問題について述べる．また，非線形系の最適レギュレータ問題の数

値例を示すことで，本研究で扱う制御問題の検証を行い，問題点を指摘する．

第 �章では，本研究の問題設定を行い，定式化を行う．さらに，本研究の目的である強

化学習を用いて数値シミュレーションを行い，そして結果を提示している．

そして，最後に第 �章では，本研究の結論を述べる．
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第 �章

強化学習

強化学習は，学習問題の一つの手法である．すなわち，学習者は環境の中でなんらかの

行為を起こすエージェントであり，エージェントは各時間ステップにおいて得られる状態

から行為を決定する．そして，エージェントは実際にとった行為に対して環境から報酬あ

るいは罰が与えられる．報酬の大きさは，多くの場合，過去数ステップの行動に対して求

められる．結果として，エージェントの目的はある時間長さにわたる報酬の重み和を最大

化することになる．

言い替えれば，強化学習とは，問題を解くためにその問題に対して当てはめられる解法

とも言える．

以下，次節では，強化学習について紹介する．まずは，強化学習の構成要素をまとめる．

そして，構成要素を踏まえて強化学習の枠組について概要を述べていく．さらに，実現方

法について紹介する．より詳しくは，畝傍による解説記事や '�)�)-����と ��<�7����に

よる著作 ='
������
�
�� >
������?にまとめられている 0�10��1．

��� 構成要素

ここでは，強化学習の構成要素について記している．

� 環境 強化学習問題の問題領域を定義するものである．

� エージェント 意志決定や学習を行う．

�



� 政策 エージェントが知覚する特定の環境の状態に対して，エージェントが取れる

行為を選択するためのものである．ここで =状態? とは，学習システムにとっての

外部からの入力であり，環境からの感覚入力や学習者の内部状態，あるいは，それ

らの組合せでもある．また =行為?とは，エージェントがある状態において行われる

行動のことである．

� 報酬 エージェントが，政策に基づき行為を意志決定し実行した結果，環境からエー

ジェントが受け取るものである．

� 価値関数 エージェントが獲得した報酬を次の機会の意志決定に行かすためにある

方法 �アルゴリズム�で学習し，学習内容を保持するためのものである．価値関数の

価値とは，その状態ないしその状態�行為の組みから最終状態までの累積報酬を指す．

以上が基本となる構成要素であるが，上記で述べたいくつかの要素に対する付加的な概念

を以下に付記する．

� エージェントの行為選択には大きく分けて �通りある．一方は，様々な状態と行為

を試す =情報獲得行為?．もう一方は，既に学習した結果から最大価値を実現する行

為を選択する =報酬獲得行為?がある．

� 価値関数には，状態に依存する =状態価値関数?と，ある特定の状態と行為によっ

て定義される =行為価値関数?がある．どちらの関数も特定の状態ないし状態�行為

の組みの真の価値 �期待値�を，限られた試行から学習された結果を保持するもので

ある．

� 価値関数は，状態，もしくは，状態�行為の組みによる表 �ルックアップテーブル�と

して表されるものと，線形ベクトル表現やニューラルネットなどにより関数近似に

よって表現される方法がある．大規模問題に対応するためには関数近似による表現

が必要となる．

以上の構成要素の概念を用いて強化学習問題を捉え直すと，強化学習問題を解くというこ

とは環境からの報酬を基に状態価値もしくは行為価値を推定して累積報酬を最大化する

政策をみつけることとなる．

&



このような強化学習問題において，より一般的な連続時間係を扱うことも考えられる

が，実際にはほとんど場合において離散時間系を前提として研究が進められている．なぜ

ならば，強化学習アルゴリズムがマルコフ性を前提としているためである．

��� 枠組

9������に前節にて述べた強化学習の構成要素の繋がりを示す．9������の流れについて簡

環境
(environment)

エージェント
(agent)

報酬
(reward)

状態
(state)

行為
(action)

価値関数
(value function)
政策
(policy)

9��� ���( ��
 ��
���
�������
�� ���
������� �� �
������
�
�� �
�������

単に説明する．エージェントは環境に対して各時間ステップにおいて得られる状態から価

値関数を更新し，政策を導き，行為を決定する．そして，エージェントは実際にとった行

為に対して環境から報酬あるいは罰，そして状態が与えられ，新たに価値関数を更新して

いく，という流れとなる．報酬の大きさは，多くの場合，過去数ステップの行動に対して

求められる．結果として，エージェントの目的はある時間長さにわたる報酬の重み和を最

大化することになる．

エージェントは，学習によって得られた状態の評価の見積りをもとに行動を決定する．

だが，その時点の評価の見積りを最大にするような行動選択が，必ずしも最適な決定とな

るとは限らない．なぜなら，強化学習ではエージェントの経験はエージェント自身の行動

に強く依存するからである．学習一般に関して，経験の内容によって学習結果が大きく異

	



なるのは当然だが，強化学習ではエージェントの行動選択が経験の内容を左右する．よっ

て，最適な政策を見付けるためには環境に対して十分な探索を行う必要がある．

状態の複雑さと行為の複雑さは強化学習問題を更に分類する際の重要な尺度となる．詳

しくは，状態の複雑さ，状態変化の不確実さと文脈依存性，環境の変動，行為選択肢の複

雑さなどが問題とされる．

最も単純な強化学習問題の形は，状態と行動選択肢がともに離散的かつ数え上げ可能

で，すべての状態と行動選択肢を表現するに十分な記憶がエージェント側に用意でき，ひ

とつの状態に関して最適な行為は一つであり，環境も安定であるという場合である．実際

に動物のモデルとして，あるいはなんらかの問題への応用を考えると，このような理想的

な状況は想定しにくい．だが，強化学習の特徴を捉えるための足掛かりとしては十分であ

る．工学的には，信号の区間分類による記号化や問題設定の単純化によって有効に使える

形となっている場合もある．

また，報酬の見積りも重要である．あらかじめ，どのような分布で存在するかがわかっ

ていれば，それに応じた学習方法をとることが可能な場合もある．例えば，報酬が � ま

たは ��であれば，��が与えられるまで時間をできるだけ引き延ばすような戦略が有効
となる．また，価値関数の最大値が明らかになっておれば，学習中にその値に近い性能が

得られるようになった時点で，探索を中止するという戦略を取ることができる．

��� 実現方法

強化学習は問題を解くための枠組を与える．そのため，その実現方法は様々な種類があ

る．例えば，�
������ @�A
�
��
 ��@法�，���
������がある．

ここでは，本論文にて採用した ���
������について簡単に紹介する．

����� ������	
	�

強化学習の手法の �つに2�3�2�4�5��6���によって考案された���
������がある．��,�


���にそのアルゴリズムを記す．���
������は状態 �� だけでなく，状態 �� と行為 �� の

組みに対して ����，��� 値と呼ばれる評価値の見積りを行いつつ学習を進める．すなわ

ち，時刻 � の時点に状態 �� において行為 �� を実行した結果，状態は ���� に遷移し，報

酬 	� が得られる．その時，����，��� 値は以下の �����式より逐次的に導出される．そし






て，����，��� 値をもとづいて行為 �� の決定を行う．よって，����，��� 値を導く行為価値

関数を � 関数という．

����，���� ��� 
�����，��� + 
�	� + ���B
����

������，������ �����

�����式について 9������を用いて説明する．9������の縦軸は学習回数，横軸は時間軸であ

る．支点は状態 �� を表しており，矢印は ����，��� 値である．また，学習進む程矢印が

太くなり，その価値が高まっていることを表している．よって，学習を始めた時点 �一番

下の平面�では，一つの支点において多数の行為 �� があるが，学習を進めるにしたがっ

て個々の支点において ����，��� 値に応じた行為を選択するようになり，より良い政策を

みつけることができる．ここで，
は学習率，� は割引率である 0��1．学習率は過去の価

値を現在の価値にどの程度反映させるかを決定するパラメータであり，割引率は未来の価

値を現在の価値にどの程度反映させるかを決定するパラメータである．

time

number of 
  learning

t  t t+1start endt

k+1

k

0

ideal path
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また，行為決定の方法は何通りかあり，代表的なものとして，以下の �����式に示すよう

な 7���C����分布等に基づく確率的な行為選択法や ��<�

*#法 �どん欲法�等がある．


 ������� % ������，����� ��
�����	
�� ������，����� �

�����

 



ただし，� は温度定数と呼ばれ，この値が大きいほど行動はよりランダムになり積極的

な探索を行う．��<�

*#法は，� D の確率で情報獲得行為を行い，��� �� D の確率で報

酬獲得行為を行う行為選択法である．本稿では，��<�

*#法を用いている．

�関数の実現方法はさまざまなものがある．最も，単純な方法はすべての状態と行動

の組合せに付いての表，ルックアップテーブルを作り � 値を保持し，�����式にしたがっ

て，�値を更新する方法である．ただし，ルックアップテーブルの大きさが利用可能な計

算機の記憶容量を超えるような問題には使えない．よって，�関数をニューラルネット

ワークなどによって近似することで表現することもある．
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第 �章

最適レギュレータ問題

本章では，最適レギュレータ問題についてまとめている．最初に最適レギュレータ問題

の概要を述べ，次に，数式を使用して線形システムの最適レギュレータ 問題を定義し，そ

の解法を提示する 0��1．そして，本研究で用いる非線形システムにおける最適レギュレー

タ問題の概要を紹介する 0�10��10��1．最後にその数値例を示す．

��� 概要

システムがなんらかの入力により望ましい制御が行われ安定であったとする．しかしな

がら，そのシステムが突発的な外乱によって平衡点から外れてしまったとする．この時な

んらかの新たな入力によって元の安定な状態に戻す制御問題を =最適レギュレータ問題?

と呼ぶ．

ただ，あまりに短時間で平衡な状態に戻すことは，新たな入力，つまり，操作入力が現実

的ではない．だからといって操作入力を小さくしすぎるのは効率がよくない．そこで，妥

協案として操作入力のエネルギーとシステムのエネルギーの総和を，時間区分を ���で
積分した �次形式評価関数にて表し，この評価関数を最小にする操作入力を用いて，シス

テムを安定な状態に戻すことでシステムを効率よく制御することができることを保証す

る．より詳しくは，参考文献にまとめられている 0	10 10��10��1．

��



��� 最適レギュレータ問題の定式化

����� 線形システム

この小節は，線形システムにおける最適レギュレータ問題の定式化する．詳細は参考文

献などを参照せよ 0��10��1．

問題 ���

構成すべきシステムを �����式のような � 入力の線形システムとする．

E� (% ��+��， ���� % �� �% � �����

ただし，� (% 0���� � � ���1� � ����は状態変数，係数行列�，�はそれぞれ，� � ����，

� � ���� であり，入力 �は � � ���� とする．

次に，式 �����の評価関数 � を，

� (%
� ��

�
	����+ ����
�� �����

とする．ただし，� � ���� を準正定値対称行列，� � ���� を正定値対称行列とする．

この時，評価関数 � を最小にする入力 �，� � 0�，+�1を求めよ．

この問題は，�次形式評価関数 � の重み，� � �，� � � を定めると，一般的な線形

最適レギュレータ問題の解が求まる．以下ではその解について述べる．

定理 ��� �0��10��1�

�����式において 	�，�
は可制御とする．このとき，�����式を最小にする入力 �は，状

態フィードバック

� % �������� �����

で与えられる．ただし，� はリッカチ行列方程式

��� + ��� �������� +� % � �����

を満足する正定値対称行列である．この時，評価関数 � の最小値は

�	
� % ��� ��� �����

となる． �

��



����� 多項式・非線形システム

本小節では，本研究テーマて扱う，ベキ級数で記述された非線形システムに関する最適

レギュレータ問題の定式化を行う．詳細は参考資料を参照せよ 0�10��10��1．

問題 ���

構成すべきシステムを ���&�式のような � 入力のベキ級数システムとする．

E� (% ��+
��

��

� 
�
�
� +��， ���� % �� �% � ���&�

ただし，� (% 0���� � � � ��1� � ���� の状態変数，

���；�� (%

�
�� �+ �� �

�

�
�� %

��+ �� ��F

�F��� ��F
， � � � ���	�

としたとき，次数の高い順に並べたベクトル ���� � ����；���� は第 � 要素が次のように

定義される．

����の第 �要素 (% �����
	
�，�

	
�，� � �，�	��

�	
���

�
��
�

� ，

�����
	
�，�

	
�，� � �，�	�� (%



�F

�	�F�
	
�F � � � �	�F

，

� (%
��

���

�	�，

�，�� � �，
� % �，�，� � �，�， � % �，�，� � �，���；�� ���
�

また，係数行列 �，�，� 
 はそれぞれ，� � ����，� � ����，� 
 � ������；�� で

あり，入力 �は � � ���� とする．

次に，���&�式の評価関数 � を，

� (%
� ��

�
	����+ ����
�� ��� �

とする．ただし，� � ���� を準正定値対称行列，� � ���� を正定値対称行列とする．

この時，評価関数 ����� �式�を最小にする入力 �，� � 0�，+�1を求めよ．

以上の定式化を用いて，�次形式評価関数 � の重み � � �，� � �を定めると，一般

的な線形最適レギュレータ問題の解と同等の方法で問題 ���の解が求まることが ;����*�

らによって提案されている 0��10��1．以下ではその解についての概要を付記する．

��



定理 ��� �;����*�ら 0��10��1�

���&�式において 	�，�
は可制御とする．このとき，��� �式を最小にする入力 �は，状

態フィードバック

� % ������
��

��

�
�
�
� ������

を得る．その際，�
 � ������

� は代数方程式
�
���� + ���� ��	�� +�

�
� % �， �������

��
�
�
 + �


���
� +



�
��
� % �，� % �，�，� � � ������

で与えられる．ただし，

 は，


��
��� (% ���� � + ���，���

���， ������



�
�
� (%



���� 
 +


���
���

G���，
����� +

�

���

���，
����

�
���
�，� % �，�，� � �， ������

G� ��，
������
�
� (% ���� 
���� �	�
�������，
������

�
�，

���，
�����
�
� (%

������

��
� �

� �
�����
�
�����，

���� 
���� �	�
�������，
����� (%
���
�

���
���

����� 
���� �	�
������
�
�����，

�� (% ��	��， ������

	 (% ������， ����&�

���
� (%
��
	��

��
���

�	���� ��	���
� �
��
��，� % �，�，� � �， ����	�

��	�����は ����，� � �，�	 � �，� � �，�� + �，� � �，��������，��，� � �，���

要素が �	となる ���；������；��の行列である． ����
�

で導く．ただし，�	� � � は行列 � の � 行 � 列の成分である．この時，評価関数 � の

最小値は

�	
� %
��

��

�

� + �
����
�

�
�
� ���� �

となる． �

注意 ���

������式を実装するには，有限級数として次数を打ち切る必要がある． �

��



����� 非線形最適レギュレータ問題の数値例

ここでは，上記した非線形最適レギュレータ問題の数値例を述べる．そして，本研究で

用いる非線形システムについて検証し考察を行う．

数値例 ���

今回数値例の対象となったシステムを以下のように定義し，

E� (% ��+ � ��
��� +��，���� % �� �% � ������

評価関数を，

� (%
� �

�

�
����+ ����

�
�� ������

とする．その時，� �������式�を最小にする入力 ��������式�を用いて，システム �������

式�の解析を数値シミュレーションにより行う．ただし，�������������式の係数行列を

� (%



�� ��� �
��
 �� ����

�
��， ������

� (%



�� �� �

�� ��

�
��，

� � (%



�� ���� ��
 ��� ���

���
 ���	 ���� ���	

�
��，

� (%



�� �� �

� �

�
��，

� (%



�� ���� �

� ����

�
��， ������

� (% 0��，��1
� � ��，

���� (% 0��
�，


���

���，


����

�
�，�

�
�1
� � ��，

� (% 0��，��1 � ��

とする．また，������式の入力 �は有限次数で打ち切られる．

まずは，� % �となるシステム ������式の状態変数 �のトラジェクトリ �軌道�を 9������

に示す．行列 �の固有値は �������� �	�
&		であり �は安定行列である．自由応答の

��



トラジェクトリの安定な平衡点は ��，��，����& ��，� �������となる．よって，トラジェ

クトリが初期値 �� に依存することが，9������より確認できる．すなわち，ある程度大き

な初期値が与えられとき，原点に収束せず，安定な平衡点である ����& ��，� �������に

収束する時があることがわかる．
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では，�次 �線形�の次数で打ち切られたレギュレータ

�� (% ��������� ������

を定義し，� % �� の際のシステム ������式の状態変数 �のトラジェクトリを数値シミュ

レーションにより検証する．ただし，������式と ������式から得られるリカッチ方程式の

解 �� は，������式となる．

�� %



�� ���&& ����	�
����	� �����

�
��� ���� ������

�&



その際のトラジェクトリを以下の 9������に述べる．自由応答 �9�������の時とは異なり，

安定な平衡点に ����& ��，� �������に収束することはなくなる．どのような初期値が与

えられても原点に収束することが判明する．
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また，�次の次数で打ち切られたレギュレータは，以下 ����&�式のように �次の次数で

打ち切られたレギュレータと同じであるため略す．

�� (% �� ����&�

さらに，�次の次数で打ち切られたレギュレータ

�� (% ������
��


��

�
�
�
� ����	�

を定義し，� % �� の際のシステム ������式の状態変数 �のトラジェクトリを数値シミュ

レーションにより検証する．ただし，������式と ������式から得られるリカッチ方程式の

�	



解 ��，�� は，

�� % �， ����
�

�� %



�� ���� � ����� �����& ��
&�


��
� �����	 ���  ��� �	

�
��� ���� ���� �

となる．�� は，������式である．その際のトラジェクトリを以下の 9������に述べる．�

次の次数で打ち切られたレギュレータ時と同様の形となる．ただ，初期値が大きくなるに

つれて，9������ とは異なる箇所が表れる．
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最後に，初期値を ���，��� % �&，&� とした時に � % �，� % ��，� % �� をそれぞれ入力

した時の時間応答を 9������にて示す．上図が，初期値を �� % & とした時の �� のシステ

ム �������式�応答を表しており，下図が，初期値を �� % & とした時の �� のシステム応

答を示している．また，線の種類によって次数の違いを表わしている．

鎖線が，システム �������式�の自由応答であり，実線が，� 次の次数で打ち切られたレ

ギュレータ �������式�によって補償されたシステムの応答であり，破線が，�次の次数で

�
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打ち切られたレギュレータ �����	�式�によって補償されたシステムの応答である．�次の

次数で打ち切られたレギュレータ，すなわち，自由応答は収束せず．�，�次の次数で打ち

切られたレギュレータでは，原点に収束していることがわかる．ただ，�次の次数で打ち

切られたレギュレータでは，オーバーシュートが見られる． �

注意 ���

レギュレータを高次にしたときの影響は，初期値 �� が大きい場合にオーバーシュートと

して現れることが指摘されている．この原因は，�� が小さい場合には ��
� の値が非常に

小さくなり，微分方程式の線形部分 �行列 ��の影響が支配的となるのに対し，�� が大き

い場合には ��
� の値が非常に大きくなるので，レギュレータの高次項がシステムに作用す

るためと考えられる．また，最適レギュレータであれば � 次項による悪影響を � + � 次

以上の成分で補償できるものが，準最適レギュレータでは � 次までで高次項が途切れて

� 



しまうため，� 次項自身あるいはそれ以下の項の成分で補償しきれなかった悪影響が残る

結果となったと考えられる．

より詳しくは，参考文献 =非線形システムの最適レギュレータに関する研究?にまとめ

られている 0�1． �

��



第 �章

強化学習による打ち切り次数の導出

本章では，前章にて定義された非線形最適レギュレータ問題の �������������式を実装

する際に，導出せねばならない打ち切り次数を導出する強化学習の一例をまとめ，数値シ

ミュレーションを述べる．使用した言語は �����,とし，��上にて実装を行っている．

��� 定式化

問題 ���

�次の次数で打ち切られたレギュレータ �以下では，�� と略す．�，もしくは，�次の次

数で打ち切られたレギュレータ �以下では，�� と略す．�と以下の �����式によって構成さ

れる非線形システムでの � の応答に対して，強化学習の概念を用いることにより，非線

形システムの特性により適した打ち切り次数の導出を数値シミュレーションにより行う．

�ただし，以下では，断わらない限り �����式の非線形システムを単にシステムと略す．�

すなわち，強化学習にて，�� もしくは �� の内から準最適な入力の選択を行う．まず，

環境について，以下の �����式のように定義する．

E� (% ��+ � ��
��� +��，���� % �� �% � �����

ただし，�����式のそれぞれの係数行列は以下の �����������式とする．

� (%
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報酬 	� は以下の �����式とする．

	� (% �
� ��

�

�
����+ ����

�
�� �����

ただし，��は �の次時刻であり，今回のシミュレーションでは �����0�1 刻みで現時刻 �か

ら次時刻 �� へ更新される．また，� と � に関しては，以下のように定義する．

� (%



�� �� �

� �

�
��，

� (%



�� ���� �

� ����

�
��

�����式は，�次形式評価関数の形である．この定義より，エージェントは報酬 	��今回の

定義では，罰となる�を小さくなるように学習を進めることになる．よって，評価関数を

最小化する行為 �� を探す強化学習問題となり，最適レギュレータ問題を解くのに適した

定義となる．

また，時間の更新間隔を �����0�1としているのは，今回用いた数値例におけるシステム

では，これ以上短い更新間隔では 	� が小さくなりすぎるため学習効果が，簡単には得ら

れないためである．また，同一の状態 �� �同一のセル� 上にて複数回学習が行われる可能

性を防ぐ効果もある．ちなみに，１学習過程の終了条件 	� � ������も同様の理由による．

行為 �� は，��������式�，または，������&�式�を用いる．

�� (% ���������， �����

�� (% ������
��


��

�
�
�
� ���&�

ただし，��は �����式と同じ ��� % ���であるから今数値例では考慮しない．また，�����

式と ���&�式の係数行列 �
 �� % �，�，��は，������式と ������式から得られるリカッチ

方程式から求められ，以下の ���	����� �式の様になる．

�� %



�� ���&& ����	�
����	� �����

�
��� ����， ���	�

��



�� % �， ���
�

�� %



�� ���� � ����� �����& ��
&�


��
� �����	 ���  ��� �	

�
��� ���� ��� �

12

1
2

0.008

0
.
0
0
8

x1

x 2

9��� ���( )���
 ��

状態 �� は，����� 式で表されるシステムの状態変数 � を用い，ルックアップテーブル

にて表す．すなわち，以下の 9������のように，一辺 ��のからなる平面を一辺 ����
の端

片に区切った斜線部分 �セル�が状態 �� となる．ちなみに，今シミュレーションにおける

セルの総量は ������� 個となる．

個々のパラメータの値について説明を捕捉する．状態 �� を表すセルの一辺の大きさ

を ����
 としているのは，時間の更新間隔 �����0�1 が行われた時に，同一セル上で学習

が行われないサイズにまでセルを小さくする必要があるためである．よって，セルの一辺

の大きさを ����
とする．そして，そのセルを本計算機環境におけるメモリぎりぎりまで

の大きさまで，セルを敷き詰めると，ルックアップテーブルの大きさはおおよそ �� とな

る．よって，本シミュレーションではルックアップテーブルの一辺を �� とする．その結

果，�次のレギュレータを選択することによってオーバーシュートが発生していることが

視認できる大きさの初期値 �今シミュレーションでは，���� � &，���� � &�ともなっている．

��



����，��� 値は，以下の ������式より更新される．

����，���� ��� 
�����，��� + 
�	� + ���B
����

������，������ ������

行為選択は��<�

*#�� % ����� 法とする．なお，学習のパラメータである学習率と割引率

は，それぞれ，
 % ���，� % �� として学習を行い，�����式が ������ 以下の値になった

時に，一つの学習過程が終了する．

以上の非線形最適レギュレータ問題を強化学習の枠組で捉え直したものを以下 ���,�


����に示す．

環境 �����式

状態 �� システムの状態変数 � ，9������

報酬 	� �����式

行為 �� �����式もしくは ���&�式

����，���値の更新 ������式

行為選択 ��<�

*#法 �� % �����

現時刻 �から次時刻 �� の更新 �����0�1

�学習過程の終了条件 �	�� � ������

学習率 
 ���

割引率 � �� 

��,�
 ���( '
������
�
�� �
������ ���,�
�．

��� 数値シミュレーション

ここでは，学習を行った数値例を示す．最初にその結果についてまとめ，そして，考察

を述べる．

数値例 ���

前節の定義を用いて，強化学習にて �����式の非線形システムの特性に適した打ち切り次

数の導出を行う．まず，初期値 �������式�を与えた場合の数値シミュレーションを以下の

��



9��� ���に示す．

���，��� % �&，&� ������
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9������は，�� もしくは�� が選択され補償されたシステムのトラジェクトリと，学習後

の打ち切り次数によって補償されたシステム �以下では，単に学習後システムと略す．�

のトラジェクトリを表している．すなわち，星線と円線にて表されるのが学習後システム

のトラジェクトリである．星線は �� によって補償されたシステム �以下では，�� シス

テムと略す．�のトラジェクトリであり，円線は �� によって補償されたシステム �以下

では，��システムと略す．�のトラジェクトリーである．また，破線は �� として，実線

は �� として，それぞれ選択されたトラジェクトリーである．学習後システムにおけるト

ラジェクトリの遷移は，初期値 �� % &，�� % & からは �� が選択される．その後，およ

そ， �� % ��&，�� % ��� の時点で切り替えしが行われ， �� だけが ��回選択され原点に

収束している．結局，合計 ��回の打ち切り次数の切り替えしを行う．

よって，9������より，より良い打ち切り次数とは，単純に高次数であれば良いとは限ら

ず，状態 �� �今シミュレーションでは状態変数�に応じて打ち切り次数を切り替えさなけ

��



ればならないことが判明する．

次に，時間応答を 9������にて示す．上図が，初期値を �� % & とした時の �� のシステ

ムの応答を表しており，下図が，初期値を �� % & とした時の �� のシステムの応答を示

している．また，線の種類によって次数の違いを表す．実線が，�� システムの応答であ

る．重なっているため確認が不可能となっているが，鎖線が，学習後システムの応答であ

る．また，破線が，�� システムの応答である．
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したがって，オーバーシュートがおよそ最大になる � % ������0�1の時点では，オーバー

シュートを起こす次数の打ち切り次数が選択されていることが 9������より明らかになる．

すなわち，オーバーシュートの発生を抑えるために �� が選択されるわけではないことが

判明する．

また，��システムもしくは ��システムの評価値 ����+����と学習後システムの

評価値の変化を以下の 9������に示す．この 9��� ���の縦軸は ����+����を表し，横

軸は時間を表す．また，破線は ��システムの評価値 ����+���� ，鎖線は ��システ

ムの評価値 ����+ ���� を表し，実線は学習後システムの評価値 ����+ ���� で

ある．

�&
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9������は，強化学習による学習後のシステムの評価関数� の値が，打ち切り次数が“ �”

もしくは“ �”だけに固定されることで補償されるシステムの評価関数� の値よりも小

さくなることを表している．また，打ち切り次数の切り替えしが行われるタイミングを

表している．すなわち，鎖線と実線が交差する付近 � % ������0�1 で，切り替えしが必要

であることがわかる．その上，具体的なそれぞれの評価値 ����+���� の値は以下の

��,�
 ���の様になる．参考までに評価関数� の理論値 ����� �式�を付記する．

�&，&�

学習後の評価値 &����	

打ち切り次数 �の評価値 &�&� �

打ち切り次数 �の評価値 &�	��&

理論値 &���� 

��,�
 ���( /���-����� ���-
．

�	



したがって，打ち切り次数を固定したまま制御を行うよりも，打ち切り次数を切り替え

すことで状況に応じた入力 � を選択できるようになり，より良い制御が行われるという

ことが，��,�
 ���より判明する．

さらに，9������の測定直後 � % � の �� システムもしくは �� システムに関する評価

値 ����+ ���� の差は，

�� � �� % ���������
��� ������

に関連するものと推定できる．よって，������式と初期値の大きさが，�� システムもし

くは �� システムの評価値 ���� + ���� の差異を決定づけ，打ち切り次数の切り替え

しが行われると考えられる．言い替えると，初期値が大きくなればなるほど ������式と

評価値の値が反映されるので，システムの状態変数 � 値が大きい間は，次数の低い打ち

切り次数が選択される．その後，システムの状態変数 � の値が原点に漸近すると，高次

数の打ち切り次数が選択されることが判明する．以上より，ベキ級数で制御則が与えられ

るシステムの最適レギュレータ問題を解く際に，大きな初期値を与える場合には，� を

より大きく �をより小さくすることが必要であると考えられる．

最後に，初期値 �������式�を複数回 �今回は ��回� 選び，そのたびに最適なトラジェク

トリを辿る打ち切り次数の遷移が選択されている確率を以下の 9������で示す．横軸は学

習回数 �今回は ��回�を表している．学習により最適な打ち切り次数の遷移が導出され，

選択されていることが，9������より明らかになる． �

数値例 ���

前小節より，�をより大きく �をより小さくすることで，������式と初期値の影響を

小さくできるのではないかと推測を行った．そこで，�と �を以下のように定義し，数

値シミュレーションを行う．その他の係数行列は，同様のままである．すなわち，
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とする．

その結果のトラジェクトリーを以下の 9�����&に示す．表記，記号は，9������の時と同様

である．したがって，初期値として，���，��� % �&，&�を与えたとしても，�をより大き

く �をより小さく変更することで ������式と初期値の影響を減少させることが，9�����&

より示される．その結果，制御開始時点 � % �であり，かつ，初期値が大きいにもかかわ

らず高次の打ち切り次数が選択されていることが判明する．また，9�����	より，オーバー

シュートが抑えられているのがわかる．しかも，制御の開始時点にて高次の打ち切り次数

を用いたとしても，打ち切り次数の切り替えしが行われる方が，より良い制御を行ってい

ることが 9�����&より示される．また，評価値についても ��,�
 ���と 9�����
 として付記
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第 �章

結論

��� まとめ

本研究では以下のことを行った．

� ベキ級数にて制御則が与えられる非線形システムに関する制御則の打ち切り次数の
導出を強化学習にて行った．

その結果，次のことが明らかになった．

� より良い打ち切り次数とは，単純に高次数であれば良いとは限らず，状況に応じて
打ち切り次数を切り替えす必要があること．

� 打ち切り次数を切り替えすことで，状況に応じた入力 � を選択できることにより，

より良い制御を行なえるということ．

上記の結果，学習結果より示されたグラフから，オーバーシュートと打ち切り次数には関

連が無いことが判明した．そこで，評価値の変化とシステムの時間応答により，�と �に

関する設定法に付いて検討した．その設定法に基づいて数値シミュレーションを行い，オー

バーシュートが無くなることを実証した．

��� 課題

以下のような課題がある．

��



� この学習プログラムは，� % 0��，��1 となる状態変数の場合にしか対応していない．

� ルックアップテーブルを用いて価値関数を表したため，大きな状態空間を扱う学習
プログラムとなっていないこと．

��
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第 �章

付録

��� 付録

高次のリカッチ方程式を解く場合に役立つように， ����� を計算する方法についてまと

めておく．より詳しくは，参考文献にまとめられている 0��1．計算機に実装する場合にも

役立つと思われる．

��� 基底ベクトルの変換による ��0�1の計算法

����� %����の導出

� 次のリカッチ方程式の中に出てくる ����� の計算法について説明する．

EP�� % �

EP�� % �

���

EP�	 % P��

EP�	�� % �

���

EP�� % �

�



�����

を，

EP� % P�	� P�， P�	� ( ��，��要素が �，他の要素が �となる行列 �����

と表す．同様にして一般項 P���� P���� � � � P���� �� %
��

	�� �	� の場合，

�

��
�P���� P���� � � � P���� � % �	P�

��
� P���� � � � P�����	 � � � P�����

� � � � P����
�ただし � % �のとき EP�	 % P��，����	���� EP�	 % ��

EP� % P�	� P�

すなわち

EP�
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%
�
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P���� �����

となる．ただし，
�
P�	�

�
���

( ����，� � �，�	� �，� � �，�� +�，� � �，��������，��，� � �，��� 要素

が �	 となる ���Q ������Q �� の行列である．また，�������� % ������ となるように正規化
係数行列を導入する．����，

���� % ������，��，� � �，���P���� �����

行列 ��� は対角要素に
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�F

��F��F � � � ��F
�����

をもつ ���Q ������Q �� の対角行列である．

�����式を微分方程式 �����式に代入して得られる次式
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%
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を，�����を直接時間微分して得られる式
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となる．これを使えば ����� を

����� %
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で表せるので
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である．
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の関係を得る．以上から � P�	�����によって P����を求め，����� % ���
P�����
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�� により����を

求める．

����� %��
�の導出例

� % � の場合，��*
Bは ����，��� % � + �� �� % �� + ��� である．次に，��	����� の計

算を行う．ここでは
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とする．
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したがって，
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を得る．同様の手法にて
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を得ることができる．
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