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要 旨

本論文は, 最適レギュレータと最適状態推定器の極限的性質を用いた多変数系の非干渉制御に関

する研究である.

はじめに，最適レギュレータの極限的性質を用いた状態フィードバックによる非干渉制御につ

いて述べる．ここでは，すでに明らかにされている最小位相系に対する最適レギュレータの非干

渉特性について，どのようなクラスの非最小位相系にまで拡張できるかを明らかにした．この結

果，制御対象を最小位相系に限定することなく評価関数の重み行列を直接操作する比較的簡単な

手法で非干渉系を得ることができ，しかも安定な最大のブロック分けが先験的な条件の確認なし

に可能となった．

つづいて，新しい２次評価関数を選ぶことによりもとの非干渉化特性を変えることなく固定極

の影響を少なくする非干渉化手法を示し，ロバスト安定性が向上し感度が低下することを確かめ

た．この方法を用いることにより，非最小位相系のみならず最小位相系で固定極が生じる非干渉系

にも適用可能であり，さらには虚軸上に零点をもつシステムに対しても非干渉化が可能となった．

つぎに，状態がすべて測ることができるとは限らないため，最適状態推定器の極限的性質を用

いてオブザーバベースコントローラによる出力フィードバック非干渉制御が可能なことを明らか

にした．また，オブザーバのゲインを上げていくことによりシステム外乱の影響を軽減できるこ

とを確認した．さらに，サーボ系に対する極限的性質を用いた非干渉制御を考え，閉ループ系に

おいてステップ状の定値外乱が加わるような場合にも目標値に追従し，かつ評価関数の重みを直

接操作することにより閉ループ系が非干渉化を達成することを明らかにした．

実際の制御系設計に本手法を適用する場合の特色としては，設計パラメータは評価関数の重み

だけであり，インタラクタの計算等を必要とせず安定な最大のブロック分けが先験的な条件の確認

なしにできることがあげられる．本研究で明らかにされた非干渉制御は，ロボットマニピュレー

タと指南車の非干渉制御に応用し実験によりその有効性を確認しており，実システムの制御系設

計の観点から見ても有用な結果であると思われる．

最後に，非線形多変数系の非干渉制御のひとつとされるフィードバック線形化のロバスト性と

脆さについて，磁気浮上系に応用し実験的な検証を行なった．フィードバック線形化は適当な変

数変換により入出力関係を 1対 1にすることができる手法であり，動作点付近におけるシステム

のもつ非線形性を近似することなく厳密に線形化できるという利点をもつ．しかしながら，全て

の状態を必要とするため状態の信号が雑音などで撹乱されるような場合には，出力フィードバッ

クによる線形ロバストコントローラに比べて脆いという問題点があることを実験的に検証した．
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第 1章

序論

1.1 非干渉制御の研究背景

産業が発展し技術が進歩するにつれ，われわれの制御対象はますます大規模かつ複雑

になっている．このような大規模かつ複雑な制御対象は，制御量 (出力)と操作量 (入力)

を複数もつ多変数系であることが多く，制御量と操作量の間には複雑な相互干渉が存在す

る．そのために，あるループを補償しようとすると内部の相互干渉により他のループに影

響を与え，系全体として制御性能を大きく損なってしまうことがある．

もし，なんらかの方法によりシステム内部の相互干渉を取り除き操作量と制御量の間を

1対 1に対応させることができれば，多変数系は複数の 1入力 1出力系になる．このよう

に，多変数系の操作量から制御量までの相互干渉をなくし１対１に対応させることを非干

渉化と呼ぶ．与えられた多変数系の制御対象を非干渉化することにより，制御系設計は 1

入力 1出力の場合の問題に帰着させることができ，また，人間がシステムの操作に介在す

る場合の操作が簡単になる．このような目的で制御系設計を行なうことを非干渉制御と呼

び，大規模かつ複雑なシステムの制御問題に対して古くから研究者や技術者の関心がよせ

られていた．

非干渉制御問題の歴史は今からおよそ 70 年前に遡る．旧ソビエト連邦では，すでに

1930年代にVoznesenskii 1やBeirakh 2による研究報告があり，発電所のボイラやタービ
1I. N. Voznesenskiiの研究は 1934 年の Za sovetskoe energooborudovanie(No.6)に報告されたものや，

1938年のAvtomatika i Telemekhanika(No.4,5)に報告されたものがある [77]．
2Z. Ya. Beirakhの研究は 1939年のAvtomatika i Telemekhanika(No.2)に報告されたものや 1948年の

Avtomatizatsiya electrostantsii i energoustanovok に報告されたものがある [77]．
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Controller Plant

図 1.1: Multivariable control system

ンの制御においてシステム内部の相互干渉が問題とされている．また，アメリカ合衆国で

は 1950年代にBoksenbomとHood [32]や Packと Phillips [86] によるターボジェットエ

ンジンの非干渉制御に関する研究がなされている．

実際のシステムの非干渉化が問題とされてから，徐々に制御理論としての非干渉制御の

研究に関心が集まりはじめるようになる．1950年代後半から 60年にかけて，Freeman 3，

Kavanagh 4，Mesarovic [78]などによる伝達行列法，Morgan [79][80]による状態空間アプ

ローチ法，Bristol [33]による相対ゲイン法，Rosenbrock [89]による逆ナイキスト配列法，

MacFarlaneとBelletrutti [74]による特性根軌跡法などに代表されるように多くの非干渉

化手法が提案された．

非干渉制御は，入出力間を 1対 1に対応させる制御であるため，伝達関数行列を対角化

する問題となる．そこで，状態空間法で議論するよりも伝達関数法 (文献 [59]など)で議

論するほうが直接的であるとされた．しかしながら，非干渉化には極零相殺が不可欠であ

3H. Freeman, AIEE Trans. Appl. Ind., 77, pp. 1-5, 1958. (文献 [82]参照のこと)
4R. J. Kavanagh, AIEE Trans. Appl. Ind., 77, pp. 425-429, 1958.や 同論文誌 76, pp. 95-100, 1957.

(文献 [82]参照のこと)
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り，非干渉系の構造を知る上で状態空間法による解析や設計は非干渉問題の理解を容易に

させた．このような背景から 1960年代後半になると，FalbとWolovich [47]，Gilbert [56]，

BasileとMarro(文献 [29]の [1])，MorseとWonham [81]，Silvermanと Payne [93]の研

究などの非干渉制御に関する多くの有用な研究成果が報告されている．とりわけ，1980

年代からWonham [101]の提案した幾何学的アプローチをもとにした非干渉制御に関す

る研究が多く，この手法が非干渉問題を考える上で大きな役割を担っているといえよう

([40][42] [60] [44][45])．また，幾何学的アプローチと関連して Dion と Commault [43]，

Commaultら [35]，van der Woude [97]などのグラフ理論によるアプローチも興味深い．

この他の非干渉制御の研究にとしては，�Ozg�uler [85]のシステム行列を用いたアプローチ

があげられよう．しかしながら，これまでの非干渉制御を実際の多変数系への応用を考え

るとき安定な非干渉系を得るためには大変面倒な手順が必要であるという問題が残され

ていた．

一方で 1980 年代から，評価関数の入力の重み関数を 0 に漸近したときに得られる

制御則を施した制御系を議論する，チープコントロールと呼ばれる研究が Francis [48]，

Shaked [91]，Saberiと Sannuti [90]，PengとKinnaertら [87]の研究に代表されるように

盛んに行なわれた．この関連の研究として，評価関数の出力の重み関数を無限大に漸近

したときに得られる制御則を施した制御系を議論する研究が，Friedland [50]，Kobayashi

ら [10]によってなされており，本研究はこの流れにしたがっている．また，Kimura [3]，

SteinとAthans [94]，ZhangとFreundenberg [104]，Fujitaら [53] は，オブザーバを併合

したときの閉ループ系の漸近特性を考える完全観測や Loop Transfer Recovery(LTR) に

関する研究を行なっている．さらに，サーボ系に対する漸近的性質を考えたものとして，

Davisonと Scherzinger [38]，QuiとDavison [88]の研究があげられよう．

コントローラのハイゲイン化は，ときに制御入力が過大となることから実システムの応

用には相応しくないとされたが，最適レギュレータのコントローラのハイゲイン化によっ

てあるクラスのシステムに対しては望ましい制御系設計が達成されたり，非干渉特性を得

られることが経験的にわかっていた．しかしながら，漸近的性質と非干渉特性との直接

的な関係を理論的に明らかにしようとする研究はなかった．おそらく，最適レギュレータ

の極限的性質として非干渉化特性があることが数学的に明らかにされたのは，Kobayashi

ら [6][4]によるものが最初である．これにより，これまで大変面倒であった安定な非干渉

系を得る方法が，評価関数の重み関数を直接操作するだけで非干渉化が達成できるように
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なった．この類似研究としては，最適レギュレータの漸近特性と非干渉制御の間接的な関

係を明らかにした Fujiiら [19][13]の ILQ設計法がある．

その他の研究として，KamiyamaとFuruta [64]，Descusse [42], HerreraとLafay [60]な

どの入力数が出力よりも多いシステムの非干渉制御，WonhamとMorse [102]，Descusse

ら [41]，Commault ら [34]，Lin と Wu [70] のブロック非干渉化問題，Morse と Won-

ham [81]，Zagalakら [103]，Koumbolis [66]などの三角型非干渉化問題，FabianとWon-

ham [46]，ConteとPerdon [36]などのパラメータ変動がある場合の非干渉制御，Kobayashi

ら [5]，Ailon [26]，Koumboulis [67] などの中間標準システムに対する非干渉制御，van

DiggelenとGlover [98]のロバスト非干渉制御に関する研究など様々な角度からの非干渉制

御に関する研究がなされている．さらに，非線形系に対する非干渉化制御の研究は，Toku-

maruと Iwai [16]，Freund [51]にはじまり，Isidoriら [63]，Nijmeierと Schumacher [84]

やBattilotti [30] のものに代表されるように，微分幾何学を用いたアプローチにより内部

安定性を保証する非干渉系が導出されている [58][57] (文献 [12]の第 7章も参照されたい)．

非干渉制御を実際のシステムに応用した最近の研究としては，Ackermannら [24][25]の

自動車のダイナミクスにおける非干渉制御に関する応用研究や，筆者らの研究による最適

レギュレータの極限的性質を用いた指南車やロボットマニピュレータの非干渉制御に関す

るものがある [4][96][95]．

非干渉制御の研究に関する調査は文献 [82][61] に詳しく，また多変数系の制御に関する

文献 [77][78][73]の中に記述があるので参考にされたい．

非干渉制御に関する研究は長い間に渡って行なわれており数々の有用な結果も得られて

いるが，まだまだ未解決の問題が多くこれからの理論の確立が必要な研究分野のひとつで

ある．
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1.2 研究の目的と概要

本研究では，最適レギュレータと状態推定器の極限的性質を用いて，多変数系の非干渉

制御について明らかにすることを目的とする．最適レギュレータの極限的性質を用いる

ことにより，評価関数の重み行列を直接操作して非干渉化が達成され，従来の面倒な標準

非干渉系を導出することなく安定な最大のブロック分けが先験的な条件の確認なしにで

きる．

これまでに，最小位相系に対して評価関数の重み行列を直接操作して得られる極限フィー

ドバックゲインと，それから構成されるフィードフォワードゲインによる制御則によって

非干渉化が達成できることが，極限形のもつ出力零化特性や外乱分離特性などを利用して

明らかにされている．しかし，非最小位相系に対する非干渉化特性については明らかにさ

れていなかった．そこで，与えられたシステムを最小位相系と限定せずに，どのような非

最小位相系に対して極限形を用いた非干渉制御が可能であるかを明らかにする．さらに，

最適レギュレータの極限的性質を用いた非干渉制御が，実際のメカニカルシステムの非干

渉制御に有効であることをロボットマニピュレータを例に実験的に検証する．

つづいて，もとの非干渉特性を変えずに固定極の影響を少なくする非干渉化を考える．

固定極はシステムの不変零点の存在により生じる．例えば，システムが複素半平面に存在

する最小位相系の考え方をそのまま非最小位相系に拡張すると，複素右半平面の不変零点

を安定域に写像した固定極が現れる．このような固定極が原点近くに存在する場合，非干

渉系の安定性や感度を悪化させる原因になることがある．そこで，新たな評価関数を選ぶ

ことにより固定極の影響を少なくした形で最適レギュレータの極限形を用いて非干渉化す

る方法を提案する．この方法により，もとの非干渉特性を変えずに非干渉系のロバスト安

定性や感度を調節できることになり設計の自由度が広がる．つまり，極を望ましいところ

に配置することで非干渉系の安定性や感度を高めたり，感度を下げて制御性能を向上させ

ることができる．また，零点が虚軸上に存在するシステムに対しても非干渉制御が可能に

なる．さらに，固定極の影響を少なくする非干渉化がメカニカルシステムである指南車の

非干渉制御に対して有効であることを実験的に検証する．

つぎに，システムの制御系設計において必ずしも全ての状態が測定できるとは限らな

い．そこで，最適状態推定器の極限的性質を合わせて考えることにより，同一次元オブ

ザーバと最小次元オブザーバに基づくオブザーバベースコントローラを用いた出力フィー

ドバック制御により非干渉化が達成できることを示す．さらに，この極限的性質を用いる
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ことで未知のシステム外乱からの影響を除去することが可能になる．

さらに，サーボ系において閉ループ系にステップ状の定値外乱が加わる場合でも，最適

レギュレータの極限的性質を用いることにより目標値に追従し，かつ評価関数の重みを直

接操作するだけで非干渉化を達成できることを示す．

最後に，非線形システムに対する非干渉制御について考察する．非線形システムに対

する非干渉化の手法のひとつに，フィードバック線形化 [62]の手法がある．この手法は，

適当な変数変換と座標変換によりシステムの非線形性を厳密に線形化する手法であるため

安定な動作点の範囲が広がり，制御性能も良くなることが知られている．しかしながら，

フィードバック線形化は全ての状態を必要とし，動作点が大きく移動する場合は安定性を

保証するために過大な入力を発生する可能性があるという指摘がある [49]．したがって，

速度信号が外乱で撹乱する場合には，閉ループ系に外乱からの影響が現れることが予想さ

れる．そこで，磁気浮上系 [15][65]を例にフィードバック線形化の「脆さ」を実験的に検

証し，フィードバック線形化を用いた非干渉制御の問題点を指摘する．

以上が，最適レギュレータと状態推定器の極限的性質を用いた多変数系の非干渉制御に

関する本研究の概要である．

1.3 論文の構成

はじめに，第 1章 序論において多変数系の非干渉制御が生まれた背景を記した後，本

研究の目的や概要を明らかにする．つぎに，非干渉制御理論の導出に必要となる，最小位

相系と非最小位相系に対する最適レギュレータの極限的性質の説明，および本研究に必

要ないくつかの定義を第 2章 準備としてまとめる．この最適レギュレータの極限的性質

を用いて，第 3章 状態フィードバックによる非干渉制御において，最小位相系と非最小

位相系に対する最適レギュレータの極限的性質と非干渉特性の直接的な関係を明らかに

する．ここでは，評価関数の重み行列を直接操作して得られる極限フィードバックゲイン

と，それから構成されるフィードフォワードゲインからなる制御則によって非干渉化が達

成されることを示す．また，この理論を実際のメカニカルシステムに応用しその有効性を

検証する．つづいて，第 4章 非干渉制御における固定極の影響として，もとの非干渉特

性を変えることなく非干渉系に生じる固定極の影響を少なくする非干渉制御について説

明する．しかし，制御系設計の際に一般にシステムの状態をすべて観測できるとは限らな

い．そこで，第 5章 最適状態推定器を用いた出力フィードバックによる非干渉制御とし
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て，最適レギュレータと最適状態推定器の極限的性質を用いた非干渉化手法を提案する．

ここでは，同一次元オブザーバと最小次元オブザーバを用いた非干渉制御について述べ，

数値例を用いてその有効性を検証する．さらに，第 3章と第 5章の内容をサーボ問題にま

で拡張できることを示し，システムにステップ状の定常外乱が加わっても，目標値に追従

し，さらに非干渉化が達成できることを示す．ところで，これまでは線形システムの非干

渉制御を考えてきたが，非線形システムの非干渉制御のひとつであるフィードバック線形

化に着目し，第 6章 非線形システムの非干渉制御とフィードバック線形化において，磁

気浮上系を例としてフィードバック線形化の問題点を考える．最後に，第 7章 結論にお

いて本研究で明らかにした内容をまとめる．
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第 2章

準備

本章では，準備として本研究に必要な定義や性質をまとめる．はじめに，非干渉制御に

関するいくつかの定義を与える．つぎに，最適レギュレータの極限的性質に関する事項

を，最小位相系と非最小位相系についてそれぞれまとめる．これらの結果は，Friedland

の手法 [50]に基づき文献 [10][7]で導出したものである．論文を通して，系の全ての不変

零点1 が複素左半平面に存在するものを最小位相系と呼び，それ以外の系を非最小位相系

と呼ぶことにする．また，最大不可観測空間や外乱分離条件などの用語については，文献

[101]に準拠している．

2.1 非干渉制御

2.1.1 非干渉化と非干渉制御問題

はじめに本論文で扱う非干渉化を定義する．制御対象とする多変数線形定係数システ

ムを

_x = Ax+ Bu; y = Cx (2:1)

とする．ここで，x 2 Rn，u; y 2 Rmであり，システムは可制御，可観測とする．
1不変零点とは，システム (A;B;C;D)が与えられたとき A(n � n)，B(n � p)，C(m � n)，D(m � p)

であれば

rank

�
A � s0I B

C D

�
< min(n +m; n+ p)

を満たす複素数 s0としてここでは定義する．
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いま，与えられたシステムを (A;B;C)で表し，さらにその伝達関数を

T (s) = C(sI �A)�1B (2:2)

と表現する．一般に伝達関数 T (s)は入出力間に相互干渉がある非対角形をとる．そこで，

ある条件のもとにシステムに何らかの補償を施すことで，補償後の伝達関数 Tc(s)がつぎ

のような対角形をとることがある．

Tc(s) = diag (�1(s); �2(s); � � � ; �m(s)) ; �i(s) 6� 0 (i = 1; � � � ;m) (2:3)

このように閉ループ系 Tc(s)が対角形となるとき，Tc(s)を非干渉系と呼ぶ．

2

1

m

2

1

m

φ
1

φ
2

φ
m

v

v

v

y

y

y

図 2.1: Decoupled system

そこで，状態フィードバックによる制御則がゲイン F，Gにより

u = Fx+Gv (2:4)

で与えられたとすると，Tc(s)は

Tc(s) = C(sI �A� BF )�1BG (2:5)

となる．少なくとも制御系が安定であるためには，つぎの条件を満足する必要がある．

�(A+ BF ) 2 C� (2:6)
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ここで，�(�)は (�)の行列の固有値を表し，C�は複素左半平面を表す．もし，この Tc(s)

が (2.3)式のような対角行列であれば (F; G)はシステム (A;B;C)を非干渉化したとい

い，(2.3)式を達成し，かつ�(A+BF ) 2 C�を満足するシステム (A;B;C)の条件，およ

び制御則 (F; G)を見つける問題を状態フィードバックによる非干渉制御問題と呼ぶ．

2.1.2 可逆性と非干渉化条件

システム (A;B;C)の伝達関数 T (s)に対し，

T (s)Tr(s) = I; Tl(s)T (s) = I (2:7)

となるとき，Tr(s) を右逆システム，Tl(s) を左逆システムと呼ぶ．右逆システムが存在

するとき，(A;B;C)は右可逆といい，左逆システムが存在するとき，(A;B;C)は左可逆

という．また，T (s)が正方であって逆システムが存在するとき，(A;B;C)は可逆という．

可逆性の判定をする手順としては，Silvermanの構造アルゴリズム [93]がある．

正方システム (A;B;C)が可逆であることは，

rank C(sI � A)�1B = m (2:8)

であることを意味し，

rank

 
�sI + A B

C 0

!
= n+m; for all complex s in Re(s) � 0 (2:9)

が成り立つことと等価である [83]．さらに，状態フィードバックに対しても

rank

 
�sI + A+ BF B

C 0

!
= n+m; for all complex s in Re(s) � 0 (2:10)

が成り立つので，フィードバックにより可逆性は変化しない．以上のことから，つぎの補

題 2.1が成り立つことが知られている．

補題 2.1 [93] 非干渉化可能であるための必要十分条件は，システム (A;B;C) が可逆

であることである．

さて，状態フィードバックによる非干渉化条件として，つぎの補題 2.2が知られてい

る [47]．
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補題 2.2 [47] 状態フィードバック

u = Fx+Gv

によって，システム (A;B;C)が非干渉化できる必要十分条件は

rank B� = m

を満たす行列である．ここで，B�は

B� =

0
BBB@

c1A
d1�1B
...

cmA
dm�1B

1
CCCA (2.11)

di = minfki j ciA
ki�1B 6= 0g; i = 1; � � � ;m

であり，ciは行列Cの i番目の行を表す．

2.1.3 標準非干渉系

安定な非干渉系である，標準非干渉系 [56] の導出手順について簡単に説明する．

システム (A;B;C)に対して補題 2.2を満足するB�が正則であれば，

_x = (A� BB� �1A�)x+BB� �1v; y = Cx

は積分型干渉系となる [47]．ここで，

A� =

0
BBB@

c1A
d1

...

cmA
dm

1
CCCA

である．いま
�A = A� BB� �1A�; �B = BB� �1; �C = C

とおき，つぎの行列を定義する．

Si = f� j � �Aj �Bi = 0; i = 1; � � � ;m; i 6= j; j = 0; 1; � � � ; n� 1g

なる基底行ベクトルを並べた行列
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ただし， �Biは �Bの i列を表す．具体的には，つぎのように Siを決める．

Si =

0
BBBBBBBBBBBBBBBB@

ci

ci �A
...

ci �A
di�1

�i di+1

...

�i pi

1
CCCCCCCCCCCCCCCCA

ここで，ci �Aj (i = 1; � � � ; r; j < di � 1)で，pi = rank Si である．この Siを用いて，変換

行列 Tをつぎのように定義する．

T = ( ST
1 ST

2 � � � ST
m ST

m+1 )
T

この変換行列 Tにより，積分非干渉系をx̂ = Txと等価変換することにより，つぎの標準

形を得る．

T �AT�1 = Â =

0
BBBBBB@

Â11 0
. . .

0 Âmm 0

ÂC
1 � � � ÂC

m ÂC
m+1

1
CCCCCCA
;

TB = B̂ =

0
BBBBBB@

B̂1 0
. . .

0 B̂m

B̂C
1 � � � B̂C

m

1
CCCCCCA
;

CT�1 =

0
BBB@
Ĉ1 0

. . .
...

Ĉm 0

1
CCCA

Âii =

0
BBBBBB@

0 1 0
. . . 0

0 1

� � � � � � � � �

1
CCCCCCA
; B̂i =

0
BBBBBBBBBB@

0
...

0

1

�

1
CCCCCCCCCCA
; Ĉi = ( 1 0 � � � 0 )
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さて，ÂC
m+1の固有値は不可観測な極であるので零点の一部に一致している．この固有

値の安定判別は不変零点に重複がなければ，標準非干渉系を導出することなくシステムの

係数行列から判別可能である．したがって，状態フィードバックによって安定な非干渉化

が達成できるかどうか判断するにはつぎの条件を確認すればよい．

補題 2.3 状態フィードバック

u = Fx+Gv

によって，安定な非干渉化が達成できる必要十分条件はつぎの 2つの条件を満足すること

である．

i) rank B� = m．

ii) システム (A;B;C)の零点から

rank

 
��I + A B

ci 0

!
< n+ 1

を満たす�を除いたものが複素平面の右半平面に存在しない．ただし，ciはCの i番

目の行ベクトルを表す．

2.2 最小位相系に対する最適レギュレータの極限的性質

最適レギュレータは，比較的簡単に制御系設計が可能であるばかりでなく，システムの

特性変動に対する安定性やパラメータ変動に対する低感度特性を有するため，広く応用

されている制御系設計手法のひとつである．しかし，一般的に最適レギュレータの問題の

解は，代数リカッチ方程式の解から求められることが多いが，この解はシステムパラメー

タの項を陽に求めることができない．そこで，２次形式評価関数の重み行列の極限を用い

て，解を陽に表現する方法が知られている [50][48][91]．ここでは，文献 [10][11]にある最

適レギュレータの極限形式についてまとめる．

2.2.1 最適レギュレータ問題

つぎの連続時間システムを考える．

_x = Ax+ Bu; x(0) = x0 (2:12)
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ここで，x 2 Rn，y 2 Rm，u 2 Rmである．このシステムに対し，標準的 2次評価関数

J =
Z 1

0
(yTQy + uTRu)dt (2:13)

を最小とする制御入力 uを求める問題を最適レギュレータ問題という．ただし，

y = Cx (2:14)

であり，Q，Rは実正定対称行列とする．

いま，システム (A;B;C)は可制御，可観測であるとする．このとき，上述の評価関数

を最小にする入力 uはリカッチ方程式の解である実正定行列Mを用いて，つぎのように

一意に定まることはよく知られている [69][27]．

u = �R�1BTMx (2.15)

ATM +MA�MBR�1BTM + CTQC = 0 (2.16)

2.2.2 最小位相系に対する最適レギュレータの極限形式

はじめに，(2.12)式のシステムが最小位相系であるとき，これに対する最適レギュレー

タの極限形式について説明する．Q = 1
�2
I，R = Iとして� ! 0で得られるフィードバッ

クゲインを

F� = lim
�!0

�BTM� (2.17)

ATM� +M�A�M�BB
TM� +

1

�2
CTC = 0 (2.18)

と定義する．また，(2.17)式を極限フィードバックゲインと呼ぶ．

�! 0の極限について Friedlandの結果 [50]にしたがい，(2.18)式のリカッチ方程式の

解M�に対し，M�1
� の級数展開式を

M�1
� =M0 + �M1 + �2M2 + � � � (2:19)

とおく．ここで，Q!1Iとする極限をとると，�! 0の極限でのM0，M1の関係は，つ

ぎの補題 2.4でまとめられる．ただし，M0，M1，M2，� � � は対称行列である．
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補題 2.4 [7] M0，M1に対し，つぎの等式が成立する．

CM0 = 0

CAM0 = 0

CM1C
T = 0 (2.20)

CAM1C
TCM1 = CA(BBT � AM0)

CM1 = (CABBTATCT )�
1

2CA(BBT � AM0)

このとき，(A;B;C)が (不変零点がすべて安定の意味で)最小位相系であるとする．簡

単のため，CB = 0，rankCAB = rankCが成立するとすれば，� ! 0とした閉ループ系

の極限形式としてつぎの定理が得られる2(証明については本章の付録を参照されたい)．

定理 2.1 [10] 最小位相系 (A;B;C)が可制御，可観測で CB = 0，rankCAB = rankC

とする．このとき，補題 2.4のもとで，Cx(0) = 0，CAx(0) = 0の条件が成り立つときの

閉ループ系の極限形式 (極限フィードバックゲイン F�の閉ループ系)は

_z = �(I � CTC]
�A

T )AT z (2.21)

C]
� = (C�BB

TCT
� )

�1C�(BB
T � AM0) (2.22)

となり，リカッチ方程式の極限形は

M0A
T (I � C+

�C�)
T + (I � C+

�C�)AM0 � (I � C+
�C�)BB

T

+M0A
TCT

� (C�BB
TCT

� )
�1C�AM0 = 0 (2.23)

である．ここで，

C� = CA (2.24)

C+
� = BBTCT

� (C�BB
TCT

� )
�1 (2.25)

とする．
2この定理は，一般可逆システムに拡張できるが，その際 C�の係数が煩雑になるためここでは簡単に

rankCB = 0，rankCAB = rankC の条件で説明をする．この条件がなくても得られる結果は本質的に同

様である．
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(2.12)式のシステムに対して，z = M�xで変数変換後の (2.21)式の閉ループ系のラプ

ラス変換式は，簡単のため x(0) = 0のもとで

sZ(s) = (�AT + CTJ�10 (s)CAM�1
� AT )Z(s) (2.26)

J0(s) = Q�1s2 + CAM�1
� CT

となる．

2.2.3 最小位相系の極限形式と外乱除去特性

この極限形の性質を利用した研究として，連続時間最適レギュレータと出力零化特性

(外乱除去特性)との関連性や [10]，外乱分離問題との関係 [7]が明らかにされている．こ

こでは，最小位相系の外乱除去特性について説明する．

いま，(2.12)のシステムに加法的に外乱を印加したシステム

_x = Ax+Bu+D�; y = Cx (2:27)

に，(2.17)式の F�を施したとき，�! 0の極限においてつぎの補題 2.5で与えられる外乱

除去特性が知られている [7]．ここで，�はシステムに加わる未知外乱で� 2 Rrである．な

お，外乱分離条件を満足するとはつぎの式が成り立つことを意味する．

V� � Im D (2.28)

V�はKer C に含まれる最大A� B不変部分空間

補題 2.5 [7] (A;B;C)が最小位相系で可逆とする．このとき，F� を用いた閉ループ系

は� ! 0の極限において，最大不可観測なシステムとなり，外乱分離条件を満足すれば，

ImDは不可観測空間に含まれる．また，CB = 0，rank CAB = rank Cのもとでは，i番

目の出力からの可観測部分空間は，Im(CT
i (CiA)

T )となる．

補題 2.6 システム (A+BF�; B; C)に対する�! 0としたときの極限において，可観測極

は安定な無限遠点に漸近し，不可観測極は不変零点に漸近する．
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( 証明 ) :

閉ループ系の極は一般に安定な無限遠点と不変零点に漸近することは知られている [69]．

いま閉ループ系をパラメータ�を用いてつぎのように表す．

_x =

 
A11(�) A12(�)

A21(�) A22(�)

!
x+ Bu; y = (C 0 )x (2:29)

補題 2.5より閉ループ系は� ! 0で最大不可観測となるから� ! 0 でA12(�) ! 0となる．

また，最大不可観測の不可観測極は不変零点に一致するからA22(�)の固有値は不変零点

に漸近し，A11(�)の固有値は無限遠点に漸近する． (証明終)

離散時間系に対する最適レギュレータの極限的性質と外乱分離問題の関係については，

文献 [6]に詳しい．

2.3 非最小位相系に対する最適レギュレータの極限的性質

2.3.1 非最小位相系に対する最適レギュレータの極限形式

いま，(2.12)式のシステム (A;B;C)が非最小位相系であるとしCB = 0，rankCAB =

rankCのもとで，最適レギュレータの極限的性質についてこれまでに知られている事項を

要約する．

ステム (A;B;C)が虚軸上に不変零点を持たないとすると

BT (�sI �AT )�1CTC(sI �A)�1B

= BT (�sI �AT )�1HTH(sI �A)�1B (2.30)

を満足し，システム (A;B;H)の不変零点がシステム (A;B;C)の安定零点および不安定

零点の鏡像位置の零点となるHが存在する．また，最適レギュレータ問題の解としての

制御入力 u = FxのフィードバックゲインFは，R = Iのもとにつぎのカルマン方程式を

満足する．

[I + BT (�j!I � AT )�1F T ][I + F (j!I � A)�1B]

= I + BT (�j!I � AT )�1CTC(j!I � A)�1B

= I + BT (�j!I � AT )�1HTH(j!I � A)�1B (2.31)
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このHを利用することで，非最小位相系に対しても最小位相系と同様にリカッチ方程

式の解N�が定義できる．つまり，N�1
� の級数展開

N�1
� = N0 + �N1 + �2N2 + � � � (2:32)

が存在するとすれば，z = N�xの変換により�! 0の極限において，非最小位相系に対す

る最適レギュレータの極限形式が得られる．ただし，N0; N1; N2; � � �は対称行列である．

定理 2.2 [7] システム (A;B; C)が非最小位相系で，(A;B;H)が最小位相系となるH

が存在する．いまHx(0) = 0，HAx(0) = 0が成り立つとき，閉ループ系の極限形式は

_z = �(I �HTH]
�A

T )ATz (2.33)

H]
� = (H�BB

THT
� )

�1H�(BB
T �AN0) (2.34)

となり，リカッチ方程式の極限形は

N0A
T (I �H+

�H�)
T + (I �H+

�H�)AN0

�(I �H+
�H�)BB

T

+N0A
THT

� (H�BB
THT

� )
�1H�AN0 = 0 (2.35)

である．ここで

H� = HA (2.36)

H+
� = BBTHT

� (H�BB
THT

� )
�1 (2.37)

とする．

注意 2.1 最適レギュレータの極限形式は，最小位相系の場合も非最小位相系の場合も同

じ形式のものが導出される．しかし，最小位相系の場合には閉ループ系の安定性が保証さ

れるが [11]，非最小位相系の場合には閉ループ系の安定性が保証されないことに注意され

たい．

2.3.2 非最小位相系に対する極限形式と外乱除去特性

非最小位相系に対しても，極限フィードバックゲインF� を用いた閉ループ系について

の外乱除去特性が，最小位相系の場合と同様に知られている [7]．
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(2.27)式の外乱印加系に対して，(A;B;C;D)が外乱分離条件を満足するとき，つぎの

補題 2.7が成立する.

補題 2.7 [7] システム (A;B;C;D)が外乱分離条件を満足し，システム (A;B;C)の不

変零点 z0

z0 = fz j rank

 
�zI + A B

C 0

!
< n+mg (2:38)

からつぎの z�0

z�0 = fz j rank

 
�zI + A B D

C 0 0

!
< n+mg (2:39)

を除いた z�0の実部がすべて負であるとする．このとき，フィードバックゲインF � がシス

テム (A;B;H)の閉ループ系 (A+BF �; B;H)を安定で，最大不可観測とするならば，シ

ステム (A+ BF �; B; C)の不可観測空間に Im Dを含む．さらに，システム (A;B;H;D)

は外乱分離条件を満足する．

注意 2.2 (A;B;H)に対するフィードバックゲインF �は，(A+BF �; B;H)を安定で，最

大不可観測とするフィードバックゲインである．このことは，このような F �がシステム

(A;B;C) の零点およびシステム (A;B;H) の共通の安定零点を，不可観測な極とする

フィードバックゲインであれば，(A+BF �; C)の不可観測な極は (A;B;C)の安定零点と

一致することを意味している．

つぎの補題は，最小位相系と条件を満足する非最小位相系の両方に成立する最適レギュ

レータの極限的性質に関する重要な補題のひとつである (本章の付録には非最小位相系に

ついての証明を記した)．

補題 2.8 [7] (A;B;C;D)が外乱分離条件を満足すれば，評価関数の重みQを無限に大

きくしても，制御入力は外乱項の微分値，高階微分値が入らないという意味で過大になら

ない．
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第 2章の付録

定理 2.1の証明

はじめに閉ループ系のラプラス変換式を導出する．閉ループ系はつぎのように与えら

れる．

_x = (A�BBTM�)x; x(0) = 0

z = M�xと変換すると

_z = (M�AM
�1
� �M�BB

TM�)z; z(0) = 0

を得る．上式は関係式

�(AT + CTQCM�1
� ) =M�AM� �M�BB

T

より

_z = �(AT + CTQCM�1
� )z

= �AT z � CT�; � = QCM�1
� z

と変形できる．ここで，�の微分は

Q�1 _� = �CM�1
� AT z � CM�1

� CT�

となる．さらに微分すると，

Q�1�� = �CM�1
� AT _z � CM�1

� CT _�

= (CM�1
� AT + CM�1

� CTQCM�1
� )AT z

+(CM�1
� AT + CM�1

� CTQCM�1
� )CT�

となる．CB = 0の仮定を考慮し

CM�1
� AT = �CAM�1

� � CM�1
� CTQCM�1

�

の関係を使い整理すると

Q�1�� = �CAM�1
� AT z � CAM�1

� CT�
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が得られる．上式をラプラス変換すれば

Q�1s2�(s) = �CAM�1
� ATZ(s)� CAM�1

� CT�(s)

となるので，ゆえに

�(s) = J�10 (s)f�CAM�1
� ATZ(s)g

J0(s) = Q�1s2 + CAM�1
� CT

となる．以上から，閉ループ系のラプラス変換は

sZ(s) = f�AT + CTJ�10 CM�1
� ATgZ(s)

となる．

つぎに，リカッチ方程式の極限形式を求める．Q = (1=�2)I，R = Iのもとで，リカッチ

方程式をつぎのように与える．

ATM� +M�A�M�BB
TM� +

1

�2
CTC = 0

この式に両辺からM�1
� をかけると

M�1
� AT + AM� � BBT +

1

�2
M�1

� CTCM�1
� = 0

となる．M�1
� は

M�1
� =M0 + �M1 + �2M2 + � � �

で定義されるので，これを上のリカッチ方程式に代入し�の同冪を比較すると

CM0 = 0

M0A
T +AM0 +M1C

TCM1 � BBT = 0 (2.40)

を得る．ここで，(2.40)式に左から C，右から CTをかけ CB = 0，CM0 = 0を考慮す

ると

CM1C
T = 0

を得る．また，左らCをかけ CB = 0，CN1C
T = 0を考慮すると

CAM0 = 0
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を得る．さらに，(2.40)式に左からCAをかけるとCAM0 = 0であるから

CAM1C
TCM1 = CA(BBT �AM0) (2:41)

を得られ，つづいて (2.40)式に左からCA，右からATCT をかけると

CAM1C
T = (CABBTATCT )1=2U (2:42)

が得られる．ここで，UUT = Iである．よって，(2.41)式と (2.42)式より，CABが行フ

ルランクである仮定から

CM1 = U�1(CABBTATCT )�1=2CA(BBT � AM0)

が導ける．これを (2.40)式に再び代入すると，リカッチ方程式の極限形式

M0A
T (I � C+

�C�)
T + (I � C+

�C�)AM0 � (I � C+
�C�)BB

T

+M0A
TCT

� (C�BB
TCT

� )
�1C�AM0 = 0

C� = CA

C+
� = BBTCT

� (C�BB
TCT

� )
�1

が導出される．

最後に，閉ループ系の極限形式を導く．まず，CTJ�10 CM�の�! 0の極限を導くとつぎ

のようになる．

lim
�!0

CTJ�10 CM� = CT (CM1A
TCT )�1CM1

さらに，

lim
�!0

CTJ�10 CM� = CT (CABBTATCT )�1CA(BBT � AM0)

と計算できる．ゆえに，先の閉ループ系のラプラス変換式にこれを代入することにより，

閉ループ系の極限形式

_z = �(I � CTC]
�A

T )AT z

C]
� = (C�BB

TCT
� )

�1C�(BB
T � AM0)

が得られる．

なお，以上の導出過程に必要な条件式をまとめたものが補題 2.4である．
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補題 2.5の証明

rank CAB = rank Cのもとで，i番目の出力からの可観測部分空間が Im (CT
i (CT

i A)
T )

となることを示す．CB = 0であるから

yi = Cix

_yi = CiAx

は明らかである．つぎに，�yi = 0を示す．(2.26)式より

s2Yi = CiAM
�1
� (�AT + CTJ�10 (s)CAM�1

� AT )Z(s)

となる．さらに，補題 2.4の関係式を用いて

lim
�!0

CiAM
�1
� CTJ�10 (s)

= lim
�!0

(CiAM1C
T + �CiAM2C

T + � � �)(�2Is2 + CAM1C
T + �CAM2C

T + � � �)�1

= CiAM1C
T (CAM1C

T )�1 = (0 � � � 1 0 � � � 0 )

が成立する．これを用いて，�yi = 0を示すことができる．このことから，閉ループ系にお

いて i番目の出力による可観測行列Oiは

Oi =

0
BBBBBB@

Ci

Ci(A+ BF�)
...

Ci(A+ BF�)
n�1

1
CCCCCCA

は

Oi =

0
BBBBBBBBBB@

Ci

CiA

0
...

0

1
CCCCCCCCCCA

となる．したがって，i番目の出力からの可観測部分空間は Im(CT
i ，(CiA)

T )となり，i =

1; � � � ;m のすべてにおいてこれが成立するため閉ループ系は最大不可観測空間となる．

(証明終)
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補題 2.7の証明

F �は閉ループ系 (A + BF �; B;H)を安定とし，最大不可観測フィードバックゲインと

するから，閉ループ系 (A+ BF �; B;H)は正則変換と入力変換で

A+ BF � �

 �A�
11 0

�A�
21

�A�
22

!
; B �

 
B11 0

B21 B22

!

H � ( �H 0 )

とできる．ここで，制御則 u = F �x+Gvを施すことを考えると

C(sI � A�BF �)�1BG = C(sI � A)�1B
�
I + F �(sI � A� BF �)�1B

�
G

が成立する．そこで，

H�
c (s) =

�
I + F �(sI � A� BF �)�1B

�
G

とおくと

H� T
c (�s)BT (�sI �AT )�1HTH(sI � A)�1BH�

c (s)

H� T
c (�s)BT (�sI �AT )�1CTC(sI �A)�1BH�

c (s)

が成立している．この関係式によって (A;B;H) および (A;B;C) の共通の安定零点は

フィードバックゲイン F �による閉ループ系の不可観測な安定極となるから， �A�22を係数

B22 からの入力の可制御なサブシステムと不可観測なサブシステムに分けると，

A+ BF � �

0
BBBBBB@

�A�
11 0

�A�
221

�A�222

�A�
21

0 �A�224

1
CCCCCCA
; B �

0
BBB@
B11 0

B211
�B22

B212 0

1
CCCA

C � ( �C 0 0 )

のように表現できる．ここで，�( �A�
224)が安定零点に一致する．このとき，

D �

0
BBB@

�D1

�D2

�D3

1
CCCA

は �D1 = 0となる．なぜなら，�D1 6= 0とすると，仮定においた外乱分離条件あるいは零点

に関する条件に矛盾する．

さらに，システム (A;B;H;D)はフィードバックゲインF � で外乱分離が達成されるこ

とから，システム (A;B;H;D)は外乱分離条件を満足する． (証明終)
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補題 2.8の証明

外乱印加系に対する閉ループ系のラプラス変換式は，(2.30)式を満足するHを用いて

sZ(s) = (�AT +HT ~J�10 (s)HAN�1
� AT )Z(s)

�HT ~J0(s)HAD�(s)�HT ~J0(s)HDs�(s) +N�D�(s)

~J0(s) = Q�1s2 +HAN�1
� HT

と表せる．

システム (A;B;C;D)は安定な外乱分離条件を満足するので，(2.30)式のHに対し補題

2.7よりHB = 0，rank HAB = rank Hのもとで

HD = 0; HAD = 0

が成立する．このとき閉ループ系のラプラス変換式は

sZ(s) = (�AT +HT ~J�10 (s)HAN�1
� AT )Z(s)N�D�(s)

~J0(s) = Q�1s2 +HAN�1
� HT

と表すことができる．この式は，非最小位相系の極限形式に外乱項N�D�(s)が加わった

形となっている．そこで，もともとの外乱印加系に対する閉ループ系の式と比較してみる

と制御入力によって生じる項が存在しないため，外乱分離条件を満足する場合制御則uの

極限に外乱項やその微分値を含まない．

したがって，制御入力はQを無限に大きくしても，外乱項の微分値，高階微分が入ら

ないという意味で過大とならない． (証明終)
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第 3章

状態フィードバックによる非干渉制御

本章では，どのようなクラスのシステムに対して最適レギュレータの極限的性質を用い

た非干渉制御が達成できるかを明らかにする．最小位相系に対する非干渉化特性について

は，最適レギュレータの極限的性質である外乱分離特性を用いてすでに明らかにされてい

る [4]．ここでは，この非干渉特性がどのようなクラスの非最小位相系にまで拡張できる

かどうかを説明する．さらに，ここで提案する非干渉制御をロボットマニピュレータに適

用し，その有効性を実験的に検証する．

3.1 はじめに

最適レギュレータの研究において，2次形式評価関数の出力や入力に関する重み行列の

極限を考える研究が，連続時間系 [50] [48] [23]や離散時間系 [91] [87] に対して数多くな

されてきた．

一方，非干渉制御は，多変数システムの制御に対するよく知られた制御理論のひとつで

ある [101]．しかし，一般に安定な非干渉系を得るためには，いろいろな条件を確認しな

ければならず導出手順がたいへん面倒であった．また，非干渉化特性が最適レギュレータ

の性質のひとつにあることは経験的に知られてたが，両者の直接関係を数学的に明らかに

しようとした研究は知られていなかった．

これに対して，非干渉化条件を満足する最小位相系に対して評価関数の重み行列を直

接操作して得られる極限フィードバックゲインとそれから構成されるフィードフォワー

ドゲインによる制御則によって非干渉化が達成できることが，極限形のもつ出力零化特
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性 [10]や外乱分離特性 [7] を利用して明らかにされた [6][4]．また，類似研究としては，

最適レギュレータの漸近特性と非干渉制御の間接的な関係を明らかにした ILQ設計法が

ある [19] [13]．しかし，最適レギュレータの極限的性質を用いる利点には，評価関数の重

み行列を直接操作するだけで非干渉化が達成でき，しかも安定な最大のブロック分けが先

験的な条件の確認なしにできることがあげられる．

これまでに明らかにした極限形と非干渉制御の直接的関係は，制御対象を最小位相系に

限定した議論であり非最小位相系に対しては明らかにされていなかった．そこで，本論文

では与えられたシステムを最小位相系と限定せずに，どのような非最小位相系に対して極

限的性質を用いた非干渉制御が可能であるかを考える

3.2 問題設定

つぎの連続時間システムの最適レギュレータ問題を考える．

_x = Ax+Bu; y = Cx (3:1)

ただし，x 2 Rn，y 2 Rm，u 2 Rmである．また，システム (A;B;C)は可制御，可観測

で可逆とする．このシステムに対し，評価関数

J =
Z 1

0
(yTQy + uTRu)dt; Q > 0; R > 0 (3:2)

を最小とする制御入力 uは，重み行列をR = I，Q! 1
�2
I (�! 0)とすれば，

u = F�x = �BTM�x

ATM� +M�A�M�BB
TM� +

1

�2
CTC = 0

で与えられる．このとき，フィードバックゲインF�による閉ループ系について，�! 0と

したときの極限における非干渉化特性について議論する．理論的には�! 0の極限におい

て完全な非干渉化を考えることができるが，実際の制御系設計では，評価関数の重みQを

無限大にすることは不可能であるため�を微小な値として近似的な非干渉系を構成するこ

とになる．そこで，このように評価関数の重みを有限として非干渉系を構成することを，

近似非干渉制御と呼ぶことにする．なお，簡単のため CB = 0; rank CAB = rank Cの

条件を仮定して説明をするが，一般的な可逆システムにまで拡張できることを注意して

おく．

本論文ではつぎの問題を考えることを目的とする．
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問題: 最小位相系に対する最適レギュレータの極限的性質を用いた非干渉化の手法を，ど

のようなクラスの非最小位相系に拡張できるのかを考え，非干渉化可能なフィード

バックゲインおよびフィードフォワードゲインを求めよ．

3.3 最小位相系に対する非干渉制御

最小位相系に対して，最適レギュレータの極限的性質を用いて，つぎのようなブロック

非干渉化を達成することがわかっている．

定理 3.1 [4] システム (A;B;C)が最小位相系で，つぎのブロック型対角インタラクタが

存在すると仮定する．

�T (s) =

0
BBB@
�T1(s) 0

. . .

0 �Tp(s)

1
CCCA (3.3)

rankD� = m; T0(s) = C(sI �A)�1B

lim
s!1

�T (s)T0(s) = D� (p � m) (3.4)

このとき，制御則

u = F�x+G�w (3.5)

G� =
�
C(�A� BF�)

�1B
��1

(3.6)

は，�! 0の閉ループ系の極限において

lim
�!0

C(sI � A�BF�)
�1BG�

= diag(�1(s) � � � �p(s)); �i(0) = I (3.7)

なるブロック非干渉化を達成する．

定理 3.1は，� ! 0の極限で与えられる結果であるが，評価関数の重みを無限大にする

ことは不可能であるため，実際には�を微小な値として近似的に非干渉化を達成すること

になる．また，定理 3.1の特別な場合として，インタラクタ�T (s)が対角であるときには

スカラ非干渉化条件 (補題 2.2)が成立し，制御則 (3.5)式，(3.6)式により�! 0としたと

きの閉ループ系の極限においてスカラ非干渉化を達成する [4]．
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3.4 非最小位相系に対する非干渉制御

3.4.1 非干渉化可能な非最小位相系のクラス

(3.1)式のシステムに対して，非最小位相系における最適レギュレータの極限形を用い

た非干渉化条件と制御則を考える。さて，(2.27)式の外乱印加系に対する非最小位相系の

外乱除去特性は，補題 2.7で与えられた．この補題 2.7より定理 3.1の結果は，非最小位相

系について定理 3.2の条件を満足するシステムのクラスまで拡張できる．

定理 3.2 システム (A;B;C)がつぎの条件

A1 システム (A;B;C)は虚軸上に不変零点を持たない．

A2 ブロック型対角インタラクタをもつ．

A3 (A;B;C)の不変零点から

rank

 
��+I + A B

Ci 0

!
< n+ pi (3:8)

を満たす�+を除いたものが安定である．ここで，Ciは Cの i 番目の行ブロックを

表す．

を満足するとき，制御則 (3.5)式，(3.6)式を用いたときの閉ループ系は，�! 0の極限に

おいて

lim
�!0

C(sI � A�BF�)
�1BG�

= diag(�1(s) � � � �p(s)); �i(0) = I (3.9)

なるブロック非干渉化を達成する．

( 証明 ) :

システム (A;B;C)が原点に不変零点を持たないので，(2.30)式を満足し，(A;B;H)が最

小位相系となるHが存在する．この (A;B;H)について，(3.3)式のブロック型対角イン

タラクタに対して，�T0 = H(sI �A)�1Bとすれば (A;B;H)は最小位相系であるため補題

3.4の (3.3)式，(3.4)式より �D�1
� が存在する．

29



(A;B;H)の i番目と j番目の入力に着目し，i番目の出力に対するサブシステム

(Hi; A;
�
(B �D�1

� )i (B �D�1
� )j

�
) を考える．このサブシステムに対して， �D�

�D�1
� = Iである

から

lim
s!1

��Ti Hi(sI �A)�1
�
(B �D�1

� )i (B �D�1
� )j

�
)

= (0 � � � 0 Ipi 0 � � � 0) (3.10)

が成立する．ここで，i 6= jで i; j = 1; 2; � � � ; pであり，HiはHの i番目の行ブロックを表

し，(B �D�1
� )�はB �D�1

� の i; j番目の列ブロックを示す．つまり，i番目の出力ブロック端yiに

対し，i番目の入力端の係数を (B �D�1
� )i，j番目の入力端を外乱とみなして (B �D�1

� )j (i 6= j)

を外乱の係数とすると，外乱分離条件を満足していることになる．

そこで，制御則を u = F�x+ �D�1
� vとすれば，補題 2.5よりF�は�! 0の極限において，

i番目の出力端から最大不可観測なシステムとするフィードバックゲインで，i番目の出

力ブロックの不可観測空間に Im((B �D�1
� )j)が含まれるので，

lim
�!0

Hi(sI � A� BF�)
�1(B �D�1

� )j = 0 (3:11)

が成立する．

ところで，i 番目の入出力に着目して，サブシステム (Hi; (A + (B �D�1
� )i( �D�F�)i +

(B �D�1
� )j( �D�F�)j; (B �D�1

� )i) を考え，(B �D�1
� )j を外乱項の係数とみなす．(A;B;C) の不

安定零点が定理 3.2の条件 A3 を満足していることは，補題 2.7の条件を満足している

ことになるため，サブシステムのフィードバックゲイン F�iは� ! 0 の極限において，

補題 2.7のフィードバックゲインと同様の働きをする ((Ci; A + B �D�1
�

�D�F�; (B �D�1
� )i)と

(Hi; A + B �D�1
�

�D�F�; (B �D�1
� )i)の共通の安定零点を不可観測とする)ことから，補題 2.7

を適用すると

lim
�!0

Ci(A+ (B �D�1
� )i( �D�F�)i

+(B �D�1
� )j( �D�F�)j)

k(B �D�1
� )j = 0

(3.12)

となる．ここで，i 6= j; k = 0; 1; � � �である．よって，

lim
�!0

C(sI � A� BF�)
�1B �D�1

�
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= block diag

0
BBB@
~�1(s) 0

. . .

0 ~�p(s)

1
CCCA (3.13)

が成立する．

つぎに，フィードフォワード項の決め方を考える．システム (A;B;C)は虚軸上に不変

零点を持たないので

det

 
A B

C 0

!
6= 0 (3:14)

であり，つぎの行列E�が定義できる．

E� = fC(�A�BF�)
�1B �D�1

� g
�1 (3:15)

このとき，システム (A;B �D�1
� ; C)に対し，制御則

u = F�x+ E�� (3:16)

としたシステムは

rank
�
C(sI � A�BF�)

�1B �D�1
� E�

�
= m

(3.17)

となる．よって，~�i(s)はフルランクである．

さらに，

C(sI � A� BF�)
�1B �D�1

� E�

= C(sI � A� BF�)
�1B �D�1

� fC(�A�BF�)
�1B �D�1

� g
�1

= C(sI � A� BF�)
�1BG� (3.18)

G� =
�
C(�A� BF�)

�1B
��1

であるから，制御則を (3.5)式，(3.6)式と選んだときの閉ループ系に対して，�! 0の極

限において

lim
�!0

C(sI � A� BF�)
�1BG�

= block diag

0
BBB@
~�1(s)~�

�1
1 (0) 0

. . .

0 ~�p(s)~�
�1
p (0)

1
CCCA

(3.19)
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が成立し，ブロック非干渉化を達成する． (証明終)

定理 3.2を実際の制御系設計に適用する場合も定理 3.1の最小位相系の場合と同様，�を

微小な値として近似的に非干渉化を達成することになる．

この定理 3.2の特別な場合として，つぎの系 3.1が成立しスカラ非干渉化を達成する．

系 3.1 システム (A;B;C)がつぎの条件

A1' システム (A;B;C)が虚軸上に不変零点を持たない．

A2' スカラ非干渉化条件 (補題 2.2) を満足する．

A3' (A;B;C)の不変零点 z0から

rank

 
��iI + A B

ci 0

!
< n+ 1 (3:20)

を満たす�iを除いたものが安定である．

を満足するとき，制御則 (3.5)式，(3.6)式を用いたときの閉ループ系は，�! 0の極限に

おいてスカラ非干渉化を達成する．

注意 3.1 定理 3.2で導出した最適レギュレータの極限形を用いた非干渉化は，評価関数の

重み行列を直接操作した結果得られたものであり，非干渉化の先験的条件の確認をせず

に，安定な最大ブロック分けが可能となるという特徴をもつ．ただし，不安定零点を安定

域に写像した固定極ができることに注意されたい．

注意 3.2 固定極の影響を考えずに非干渉化を達成することだけを考えるならば，定理 3.2

の条件を満足するシステムに対して，Hを導出することなく最小位相系の場合と全く同

様の手順により，最適レギュレータの極限的性質を用いて非干渉系を得ることが可能であ

る．また，インタラクタの計算も必要としない．

注意 3.3 このように (A;B;C)が非最小位相系の場合，最小位相系 (A;B;H)については

文献 [4]と同様の手法により証明ができるが (本章の付録参照)，システム (A;B;C)につ

いては，非干渉化の際に生じる固定極についての条件 A3を詳細に検討することにより，

定理 3.2のように証明できることに注意されたい．
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3.4.2 数値例

つぎの 2入力 2出力システムを考える．

_x =

0
BBBBBB@

1 �4 �2 1

�4 2 1 0

1 0 1 0

0 1 0 0:5

1
CCCCCCA
x+

0
BBBBBB@

1 0

0 �1

0 0

0 0

1
CCCCCCA
u

y =

 
1 0 0 0

0 1 0 0

!
x

システム (A;B;C)は非最小位相系で可制御，可観測かつ可逆で，非干渉化の条件を満足す

ることが容易に確かめられる．また，このシステムは+0:5; +1に不変零点をもつものの，

定理 3.2の条件を満足する．そこで，評価関数の重みをQ = 10I，Q = 100I，Q = 1000I

として得られる，つぎのフィードバックゲインとフィードフォワードゲインを用いた制御

則 u = F 0
�x+G0

�[v1 v2]
Tを施したとき，非干渉化が達成されることをシミュレーションに

より検証する．

F 0
10 =

2
64 �7:9698 4:8669 �11:1646 2:1304

�4:8669 8:4417 2:5046 6:1236

3
75 ;

G0
10 =

2
64 �6:1946 3:3939

2:3714 3:8055

3
75

F 0
100 =

2
64 �13:6977 4:4723 �22:2278 1:2285

�4:4723 14:0158 1:5557 12:3008

3
75 ;

G0
100 =

2
64 �11:5301 1:9846

1:0280 10:5859

3
75

F 0
1000 =

2
64 �34:8372 4:1686 �63:9911 0:4448

�4:1686 34:9667 1:1824 33:4167

3
75 ;

G0
1000 =

2
64 �32:1540 0:7211

0:3510 31:8666

3
75

時刻 0秒目から入力 v1に 1の単位ステップ入力，入力 v2に零を入力したときの応答を図

3.1に示す．それぞれ，閉ループ系の応答を表している．図から明らかなように，Q!1I
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としていくにつれてそれぞれの入力に対する変数の相互干渉がなくなり，非干渉化を達成

することがわかる．非最小位相系のため応答にはアンダーシュートが現れているものの，

定理 3.2の条件を満たしていれば，最小位相系の場合と同様の手順で非干渉系を構成でき

ることが確認できる．しかも，標準非干渉系の導出やインタラクタの計算を必要とせず，

設計パラメータは評価関数の重み関数Qのみであることに注意されたい．
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−1

0

1

Reference input:  v1=1, v2=0

Q=10Iv1

v2

0 1 2 3 4 5 6 7 8
−1

0

1
Q=100Iv1

v2

0 1 2 3 4 5 6 7 8
−1

0

1

Time[s]
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図 3.1: Step response for closed-loop system(nonminimum phase system)
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3.5 メカニカルシステムへの応用

3.5.1 ロボットマニピュレータとモデリング

ここでは，実際のメカニカルシステムの制御に，提案する非干渉制御が有効であること

を示す．

制御対象として，図 3.2に示す２自由度のロボットマニピュレータを考える．このマニ

ピュレータは，ダイレクトドライブ型のマニピュレータで，各関節に直接２つのDCサー

ボモータが取り付けられている．また，各関節角度はロータリエンコーダにより測定でき

るようになっており，カウンターボードを介して制御用計算機に信号を読み，必要な制御

量を計算した後，D/Aボードおよび増幅器を通してDCモータを制御する仕組みになっ

ている．

図 3.2に示すパラーメータは，つぎのように定義する．

�i [rad] : 各リンクの基準座標からの絶対角度

�i [Nm] : 各モータの入力トルク

mi [kg] : 各リンクの質量

li [m] : 各リンクの長さ

ai [m] : 各関節軸から各リンクの重心までの距離

Di [Nms] : 各リンクの粘性係数

Ii [kg m
2] : 各リンクの重心まわりの慣性モーメント

また，それぞれの物理パラメータは，同定実験により表 3.1のように求められた．

表 3.1: Physical parameters of robot manipulator

Link 1 Link 2

mi [kg] 0.263 0.085

li [m] 0.150 0.150

ai [m] 0.110 0.075

Di[Nm s] 4.285�10�3 0.876�10�3

Ii [kg m
2] 1.061�10�3 0.159�10�3
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図 3.2: General view of robot manipulator
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ロボットマニピュレータの運動方程式はつぎのように書くことができる．

J(�)�� + C( _�; �) +D _� = � (3.21)

J(�) =

2
64 I1 +m1a

2
1 +m2l

2
1 m2a2l1 cos(�1 � �2)

m2a2l1 cos(�1 � �2) I2 +m2a
2
2

3
75 ;

C( _�; �) =

2
64 m2a2l1 sin(�1 � �2) _�

2
2

�m2a2l1 sin(�1 � �2) _�
2
1

3
75 ;

D =

2
64 D1 +D2 �D2

�D2 D2

3
75 ;

� = [�1 �2]
T
; � = [�1 � �2 �2]

T (3.22)

ここで，J(�)��は慣性項，C( _�; �)はコリオリ遠心力項，D _�は粘性項を表す．

(3.21)式について，初期値 (�i1; �i2)のまわりの線形近似を考えると，つぎの方程式を得

ることができる．

J �� +D _� = �: (3:23)

これを状態空間表現すれば，最終的に

_x =

2
64 0 I

0 �J�1D

3
75 x+

2
64 0

J�1

3
75u;

y =

2
64 1 0 0 0

0 1 0 0

3
75 x; (3.24)

x =
h
�1 �2 _�1 _�2

iT
:

と表現される1．ここで，

J =

2
64 I1 +m1a

2
1 +m2l

2
1 m2a2l1 cos(�i1 � �i2)

m2a2l1 cos(�i1 � �i2) I2 +m2a
2
2

3
75 ;

u = �:

である．
1ここでは初期値近傍での線形化を考えているため，平衡点から大きくはなれるとモデル誤差が大きくな

ることに注意されたい．
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いま参照入力として，リンク1を 0:5[rad]移動させ，リンク 2を 0[rad]に保つ入力を考

える．また，初期位置は ( �i1 = 0; �i2 = �=2 )[rad]とする．(3.24)式の方程式に対して，

表 3.1の値を代入すればつぎの方程式を得る．

_x =

2
666666664

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 �0:839 0:143

0 0 1:382 �1:381

3
777777775
x+

2
666666664

0 0

0 0

162:7 �162:9

�0:194 1576

3
777777775
u;

y =

2
64 1 0 0 0

0 1 0 0

3
75 x:

(3.24)式からもわかるように，リンク1のダイナミクスがリンク2のダイナミクスに影

響を及ぼすことが容易にわかる．そこで，最適レギュレータの極限的性質としてもつ非干

渉化特性が，ロボットマニピュレータの非干渉制御に有効であることを確かめる．

注意 3.4 ここで考えるロボットマニピュレータは，最小位相系であり非最小位相系では

ない．比較的簡単な非最小位相系のメカニカルシステムが少ないため，線形近似をすると

最小位相系であるロボットマニピュレータを用いて，評価関数の重みを無限大として非干

渉系が得られることを実験により確認する．

3.5.2 ロボットマニピュレータの非干渉制御

ロボットマニピュレータの非干渉制御として，つぎの実験を行なう．

実験: 初期位置 ( �i1 = 0[rad]; �i2 = �=2[rad] )から，リンク 1を 0:5[rad]移動させたとき，

閉ループ系を非干渉化することによりリンク2 が初期角度を保つようにせよ (図 3.3

を参照されたい)．

このとき，リンク 1が動いてもリンク 2が 0[rad]を保っていれば，非干渉制御を達成

したことになり本手法の有効性が確かめられることになる．
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図 3.3: Track of robot manipulator

いま，評価関数の重み行列をQ = 2Iとしたときの，(3.5)式, (3.6)式で与えられる極限

フィードバックゲインと極限フィードフォワードゲインは，つぎのように求められた2．

Fq=2 =

2
64 �1:409 �0:127 �0:127 �0:013

0:127 �1:409 0:002 �0:041

3
75 ;

Gq=2 =

2
64 1:409 0:127

�0:127 1:409

3
75 :

これらのゲインを用いて，制御則を u = Fq=2x + Gq=2v とし，ロボットマニピュレー

タの非干渉制御を行なった結果を示す．実際のロボットマニピュレータの実験結果を，図

3.4に示す．図より，リンク 1が 0:50[rad]動いているにも関わらず，リンク 2が 0:00[rad]

を保っていることがわかる．また，�2の最大誤差は 0:345� 10�1[rad] ( 1.98[deg] )であっ

た．この結果から，本章で提案した非干渉制御が実際のロボットマニピュレータの非干渉

制御に有効であることが確認できる．なお，モータに与えた制御入力の様子を図 3.5に示

す．このとき，制御入力の値は過大になっていないことがわかる．

以上により，最適レギュレータの極限的性質としてもつ非干渉特性は，実際のメカニカ

ルシステムに対して有効であることが確かめられた．
2ここでは，q = 2という小さな値で非干渉化を達成する制御則が得られた．この理由は，ロボットマニ

ピュレータの状態方程式において，入力に関するB行列の値がA行列の値に比べ相対的に大きいためであ

る．このことは，評価関数の重みRを小さくすることと同じ効果があり，相対的にQの重みは大きくなっ

ていることを意味する．
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図 3.4: Experimental result: Angles of Link 1 and Link 2

図 3.5: Input value on motor
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3.6 おわりに

本章では，連続時間最適レギュレータの極限形を用いた最小位相系に対する非干渉化特

性を，非最小位相系にまで拡張できる条件を示した．このことにより，最小位相系に限ら

ず非最小位相系に対しても，評価関数の重み行列を直接操作するだけで安定な非干渉化が

達成でき，先験的条件の確認をせずに安定な最大ブロック分けが可能になることを明らか

にした．また，具体的な数値例によりその有効性を確認した．さらに，実際のロボットマ

ニピュレータの非干渉制御に有効であることを実験的により確認した．
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第 3章の付録

定理 3.1の証明

システム (A;B;C)が最小位相系で，(3.3)式のブロック型対角インタラクタが存在する

と仮定する．このとき，(2.17)式の F�を使って制御則を

u = F�x+D�1
� v

と選ぶ．

サブシステム (ci; A; (BD
�1
�i

BD�1
�j
)) を考える．ここで，i 6= jで i; j = 1; 2; � � � ; pで

あり，ciは C行列の i番目の行ブロックを表す．また，D�1
�j
はD�1

� の j番目の列ブロック

を示す．ブロック対角インタラクタが存在するので，

lim
s!1

�Tici(sI � A)�1(BD�1
�i
BD�1

�j
) = (Ipi0 � � � 0)

である．これから i番目の出力ブロック端 yiに対し，i番目の入力端の係数を BD�1
�i
，j

番目の入力端を外乱とみなして，BD�1
�j

(i 6= j)を外乱の係数とすると，外乱分離条件を

満足していることになる．F�は�! 0の極限において，i番目の出力端から最大不可観測

なシステムとするフィードバックゲインであり，外乱分離条件を満足しているので，補題

2.5よりBD�1
�j
の列ベクトルで張る空間は，i番目の出力端からの不可観測な空間に含まれ

ることになり，つぎが成立する．

lim
�!0

ci(sI � A� BF�)
�1BD�1

�j
= 0

よって，補題 2.5を考慮すれば，i番目の出力ブロックの不可観測空間に Im(BD�1
�j
)が含

まれることから

lim
�!0

C(sI � A� BF�)
�1BD�1

�

= block diag

0
BBB@
~�1(s) 0

. . .

0 ~�p(s)

1
CCCA

が成立する．

また，システム (A;B;C)が最小位相系であるから

det

 
A B

C 0

!
6= 0
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であり，つぎの行列E 0
�が定義できる．

E 0
� = fC(�A�BF�)

�1BD�1
� g

�1

このとき，システム (A;BD�1
� ; C)に対し，制御則

u = F�x+ E0
��

としたシステムは

rank

�
lim
�!0

C(sI � A� BF�)
�1BD�1

� E 0
�

�
= m

となる．

したがって，~�i(s)はフルランクであり，さらに

C(sI � A� BF�)
�1BD�1

� E 0
�

= C(sI � A� BF�)
�1BD�1

� fC(�A�BF�)
�1BD�1

� g
�1

= C(sI � A� BF�)
�1BG�

G� =
�
C(�A� BF�)

�1B
��1

であるから，制御則を

u = F�x+G�w

とすれば，�! 0としたときの閉ループ系の極限において

lim
�!0

C(sI � A� BF�)
�1BG�

= block diag

0
BBB@
~�1(s)~�

�1
1 (0) 0

. . .

0 ~�p(s)~�
�1
p (0)

1
CCCA

が成立し，定理 3.1が導かれる．
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第 4章

非干渉制御における固定極の影響

前章で説明した非干渉制御では，得られた非干渉系に対して閉ループ系に生じる固定極

の影響が避けられない．また，虚軸上に零点をもつシステムに対しては，非干渉系を得る

ことができない．そこで，本章では固定極の影響を少なくする非干渉化手法について説明

する．また，この方法を用いることにより，虚軸上に零点をもつシステムに対しても非干

渉化できることを明らかにする．さらに，数値例とメカニカルシステムへの応用により本

手法の有効性を検証する．

4.1 はじめに

前章までに説明した非干渉制御では，得られた非干渉系に対して閉ループ系に生じる

固定極の影響が避けられず，また，虚軸上に零点をもつシステムに対して非干渉系を得る

ことができない．システムの伝達特性が変化するとき，原点近くに固定極が存在すると非

干渉系の安定性や感度が極端に悪くなる場合がある [18]．本章では，固定極をできるだけ

消去した形で最適レギュレータの極限形を用いた非干渉化を実現するために，新しい評価

関数の選び方を考える．この方法により，もとの非干渉化特性を変えずに，非干渉系のロ

バスト安定性や感度を調節できる自由度が広がることになる．これは，非最小位相系に

限らず最小位相系においても固定極の存在する非干渉系に対して適用できる結果であり，

実システムの非干渉制御にも有効な手法である．最後に，指南車の非干渉制御に適用し，

その有効性を実験的に確かめる．
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4.2 固定極の影響を少なくする非干渉化手法

簡単のため，スカラタイプの非干渉系について考える．まず，つぎの補題4.1が成立する．

補題 4.1 システム (A;B;C) が系 3.1の A2'，A3'の条件を満足するとき，つぎの条件

B1，B2を満たすPが存在する．

B1 (A;B; P )がスカラ非干渉化条件 (補題 2.2)を満足する．

B2 (A;B; P )の不変零点から

rank

 
���iI + A B

pi 0

!
< n+ 1 (4:1)

を満たす��iを除いたものが，条件A3'の z0 � f�igに一致する．ここで，piは Pの i

番目のベクトルである．

( 証明 ) :

条件B1，B2を満たすPの存在は，つぎのように具体的に求める手順を示すことにより証

明する．

システム (A;B;C)が非干渉化条件を満足しているから，積分型非干渉系 (AFd ; BGd
; C)

を構成するFd，Gdが存在する．ただし，AFd = A+BFd，BGd
= BGdである．積分型非

干渉系は，標準非干渉系 [56]に変換でき

AFd �

0
BBBBBB@

~AFd1
0 0

. . .

0 ~AFdm
0

~AC
Fd1

� � � ~AC
Fdm

~AC
Fdm+1

1
CCCCCCA
;

BGd
�

0
BBBBBB@

~BGd1
0

. . .

0 ~BGdm

~BC
Gd1

� � � ~BC
Gdm

1
CCCCCCA
;

C �

0
BBB@

~C1 0
. . .

...

~Cm 0

1
CCCA (4.2)
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と表すことができる．このサブシステム ( ~AFdi
; ~BGdi

; ~Ci)を可制御正準形に変換しておけば，

~AFdi
�

0
BBBBBB@

0 1 0
. . .

0 1

� � � � � � � �

1
CCCCCCA
; ~BGdi

�

0
BBBBBB@

0
...

0

1

1
CCCCCCA
;

~Ci � ( � � � � � ) (4.3)

となる．(4.3)式から明らかなように，サブシステムの不変零点は ~Ci の値に依存している．

そこで~piを~pi = (1 0 � � � 0)と選定すると，サブシステム ( ~AFdi
; ~BGdi

; ~pi) に不変零点は存在

しない．この~piを逆変換して piを決定することができる．(AFd ; BGd
; P )は非干渉系である

から，システム (A;B; P )は非干渉化条件B1を満足する．また，(A;B; P )の不変零点は

条件A3'の z0 � f�igに一致しており，(4.1)式を満たすものは存在しないから，条件B2

を満足することもわかる． (証明終)

さて，補題 4.1のPによって，(3.1)式のシステムに対して固定極の影響を少なくできる

非干渉系の構成が，もとの非干渉化特性を変えることなく可能になる．

定理 4.1 システム (A;B;C)が補題 2.2の条件を満足するとき，つぎの評価関数

~J =
Z 1

0
(xTP TQPx+ uTu)dt (4:4)

を最小とする最適レギュレータの解で，フィードバックゲインを ~F�とすると，制御則

u = ~F�x+ ~G�w (4.5)

~G� = (C(�A� B ~F�)
�1B)�1 (4.6)

を用いた閉ループ系は，� ! 0の極限において非干渉化を構成し，固定極の一部は (4.1)

式を満たす．

( 証明 ) :

システム (A;B; P )に ~F�， ~G� を用いて，�! 0の極限を考えると，この場合定理 3.1より

スカラ系 (A;B; P )に対しても (3.7)式が成り立つので (第 3章の付録を参照されたい)，

lim
�!0

P (sI � A�B ~F�)
�1BĜ

�fP (�A� B ~F�)
�1BĜg�1 (4.7)
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は非干渉系である．ただし，Ĝは

Ĝ�1 =

0
BBB@

p1A
~d1�1B
...

pmA
~dm�1B

1
CCCA (4.8)

~d1 = minfki j piA
ki�1B 6= 0g; i = 1; � � � ;m

である．(A;B; P )は補題 4.1の選定法により最小位相系であり，補題 2.5を満足する．ま

た，補題 4.1の条件のもとで，定理 3.1によりつぎの式が成り立つ．

lim
�!0

pi(sI � A� B ~F�)
�1BĜ

= ( 0 � � � 0 ~�i(s) 0 � � � 0 ) (4.9)

さらに，ImcTi � Im(pTi � � � (piA
~di)T ) であるから

lim
�!0

ci(sI �A� B ~F�)
�1BĜ

= ( 0 � � � 0
~~�i(s) 0 � � � 0 ) (4.10)

となる．これより，

lim
�!0

C(sI � A�B ~F�)
�1BĜ

�fC(�A� B ~F�)
�1BĜg�1

= diag (��1(s)�
�
1
�1(0); � � � ; ��m(s)�

�
m
�1(0)) (4.11)

を得ることができ，�! 0の極限において非干渉化を達成する．ここで��i (0) = 1である．

(証明終)

piの選び方について，補題 4.1の証明ではサブシステムに不変零点が現れないように決

定したが，~piの選び方によっては，サブシステムの零点 (固定極)の一部を指定できるこ

とがわかる．したがって，これを指定することでQ ! 1Iの極限での閉ループ系の極を

指定した形の非干渉系をつくることも可能である．

4.3 システムの特性変動に対する安定性と感度

最適レギュレータの極限形を用いた非干渉系の安定性と感度が，固定極の影響によりど

のように変化するかを文献 [18]の手法をもとに解析する．
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いま，もとのシステムの伝達関数を T0(s)，その微小変動を�T0(s)，そして，閉ループ

系の伝達関数を T (s) その微小変動を�T (s)とする．また，非干渉系を構成する制御則の

フィードフォワード項をG0と表す．プロパーで安定なシステムの微小変動�T0(s)に対す

る非干渉系の安定性は，すべての! � 0でつぎのように与えられる．

��(�T0(j!)) <
1

1 + ��(T�10 (j!)T (j!)G�1
0 )

(4:12)

さらに，システムの微小変動�T0(s)に対する非干渉系の微小変動の割合�T (s)を感度と

すれば，つぎのように与えられる．

��(�T (j!))

��(�T0(j!))
� ��(G0)��(T

�1
0 (j!)T (j!)) (4:13)

ここで，��(�)は最大特異値を表す．よって，システムの特性変動に対する安定性と感度は，

それぞれ (4.12)式と (4.13)式の右辺で量ることができる．

4.4 数値例

4.4.1 最小位相系の例

つぎの 2入力 2出力システムを考える．

_x =

0
BBBBBB@

1 �4 �2 1

�4 2 1 0

1 0 �1 0

0 1 0 �0:5

1
CCCCCCA
x+

0
BBBBBB@

1 0

0 �1

0 0

0 0

1
CCCCCCA
u

y =

 
1 0 0 0

0 1 0 0

!
x

システム (A;B; C)は最小位相系で可制御，可観測かつ可逆で，非干渉化の条件を満足す

ることが容易に確かめられる．そこで，評価関数の重みをQ = 10I，Q = 100I，Q = 1000I

として得られる，つぎのフィードバックゲインとフィードフォワードゲインを用いた制御

則 u = F�x+G�[v1 v2]
Tを施したとき，閉ループ系は非干渉化を達成することを示す．

F10 =

2
64 �5:6487 5:0015 2:1934 0:6607

�5:0015 7:6071 2:3898 1:2215

3
75 ;
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G10 =

2
64 4:4532 �2:3230

�0:3883 �6:0501

3
75

F100 =

2
64 �11:6074 4:4855 2:1236 0:3030

�4:4855 13:0521 1:7866 1:1925

3
75 ;

G100 =

2
64 10:48381 �1:0916

�0:3011 �11:4372

3
75

F1000 =

2
64 �32:8257 4:1695 2:0455 0:1033

�4:1695 33:9706 1:2924 1:0759

3
75 ;

G1000 =

2
64 31:7803 �0:3760

�0:1230 �32:1226

3
75

時刻 0秒目から入力 v1に単位ステップ入力，入力 v2に零を入力したときの応答を図 4.1

に示す．図から明らかなように，Q!1Iとしていくにつれてそれぞれの入力に対する変

数の相互干渉がなくなり，非干渉化が達成されていくことがわかる．

つぎに，固定極を移動したときの非干渉系の特性について調べる．ここで，補題 4.1を

満たすPmは簡単な計算によりつぎのようになる．

Pm =

 
1 0 ��1 � 1 0

0 1 0 ��2 � 0:5

!
(4:14)

つまり，閉ループ系の極限において�1，�2の極配置が可能になる．ここでは，極を(�1; �2) =

(�1;�5)，(�1; �2) = (�1;�20)に配置する．これらの２つと，極配置をしない定理 3.2に

基づく設計法とを比較してみる．なお，評価関数の出力の重みはQ = 100Iとする．この

ときのフィードバックゲインとフィードフォワードゲインは，つぎのように計算された．

~F100(�1;�5) =

2
64 �11:6198 4:4031 2:1243 �0:6949

�4:4031 16:4078 1:2199 43:8736

3
75 ;

~G100(�1;�5) =

2
64 10:4865 0:0987

0:1832 �10:0155

3
75

~F100(�1;�20) =

2
64 �11:6153 4:2394 2:1287 �3:0411

�4:2394 24:3515 1:0603 189:8229

3
75 ;
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Reference input:  v1=1, v2=0

Q=10Iv1
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Q=100Iv1
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0 1 2 3 4 5 6 7 8
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Time[s]

Q=1000Iv1

v2

図 4.1: Step response for closed-loop system(minimum phase system)
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~G100(�1;�20) =

2
64 10:4867 0:1460

0:1731 �9:9999

3
75

さきほどと同じく，入力 v1に単位ステップ入力，入力 v2に零を入力したときの応答

を図 4.2に示す．極を望ましい位置に配置することにより，同じ評価関数の重み選定でも

固定極の影響を軽減できることが，図の上段と下段の比較により明らかである．さらに，

この結果は図 4.1に示したように，重み Q = 1000Iに選定したときの結果 (図 4.1の下段)

と比べ速応性が若干劣っているものの非干渉化を達成することに関してはほとんど差が

ない．さらに，入力に着目し，(�1; �2) = (�1;�20)に極配置した場合と，極配置をせず

に評価関数の重みをQ = 100I; 1000I した場合について比較したものを図 4.3に示す．図

からわかるように，評価関数の重みを 1000Iと選んだ場合 (図 4.3の下段)は初期状態にお

いて過大な入力が現れているが，p(�1; �2) = (�1;�20)に極配置した場合 (図 4.3 の中段)

の入力は，極配置をしないで重みを 100Iに選んだ場合と変わらないことがわかる．この

結果は，システムの入力に拘束があり評価関数の重みを大きくできない場合，極を適当に

配置することにより望ましい非干渉系を得られることがわかる．

つぎに，固定極を残した場合と適当な極配置をしたときのロバスト安定性と感度の違い

を比較する．安定性を比較したものを図 4.4，感度を比較したものを図 4.5に示す．それぞ

れの縦軸は，(4.12)式と (4.13)式の右辺を計算した大きさを表している．図 4.4と図 4.5の

実線は，極を (�1; �2) = (�1;�20)に配置したときの特性，点線は極を (�1; �2) = (�1;�5)

に配置したときの特性，一点鎖線は極配置をしない場合の特性を示す．図 4.4と図 4.5から

明らかなように，原点から極を遠ざけていくことにより安定性を保証する領域が広がり，

感度が低下することがわかる．このことは，非干渉系が原点近くに固定極をもち安定性や

感度が極端に悪化するような場合，新しい評価関数を選ぶことにより，ロバスト安定性や

感度を調節できる自由度が広がることを意味する．
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Reference input:  v1=1, v2=0  (Q=100I)

Pole= −0.5, −1v1
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0.5

1

Pole= −1, −5v1
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0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

0.5

1

Time[s]

Pole= −1, −20v1

v2

図 4.2: Step response for closed-loop system with pole placement(minimum phase system)
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図 4.3: Input for closed-loop system with pole placement(minimum phase system)
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Pole placement at −1, −20

図 4.4: Stability margin; minimum phase system (|: Pole= �20;�1, � � � � � �: Pole=

�5;�1, � � �: Pole= �0:5;�1)
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図 4.5: Sensitivity margin; minimum phase system (|: Pole= �20;�1, � � � � � �: Pole=

�5;�1, � � �: Pole= �0:5;�1)
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4.4.2 非最小位相系の例

非最小位相系に対しても極を適当に配置することにより，もとの非干渉特性を変えるこ

となく固定極の影響を少なくすることができる．

前章で扱った，つぎの 2入力 2出力システムを考える．

_x =

0
BBBBBB@

1 �4 �2 1

�4 2 1 0

1 0 1 0

0 1 0 0:5

1
CCCCCCA
x+

0
BBBBBB@

1 0

0 �1

0 0

0 0

1
CCCCCCA
u

y =

 
1 0 0 0

0 1 0 0

!
x

定理 3.2を用いて非干渉制御をする場合，0:5と 1に存在する不変零点の影響で閉ルー

プ系には鏡像原理により�0:5と�1に固定極が現れる．

さて，補題 4.1を満たすPnは簡単な計算により

Pn =

 
1 0 ��1 + 1 0

0 1 0 ��2 + 0:5

!
(4:15)

となる．ここでは，極を (�1; �2) = (�1;�5)，(�1; �2) = (�1;�20)に配置する．先の最小

位相系の場合と同様にこれらの２つと極配置をしない設計法とを比較してみる．なお，評価

関数の出力の重みはQ = 100Iとする．フィードバックゲインおよびフィードフォワードゲイ

ンは，それぞれつぎのように計算される．これらの値を用いて制御則u = ~F 0
�x+

~G0
�[v1 v2]

T

を構成する．

~F 0
100(�1;�5) =

2
64 �13:7033 4:4290 �22:2791 �0:5965

�4:4290 17:4045 0:5395 58:7408

3
75 ;

~G0
100(�1;�5) =

2
64 11:5758 �0:0764

0:0315 �10:0077

3
75

~F 0
100(�1;�20) =

2
64 �13:7082 4:2607 �22:2830 �2:0137

�4:2607 25:3512 0:5852 212:6741

3
75 ;

~G0
100(�1;�20) =

2
64 11:5748 0:1072

0:1541 �9:9999

3
75

56



入力 v1に単位ステップ入力，入力 v2に零を入力したときの応答を図 4.6に示す．極を

望ましい位置に配置してやることにより，同じ評価関数の重み選定でも固定極の影響を軽

減できることが，図の上段と下段の比較により明らかである．さらに，この結果は図 3.1

に示したように，重み Q = 1000Iに選定したときの結果 (図 3.1の下段)と比べ速応性が

若干劣っているものの非干渉化を達成することに関してはほとんど差がない．また，アン

ダーシュートの値も小さくなっている．さらに，入力についても比較してみると，図から

わかるように評価関数の重みを 1000Iと選んだ場合 (図 4.7の下段)は初期状態において過

大な入力が現れているが，(�1; �2) = (�1;�20)に極配置した場合 (図 4.7 の中段)の入力

は，極配置をしないで重みを 100Iに選んだ場合 (図 4.7の上段と変わらないことがわかる．

また，固定極を残した場合と適当な極配置をしたときのロバスト安定性と感度の違いを

比較する．安定性を比較したものを図 4.8，感度を比較したものを図 4.9に示す．それぞれ

の縦軸は，(4.12)式と (4.13)式の右辺を計算した大きさを表している．図 4.8と図 4.9の実

線は，極を (�1; �2) = (�1;�20)に配置したときの特性を，点線は極を (�1; �2) = (�1;�5)

に配置したときの特性を，一点鎖線は極配置をしない場合の特性を示す．図 4.8と図 4.9

から明らかなように，低周波域においては原点から極を遠ざけていくことにより，安定性

を保証する領域が広がり，また感度が低下していることがわかる．しかし，高周波域にお

いてはこのことが逆転する場合もあり，システムの特性を考慮しながら極を望ましい位置

に配置する必要がある．
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Reference input:  v1=1, v2=0  (Q=100I)
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Time[s]

Pole= −1, −20v1
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図 4.6: Step response for closed-loop system with pole placement(nonminimum phase

system)
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図 4.7: Input for closed-loop system with pole placement(nonminimum phase system)
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図 4.8: Stability margin; nonminimum phase system (|: Pole= �20;�1, � � � � � �: Pole=

�5;�1, � � �: Pole= �0:5;�1)

0 5 10 15
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Frequency[rad/s]

M
ag

ni
tu

de

Sensitivity

No pole placement 

Pole placement at −1, −20

図 4.9: Sensitivity margin; nonminimum phase system (|: Pole= �20;�1, � � � � � �: Pole=

�5;�1, � � �: Pole= �0:5;�1)
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4.4.3 虚軸上に零点が存在する系の例

つぎの 2入力 2出力システムを考える．

_x =

0
BBBBBB@

1 �4 �2 1

�4 2 1 0

1 0 �1 0

0 1 0 0

1
CCCCCCA
x+

0
BBBBBB@

1 0

0 �1

0 0

0 0

1
CCCCCCA
u

y =

 
1 0 0 0

0 1 0 0

!
x

システム (A;B;C)は非最小位相系で可制御，可観測かつ可逆で，非干渉化の条件を満

足することが容易に確かめられる．また，このシステムは原点に不変零点をもつため，定

理 3.2の制御方法では非干渉化できない．

そこで，原点に存在する零点を移動することにより，これまでと同様に制御則u = ~F 00
� x+

~G00
� [v1 v2]

T を施して非干渉化が達成できることをシミュレーションにより示す．補題 4.1

を満たすPzは，簡単な計算によりつぎのようになる．

Pz =

 
1 0 0 0

0 1 0 ��0

!
(4:16)

時刻 0秒目から入力 v1に単位ステップ入力，入力 v2に零を入力したときの応答を図 4.10

に示す．ここでは，原点の極�0をそれぞれ�0:5，�5，�20と移動させたときの閉ループ

系の応答を表している．なお，Q = 100Iとしたときのフィードバックゲインとフィード

フォワードゲインは，つぎのように計算される．

~F 00
100(�0:5;�1) =

2
64 �11:6077 4:4870 2:1199 0:3231

�4:4870 13:4865 1:5635 6:0888

3
75 ;

~G00
100(�1;�20) =

2
64 10:4878 �0:6463

�0:0765 �10:1775

3
75

~F 00
100(�1;�5) =

2
64 �11:6111 4:3918 2:1257 �0:8544

�4:3918 16:8947 1:1526 51:0027

3
75 ;

~G00
100(�1;�5) =

2
64 10:4854 0:1709

0:2392 �10:0005

3
75
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~F 00
100(�1;�20) =

2
64 �11:6155 4:2308 2:1290 �3:2305

�4:2308 24:8451 1:0464 200:9764

3
75 ;

~G00
100(�1;�20) =

2
64 10:4865 0:1615

0:1844 �9:9988

3
75

図から明らかなように，極を望ましい位置に移動させることで非干渉化が達成されてい

くことがわかる．このことにより，虚軸上に零点が存在するシステムに対して本手法の有

効性が確かめられる．

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

0.5

1

Reference input:  v1=1, v2=0  (Q=100I)

Pole= −0.5, −1v1

v2

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

0.5

1

Pole= −1, −5v1

v2

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

0.5

1

Time[s]

Pole= −1, −20v1

v2

図 4.10: Step response for closed-loop system
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4.5 メカニカルシステムによる実験的検証

4.5.1 非干渉制御の指南車への応用

指南車は古代中国で考案されたといわれており，晋代以降の歴代史書にその記述があ

る．指南車は字のとおり，台車がいかなる方向に向きを変えても台車の上にある指示棒が

常に南を指している車であり，その仕組みは磁石やジャイロによるものではなく，左右の

車輪の回転数から歯車によるからくりによって指示棒を台車の向きと反対方向に回転さ

せるものである．このような特徴をもつ指南車は，古代中国において戦争時の羅針盤とし

て，祭礼の先頭車，占いの道具として使用されたといわれている．

そこで，このような指南車を現代的にアレンジして構成したものを図 4.11に示す．この

指南車は，３つのDCモータから構成され，左右の車輪と指示棒を動かすことができる．

台車の方向は，車輪に取り付けたロータリエンコーダで回転角を計測し，左右の回転角の

差から計算する．計測された回転角の情報は，カウンターボードを通して計算機に取り込

まれる．そこで，適切な制御量を計算し，D/Aボード，増幅器を通して指示棒の動きを

制御する仕組みである．

なお，指南車は閉ループ系に固定極を生じるシステムではないが，本手法を用いること

により，固定極の影響を少なくする非干渉化が達成できるだけではなく，望ましい位置に

極を配置することにより入力を過大にせずに非干渉系が得られる場合があることを示す．

4.5.2 モデリングと物理パラメータ

図 4.11に示したパラメータおよび運動方程式の導出の際に用いるパラメータは，つぎ

のとおりである．
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図 4.11: General view of SHINANSHA
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r[m] : 指示棒を回す軸の径

b[m] : 左右の車輪の間隔

Hi[Nm] : 左右の車輪用モータのトルク

�[rad] : 台車と指示棒の間の角度

�i[rad] : 絶対座標からの台車と指示棒のそれぞれの角度

I[kgm2] : 台車の回転モーメント

I0[kgm
2] : 指示棒の回転モーメント

ĉ[Ns/m] : 車輪の粘性係数

ĉ0[Ns/m] : 指示棒の粘性係数

T [Nm] : 指示棒回転用モータのトルク

Mi[kg] : 台車と指示棒のそれぞれの質量

はじめに，台車の重心まわりの運動方程式を導出すると

I ��1 + b2ĉ _�1 � r2ĉ0 _� = b(H2 �H1)� T: (4:17)

のようになる．つぎに，指示棒の運動方程式を導出すると

I0��+ r2ĉ0 _� = T: (4:18)

と与えられる．そこで，(4.17)式と (4.18)式を� = �2 � �1の関係により座標変換すると，

�1と�2に関するつぎの状態空間表現を得る．

_x =

2
666666664

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 � b2 ĉ+r2 ĉ0
I

r2 ĉ0
I

0 0 r2 ĉ0
I0
� b2 ĉ+r2 ĉ0

I
r2 ĉ0
I
� r2 ĉ0

I0

3
777777775
x

+

2
666666664

0 0

0 0

b
I

�1
I
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I
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2
64 H2 �H1

T

3
75 ; (4.19)

y =

"
1 0 0 0

0 1 0 0

#
x; x =

�
�1 �2 _�1 _�2

�T
:
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(4.19)式からわかるように，台車のダイナミクスが指示棒のダイナミクスに影響すること

がわかる．この相互の干渉を取り除いて，指南車を実現することが実験の目的である．

実験により，物理パラメータは表 4.1のように求められた．

表 4.1: Physical parameters of SHINANSHA

Cart Pointer

M1; M2 [kg] 2.94 0.14

I; I0 [kg � m
2] 0.27 0.03�10�2

ĉ; ĉ0 [Ns/m] 0.50�10 0.01�10

r[m] 0.03�10�1

b[m] 1.30�10�1

4.5.3 指南車の実現と固定極の影響に関する実験的検証

提案する非干渉化手法を用いて，指南車の実現が可能なことを実験により検証する．

実験: 台車を初期位置から�0:50[rad]の方向に動かしたときに，指示棒が初期状態と同じ

方向に保つようにせよ (図 4.12を参照されたい)．ただし，制御時間は 16[s]とし，サ

ンプリングタイムは 0:20[s]とする．

図 4.12: Track of mechanical system
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評価関数の重みをQ = qIとして，q = 200のときのフィードバックゲインとフィード

フォワードゲインは，それぞれつぎのように計算される．

F200 =

2
64 �14:1421 �0:0154 �7:0236 �0:0079

0:0154 �14:1421 0:0006 �0:0922

3
75 ;

G200 =

2
64 14:1421 0:0154

�0:0154 14:1421

3
75 :

また，比較実験のために q = 300のときのフィードバックゲインとフィードフォワードゲ

インを同様に計算しておくと，つぎのようになる．

F300 =

2
64 �17:3205 �0:0191 �7:8366 �0:0088

0:0191 �17:3205 0:0007 �0:1020

3
75 ;

G300 =

2
64 17:3205 0:0191

�0:0191 17:3205

3
75 :

そこで，制御則を u = F�x + G�vとして上の実験を行なう．台車が動いているにも関

わらず，指示棒が初期状態と同じ方向を向いていれば指南車が実現されたといえる．つま

り，�1の変位角の値に関わらず�2の変位角の値が 0であればよい．

評価関数の重みを q = 200としたときの実験結果を図 4.13と図 4.14に示す．図 4.13は台

車と指示棒の角度を表し，図 4.14はこのときのモータへのトルクを表す．図からわかるよ

うに，台車が動いても指示棒の角度は 0に保たれており，提案する手法を用いて非干渉化

が達成できることがわかる．また，このときの�2の最大誤差は 1:54� 10�2[rad](0.88[deg])

である．

さらに，評価関数の重みを q = 300としたときの実験結果を図 4.15と図 4.16に示す．図

4.15は台車と指示棒の角度を表し，図 4.16はこのときのモータへのトルクを表す．図から

わかるように，q = 200と選んだときよりも良好な制御結果が得られることがわかる．た

だし，図 4.14と図 4.16を比べてみると，図 4.16の方が制御入力が大きくなっていること

がわかる．
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図 4.13: Experimental result: no pole placement, Q = 200I

図 4.14: Input value: no pole placement, Q = 200I
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図 4.15: Experimental result: no pole placement, Q = 300I

図 4.16: Input value: no pole placement, Q = 300I
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つぎに，適当な位置に極を配置することで，より望ましい非干渉系が達成できることを

実験により示す．本章では，評価関数を新たに選び直すことにより，もとの非干渉特性を

変えることなく安定性や感度を向上させることができることを明らかにした．そこで，極

を� = �5に配置するような新たな評価関数 P

P =

 
1 0 �1=� 0

0 1 0 �1=�

!
(4:20)

を選び，先ほどと同様の実験を行なう．Q = 200Iとしたときのフィードバックゲインと

フィードフォワードゲインは以下のように計算される．

~F200(�5) =

2
64 �14:1421 �0:0161 �7:5283 �0:0088

0:0161 �14:1421 0:0037 �2:8299

3
75 ;

~G200(�5) =

2
64 14:1421 0:0161

�0:0161 14:1421

3
75 :

先ほどと同様の実験を，制御則をu = ~F200(�5)x+ ~G200(�5)vとして行なった結果を図 4.17

と図 4.18に示す．図 4.17は台車と指示棒の角度を表し，図 4.18はこのときのモータへの

トルクを表す．図からわかるように，極配置を考慮しなかった図 4.13，図 4.15と比べて，

指示棒の初期応答について振動がなくなっている観点から見れば良い結果といえる．さら

に，図 4.18を見るとわかるように，図 4.16と比べて初期値の入力について過大になって

いない．安定性と感度についても向上していることが図 4.19と図 4.20からそれぞれ理解

できる．以上により，本章で提案したように極を望ましい位置に配置することで，より良

好な非干渉制御ができることが実験的に確かめられた1．

1もともと，指南車の数学モデルは

0(重根);�0:003;�0:3141

に極をもつ系である．Q = 300Iと選んだときの閉ループ系の極は

�0:67 � j0:63;�53:70 � j53:70

であり，Q = 200Iと選び極を�5に配置した場合の閉ループ系の極は

�0:61 � j0:56;�5:0;�941:74

となる．
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図 4.17: Experimental result: pole at �5, Q = 200I

図 4.18: Input value: pole at �5, Q = 200I
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図 4.19: Stability margin of SHINANSHA (|: Q = 200I and Pole = �5, � � � � � �:
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4.6 おわりに

前章までの非干渉化手法には固定極が生じるという問題があった．例えば，非最小位相

系については不安定零点を安定域に写像した固定極が閉ループ系に生じ，この影響でシス

テムの安定性や感度が損なわれることもある．

そこで本章では，新しい 2次評価関数を選ぶことにより最適レギュレータの極限形を用

いて固定極の影響を少なくする非干渉化を，もとの非干渉化特性を変えることなく達成で

きることを示し，ロバスト安定性が向上し感度が低下することを確かめた．この方法は，

非最小位相系のみならず，最小位相系で固定極の存在する非干渉系においても適用可能で

あり，さらには虚軸上に零点をもつシステムに対しても非干渉化が可能になる．

また，この自由度を活かす応用として，実際のメカニカルシステムに対して閉ループ系

の極を適当な位置に配置することにより，より望ましい非干渉系が構成できることを実験

により確認した．この結果は，制御対象に制御入力の拘束が存在するような場合，評価関

数の重みを大きくせずに (入力を過大にすることなく)望ましい非干渉系が構成できるこ

とを意味する．

補題 4.1のPの選定について，ここではこの存在の証明とともに選定法のひとつを示し

たが，このPの簡単な選定法の検討が今後の問題として残された．また，どのように極配

置すればより望ましい非干渉系を得ることができるのかという具体的な制御系設計手法

の確立も重要な課題であろう．
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第 5章

最適状態推定器を用いた出力フィードバッ

クによる非干渉制御

実際のシステムを制御する場合，システムの全ての状態を測定できるとは限らない．本

章では，最適状態推定器を用いた出力フィードバックによる非干渉制御について説明す

る．さらに，サーボ系に対しても非干渉制御が適用できることを示す．

5.1 はじめに

最適レギュレータの極限的性質の特徴は，評価関数の重み行列を直接操作するだけで非

干渉化が達成でき，しかも安定な最大のブロック分けが先験的な条件の確認なしにできる

ことにある．しかし，これまで述べたことは状態フィードバック制御に限定した議論であ

り，実際のシステムの制御問題を考えた場合システムの状態を全て観測できるとは限らな

い．そこで，観測器 (オブザーバ) [72][2]を用いて入力と出力から真の状態を推定し，こ

の推定値を用いてフィードバックを構成する問題を考える．この制御系設計では，真の状

態を必要としないためオブザーバベースコントローラによる出力フィードバックとなる．

ハイゲインオブザーバの性質は，チープコントロールの観点から LQG/LTRに関する

研究や [94][104]，完全制御と完全観測の観点からの研究 [3][53] において明らかにされて

いるが，最適レギュレータの極限的性質を用いたオブザーバベースコントローラによる非

干渉制御に関する研究はなされていない．そこで，本章では，オブザーバ併合系に対して

も最適レギュレータの極限的性質による非干渉化特性を明らかにすることを目的とする．
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このことにより，システムの状態がすべて観測できない場合でも，オブザーバで推定した

状態によって近似的に非干渉化が可能となる．

はじめに，オブザーバを併合した外乱印加系に対して最適レギュレータの極限的性質を

用ることにより外乱分離が達成されることを示す．そこでは，最適レギュレータとカルマ

ンフィルタの双対関係から，オブザーバを併合した系の閉ループ系がフィルタの極限ゲイ

ンを用いることにより，外乱からの影響が除去できることを示す．従来このような外乱除

去推定器として未知入力オブザーバ [31][68]が知られているが，本研究では条件を満足す

ればオブザーバのゲインを大きくすることにより，このようなオブザーバが構成可能にな

ることを示す．

つぎに，最適状態推定器を用いた出力フィードバックにより，最適レギュレータと最適

状態推定器の極限的性質を利用して非干渉化が達成できることを，同一次元オブザーバと

最小次元オブザーバを用いた場合についてそれぞれ明らかにする．最後に，これらの２つ

のオブザーバを用いたコントローラによる出力フィードバックにより近似的に非干渉化が

達成されることを数値例を用いて検証し，システム外乱の影響が出力に現れないことを確

かめる．

さらには，サーボ系に対してもこれまでと同様，最適レギュレータの極限的性質を用い

ることにより，ステップ状の定値外乱が加わる場合でも目標値に追従する非干渉系が得ら

れることを明らかにする．

5.2 問題設定

つぎの連続時間システムの最適レギュレータ問題を考える．

_x = Ax+ Bu+D�; y = Cx (5:1)

ここで，x 2 Rn，y 2 Rm，u 2 Rm，� 2 Rr である．また，システム (A;B;C)は最小位

相系で，可制御，可観測で可逆とし，CB = 0，rank CAB = rank C，rank D = r を仮

定する．このシステムに対し，標準的 2次評価関数

J =
Z 1

0
(yTQy + uTRu)dt; Q > 0; R > 0

75



を最小とする制御入力 uを求める問題の解は，評価関数の重み行列をR = I，Q = 1
�2
Iと

して，�! 0で得られるフィードバックゲインによりつぎのように与えられる．

u = F�x̂ (5.2)

F� = lim
�!0

�BTM�

ATM� +M�A�M�BB
TM� +

1

�2
CTC = 0

いま，x̂はつぎのオブザーバにより推定されるものとする．

_z = Âz + B̂y + Ĵu; x̂ = Ĉz + D̂y (5:3)

ここで，z 2 Rp，x̂ 2 RnでÂは安定である．さらに，オブザーバが存在する条件として，

行列 U 2 Rp�nに対してつぎの等式が成り立つとする．

UA� ÂU = B̂C; Ĵ = UB; ĈU + D̂C = I (5:4)

さて，ガウス白色雑音を受ける線形確率システム

_x = Ax+ Bu+D�; ~y = ~Cx+ w (5:5)

を考える．ここで，~yは観測出力で，x 2 Rn，~y 2 Rm，u 2 Rm，� 2 Rr，w 2 Rqである

とする．また，システム (A; ~C;D)は最小位相系で，可制御，可観測で可逆とする．いま，

観測雑音の共分散行列をW = I，システム雑音の共分散行列 V = 1
�2
Iとし1，定常状態に

おけるカルマンフィルタと，�! 0の極限におけるカルマンフィルタのゲインをつぎのよ

うに与える [17]．

_̂x = (A+ L�
~C)x̂� L�y + Bu (5.6)

L� = lim
�!0

�M 0
�
~CT (5.7)

0 = AM 0
� +M 0

�A
T �M 0

�
~CT ~CM 0

� +
1

�2
DDT (5.8)

このときの L�を極限オブザーバゲインと呼ぶことにする．

本章では，つぎの問題を考えることを目的とする．
1この共分散行列Vを，後で記述する数値例の部分ではコントローラのQと対応づけてQoと記述するの

で注意されたい．
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図 5.1: Observer-based control system

問題: 外乱印加系 (A;B;C;D)に対して，最適レギュレータの極限的性質と状態推定器の

極限的性質を用いて，オブザーバ併合系による出力フィードバックにより非干渉化

を達成するためのフィードバック制御則，およびオブザーバゲインを求めよ．

5.3 準備

5.3.1 オブザーバ併合系の外乱除去特性

つぎの外乱印加系を考える．

_x = Ax+ Bu+D�; y = Cx; ~y = ~Cx (5:9)

ここで，(5.9)式のシステムは最小位相系でつぎの条件を満足していると仮定する．

C1 rank C = m， rank D = r．

C2 (A;D;C)の不変零点�fが

rank

 
��fI + A D

C 0

!
= n+ r

を満足する．
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このとき，�! 0の極限について，オブザーバによって推定される状態x̂を用いても外

乱分離が達成されることを示す．また，観測出力~yは制御出力 yを含むとする．

補題 5.1 (A;B;C)が最小位相系で可制御，可観測，可逆とする．このとき，オブザーバ

により推定される状態x̂を用いても，極限ゲインF�により閉ループ系は最大不可観測なシ

ステムとなり，(A;D;C)が外乱分離条件を満足すれば，ImDは不可観測空間に含まれる．

また，CB = 0，rank CAB = rank Cのもとでは，また i番目の出力からの可観測空間は，

Im(CT
i (CiA)

T )となる．

( 証明 ) :

(5.9)式で与えられる，外乱印加系に対して閉ループ系を以下のように構成する．

_x = (A� BBTM�)x+ BBTM�e+ CD�

y = Cx (5.10)

ただし，e = x� x̂である．ここで，外乱の出力への影響を検討するので x(0) = 0として

おく．z =Mxで変数変換し，リカッチ方程式を変形し整理すると，

_z = �ATz � CT� + B�e+D�� (5.11)

� = QCM�1
� z; B� = M�BB

TM�; D
� = M�D

�の微分を考える．

Q�1 _� = �CM�1
� AT z � CM�1

� CT� + CM�1
� B�e+ CM�1

� D�� (5:12)

さらに微分すると，

Q�1�� = �CM�1
� AT _z � CM�1

� CT _� + CM�1
� B� _e+ CM�1

� D� _�

= (CM�1
� AT + CM�1

� CTQCM�1
� )ATz

(CM�1
� AT + CM�1

� CTQCM�1
� )CT�

�(CM�1
� AT + CM�1

� CTQCM�1
� )B�e

�(CM�1
� AT + CM�1

� CTQCM�1
� )D��

+CM�1
� B� _e+ CM�1

� D� _� (5.13)
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が得られる．ここで，CB = 0の仮定を考慮し，リカッチ方程式から

CM�1
� AT = �CAM�1

� � CM�1
� CTQCM�1

� (5:14)

なる関係が得られるので，これを用いて (5.13)式を整理すれば

Q�1�� = �CAM�1
� AT z � CAM�1

� CT� + CAD� + CD _� (5:15)

となる．ここで，e(0) = 0，Q�1 _e(0) = CD�(0)であるから，上式をラプラス変換すれば

Q�1s2�(s) = �CAM�1
� ATZ(s)� CAM�1

� CT�(s) + CAD�(s) + CDs�(s) (5:16)

�(s) = J�10 (s)f�CAM�1
� ATZ(s) + CAD�(s) + CDs�(s)g (5.17)

J0(s) = Q�1s2 + CAM�1
� CT (5.18)

となる．

(5.11)式をラプラス変換し，計算した�(s)を代入すると，閉ループ系は

sZ(s) = f�AT + CTJ�10 CM�1
� ATgZ(s) + B�E(s)

�CTJ�10 CAD�(s) +D��(s) (5.19)

となる．

さて，出力は

y = CM�1
� z (5:20)

であり，出力の 1階微分はCB = 0のもとで

_y = CM�1
� (�AT � CTQCM�1

� )z + CD� (5:21)

となる．ここで，_y(0) = CD�(0)である．さらに，出力の 2階微分を計算しラプラス変換

して整理すれば

s2Y (s) = CAM�1
� sZ(s) + CDs�(s)

= CAM�1
� (�AT + CTJ�10 CAM�1

� AT )Z(s)

�CAM�1
� CTJ�10 CAD�(s)

�CAM�1
� CTJ�10 CDs�(s)

+CAD�(s) + CDs�(s) (5.22)
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となる．ここでも，先ほどと同様にCB = 0の仮定を考慮し

CM�1
� AT = �CAM�1

� � CM�1
� CTQCM�1

� (5:23)

の関係を使い整理している．ここで，�! 0とすると，つぎの極限式が成り立つことが知

られているので [7]，

lim
�!0

CM�1
� CTJ�10 (s) = 0

lim
�!0

CAM�1
� CTJ0(s) = I

結果的に

s2Y (s) = 0 (5:24)

となり，�! 0の極限において y = 0が成立する． (証明終)

5.3.2 カルマンフィルタの極限形と最適状態推定器の外乱除去特性

最適レギュレータとカルマンフィルタの双対関係を用いることにより，最適状態推定器

の外乱分離特性を示すことができる．

(5.5) 式で与えられるシステムに対して，オブザーバの系の観測雑音の共分散行列を

W = Iとしてシステム雑音の共分散行列 Vを無限大にしたときのカルマンフィルタの極

限ゲイン L�はつぎのように与えられる [17]．

L� = lim
�!0

�M 0
�
~CT

0 = AM 0
� +M 0

�A
T +DVDT �M 0

�
~CT ~CM 0

�

いま，A$ AT，CTC $ DDT，B $ ~CT，F� $ LT
� の双対関係より

lim
�!0

C(sI �A� BF�)
�1D

$ lim
�!0

DT (sI � AT � ~CTLT
� )
�1CT

$ lim
�!0

C(sI � A� L�
~C)�1D (5.25)

が成立するので，最適レギュレータとカルマンフィルタの双対関係から，最適状態推定器

の極限的性質としてつぎの補題が導ける．
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補題 5.2 システム (A;C;D)は最小位相系で可制御かつ可観測であるとする．このとき，

極限ゲイン L�を施したときの閉ループ系に対して

lim
�!0

C(sI � A� L�C)
�1D = 0 (5:26)

となる．

また，�! 0の極限で誤差 e = x� x̂ = 0となる．

( 証明 ) :

観測出力は制御出力を含むので (5.26)式が成立する．

また，誤差方程式は

_e = (A+ L�C)e+D� (5:27)

である．このとき�から eまでの伝達関数は

lim
�!0

(sI � A� L�C)
�1D

= lim
�!0

(sI � A)�1
�
I + L�C(sI �A� L�C)

�1
�
D (5.28)

と変形できる．ところで，(5.26)式を変形すると

lim
�!0

C(sI � A� L�C)
�1D

= lim
�!0

C(sI � A)�1
�
I + L�C(sI � A� L�C)

�1
�
D = 0 (5.29)

となる．この関係式が成立することは

lim
�!0

�L�C(sI � A� L�C)
�1 = I (5:30)

が成立することを意味する．したがって，(5.28)式にこれを適用すれば，�! 0の極限に

おいて

lim
�!0

(sI � A� L�C)
�1D = 0 (5:31)

が成立し e = 0となる．

補題 2.6の極限フィードバックゲインF�の極限的性質の双対より (A+L�C)の固有値は

� ! 0で不変零点と安定な無限遠点に漸近する．また，極限において (A + L�C;B)は最

大不可制御となり，可制御部分の極は安定な無限遠点に向かうから，有限な外乱に対して

誤差 eは 0に向かうことを意味する． (証明終)
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注意 5.1 完全観測の考え方においては，

lim
�!0

(sI � A� L�C)
�1D = 0 (5:32)

なる関係が完全制御の双対関係から別の方法により導出されている [3]．

5.4 出力フィードバックによる非干渉制御

はじめに，オブザーバを併合したときの閉ループ系の伝達関数を考える．さて，(5.1)式

と (5.3)式より制御則 u = F x̂+Gv を施した閉ループ系について，つぎの式が成り立つ．
 
_x

_z

!
=

 
A+ BFD̂C BFĈ

B̂C + ĴF D̂C Â+ ĴF Ĉ

! 
x

z

!

+

 
BG

ĴG

!
v +

 
D

0

!
�

y = ( C 0 )

 
x

z

!
(5.33)

変換式  
x

z

!
=

 
Ĉ I

UĈ � I U

! 
e

x̂

!
(5:34)

により状態変換すると，(5.33)式はつぎのように書くことができる．
 
_e

_̂x

!
=

 
Â 0

AĈ � ĈÂ A+ BF

! 
e

x̂

!

+

 
0 UD

BG (I � ĈU)D

! 
v

�

!

y =
�
CĈ C

� e
x̂

!
(5.35)

5.4.1 同一次元オブザーバを用いた非干渉制御

(5.35)式の拡大系を考える．フルオーダの同一次元オブザーバに関してはつぎの関係式

が成り立つ．

Â = A+ LC; B̂ = �L; Ĵ = B; Ĉ = I;

D̂ = 0; U = I (5.36)

82



よって，(5.35)式の伝達関数はつぎのようになる． 
Tyv(s)

Ty�(s)

!
=

 
C(sI � A�BF )�1BG

	+ C(sI � A� BF )�1L	

!
(5.37)

	 = C(sI � A� LC)�1D

ここで，vから yまでの伝達関数を Tyv(s)，�から yまでの伝達関数を Ty�(s)と表している．

いま，(5.37)式の，vから yまでの伝達関数は定理 3.1により，極限フィードバックゲイン

F�を用いて非干渉化を達成する．さらに，未知外乱�から yまでの伝達関数は，補題 5.2

の状態推定器の極限的性質よりオブザーバのゲインをL�と選ぶことで

lim
�!0

	� + C(sI � A�BF�)L�	� = 0; 	� = C(sI �A� L�C)
�1D (5:38)

が成り立つ．よって，オブザーバを併合した系に対しても，未知外乱の影響は出力には現

れないことがわかる．このことは，フィルタの共分散行列Vを無限大とすることによりシ

ステム外乱の影響を分離できることを意味する．

以上をまとめると，つぎの定理が導ける．

定理 5.1 システム (A;B;C;D)が最小位相系で外乱分離条件を満足し，可制御，可観測

かつ可逆であり，CB = 0，rank CAB = rank C，rank D = rとする．このとき，ブロッ

ク型対角インタラクタ (3.3)式が存在すれば，つぎの制御則

u = F�x̂+G�v (5.39)

G� =
�
C(�A� BF�)

�1B
��1

(5.40)

_̂x = (A+ L�C)x̂� L�y +Bu (5.41)

は，�! 0の極限において

lim
�!0

C(sI � A� BF�)
�1BG�

= diag(�1(s) � � � �p(s)); �i(0) = I (5.42)

なるブロック非干渉化を達成する．

( 証明 ) :

オブザーバ併合系の閉ループ伝達関数は，(5.37)式で表される．(5.38)式より，オブザー

バゲインをL�と選べば，�から yへの影響は現れない．また，vから yの伝達関数は，定理

3.1より非干渉化可能である．よって定理が証明された． (証明終)
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5.4.2 最小次元オブザーバを用いた非干渉制御

実際のシステムを制御するとき，状態の一部はシステムの出力を用いて観測できる場合

がある．その意味で，同一次元オブザーバは冗長である．

さて，つぎの行列

V � =

 
C

E

!
(5:43)

が正則となるような，(n�m)� nの行列Eを選ぶ．この行列 V �により，システム (5.1)

式を�x = V �xで変換するとつぎのようになる．

_�x = �A�x+ �Bu; y = �C�x (5:44)

ここで，

�A = V �AV � �1 =

 �A11
�A12

�A21
�A22

!
; �B = V �B =

 �B1

�B2

!
;

�C = CV � �1 = ( Im 0 )

である．

(5.9)式のシステムはつぎの条件を満足していると仮定する．これらの条件は，同一次

元オブザーバの場合の拡張として与えられるものである．

D1 rank �A12 = m，rank C = m，rank D = r．

D2 ( �A22; D; �A12)の不変零点�rが

rank

 
��rI + �A22 ED

�A12 CD

!
= n�m+ r

を満足する．

このシステムに対して，つぎの補題が成り立つ．

補題 5.3 システム (5.9)式に対して，(C; A)が可観測ならば ( �A12; �A22)も可観測である．

いま，(5.26)式を満たす極限オブザーバゲイン�L�が存在すれば，つぎの関係が成り立つ．

lim
�!0

��L�
�A12( sI � �A22 � �L�

�A12)
�1 = In�m (5:45)
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( 証明 ) :

補題の前半は明らかである．また，後半は (5.26)式が成り立つことから

lim
�!0

C(sI � A� L�C)
�1D

= lim
�!0

C(sI � A)�1fI + L�C(sI �A� L�C)
�1gD

と変形することにより証明できる． (証明終)

そこで，(5.43)式の変換行列によりオブザーバの低次元化を考える。(5.44)式のシステ

ムに対して，(5.4)式はつぎのようになる．

Â = �A22 + �L �A12; Ĵ = �B2 + �L �B1;

B̂ = �A21 + �L �A11 � �A22
�L� �L �A12

�L;

Ĉ =

 
C

E

!�1  0

In�m

!
; D̂ =

 
C

E

!�1  
Im

��L

!
;

U = �LC +E (5.46)

ここで，�Lはオブザーバゲインである．

(5.46)式よりを考慮し，CĈ = 0，CD̂ = I が成り立つことから (5.35)式の伝達関数を

求めるとつぎのようになる． 
T 0yv(s)

T 0y�(s)

!
=

 
C(sI � A�BF )�1BG

�D + �D̂ �A12(sI � Â)�1UD

!
(5.47)

� = C(sI � A�BF )�1

ここで，vから yまでの伝達関数を T 0yv(s)，�から yまでの伝達関数を T 0y�(s)と表している．

ただし，�から yまでの伝達関数はつぎのように計算される．

T 0y�(s) = CĈ(sI � Â)�1UD

+C(sI � A� BF )�1D̂ �A12(sI � Â)�1UD

+C(sI � A� BF )�1D̂CD

= �D + �D̂ �A12(sI � �A22 � �L �A12)
�1UD (5.48)

(5.47)式の vから yまでの伝達関数は，定理 3.1により極限ゲイン F�を用いて近似的に

非干渉化を達成する．さらに，未知外乱�から yまでの伝達関数は，

lim
�!0

�D + �D̂ �A12(sI � �A22 � �L�
�A12)

�1UD

= lim
�!0

�D + �D̂ �A12(sI � �A22)
�1
�
I + �L�

�A12(sI � �A22 � �L�
�A12)

�1
�
UD (5.49)
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と変形できるため，第 1項は補題 5.1より極限フィードバックゲイン F� を用いて，また

第 2項は補題 5.3より極限オブザーバゲイン�L�を用いてそれぞれ 0となるので

lim
�!0

�D + �D̂ �A12(sI � �A22 � �L�
�A12)

�1UD = 0 (5:50)

が成り立つ．よって，最小次元オブザーバを用いた場合でも未知外乱の影響は出力には現

れない．

以上により，つぎの定理が導ける．

定理 5.2 システム (A;B;C)が最小位相系で，可制御，可観測かつ可逆であり，CB = 0，

rank CAB = rank Cが成立し，条件D1，D2を満たすとする．また，正則な変換行列 V �

が存在し，(A;B;C;D)は外乱分離条件を満足する．このとき，ブロック型対角インタラ

クタ (3.3)式が存在すれば，つぎの制御則

u = F�x̂+G�v (5.51)

G� =
�
C(�A�BF�)

�1B
��1

(5.52)

x̂ =

 
C

E

!�1   
0

In�m

!
z +

 
Im

��L�

!
y

!
(5.53)

_z = ( �A22 + �L�
�A12)z

+( �A21 + �L�
�A11 � �A22

�L� � �L�
�A12

�L�)y

+( �B2 + �L�
�B1)u (5.54)

は，

lim
�!0

C(sI � A� BF�)
�1BG�

= diag(�1(s) � � � �p(s)); �i(0) = I (5.55)

なるブロック非干渉化を達成する．

( 証明 ) :

オブザーバ併合系の閉ループ伝達関数は，(5.47)式で表される．レギュレータの極限フィー

ドバックゲインを F�とし，極限オブザーバゲインを�L�を選べば，� ! 0の極限において

補題 5.1および補題 5.3より�から yへの影響は現れない．また，vから yの伝達関数は定理

3.1より非干渉化できる．よって定理が証明された． (証明終)
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5.4.3 数値例

つぎの外乱印加系を考える．

_x =

0
BBBBBB@

1 �4 �2 1

�4 2 1 0

1 0 �1 0

0 1 0 �0:5

1
CCCCCCA
x+

0
BBBBBB@

1 0

0 �1

0 0

0 0

1
CCCCCCA
u+

0
BBBBBB@

0 0

0 0

1 0

0 1

1
CCCCCCA
d

y =

 
1 0 0 0

0 1 0 0

!
x

システム (A;B;C)は最小位相系で可制御，可観測かつ可逆で，非干渉化の条件を満足する．

初期条件はx(0) = 0とする．いま目標値を [v1 v2]
T = [1 0]とし，同一次元オブザーバを用

いた閉ループ系が評価関数の重み行列を無限大としたときに，制御則u = F�x̂+G�[v1 v2]
T

により非干渉化が達成されることをシミュレーションにより確かめる．また同時に，この

系に対して，システム外乱としてノイズパワーが 0:001，サンプリングが 0:1の白色雑音

を印加する．

Q = 100Iとしてコントローラを設計し，オブザーバのゲインを Qo = 100I; 1000I;

100000Iと変えたときの出力の応答波形を比較したもの図 5.2にを示す．このときのフィー

ドバックゲイン，フィードフォワードゲインはつぎのように計算される．

F100 =

2
64 �11:6074 4:4855 2:1236 0:3030

�4:4855 13:0521 1:7866 1:1925

3
75 ;

G100 =

2
64 10:4838 �1:0916

�0:3011 �11:4372

3
75

また，オブザーバゲインはつぎのように計算される．

L0100 =

2
64 �7:1663 5:5822 5; 8818 �1:3645

5:5822 �8:0851 �1:4336 �8:3324

3
75
T

L01000 =

2
64 �11:4273 6:2562 24:2047 �7:3732

6:2562 �11:2291 �7:7587 �27:3749

3
75
T

L0100000 =

2
64 �34:2724 10:4644 282:9599 �93:1258

10:4644 �29:3362 �94:9830 �289:5450

3
75
T
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図から明らかなように，オブザーバのゲインを上げていくことにより，外乱の影響が少

なくなることがわかる．また，非干渉化も達成されている．これは，レギュレータとフィ

ルタの極限的性質により，システム外乱の影響が除去されたためである．図 5.3には，こ

のときの状態とオブザーバによって推定された誤差がどれぐらいかを示している．オブ

ザーバのゲインを上げると誤差が 0へ収束していくことがわかる．

最後に，最小次元オブザーバを用いたときの結果を図 5.4および図 5.5に示す．ここで，

変換行列 V �はつぎのように与えた．

V � =

 
C

E

!
=

0
BBBBBB@

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 1

1
CCCCCCA

また，Qo = 100I; 1000I; 100000Iとしたときのオブザーバゲインは，それぞれつぎのよう

に計算される．

L100 =

2
64 �11:8026 4:5519

4:5519 �12:9405

3
75

L1000 =

2
64 �32:8899 4:1880

4:1880 �33:9369

3
75

L100000 =

2
64 �317:2546 4:0190

4:0190 �318:2594

3
75

システム外乱は，同一次元オブザーバと同じノイズパワー 0:001，サンプリング 0:1の白

色雑音を印加する．図 5.4からわかるように，この例題に関しては，同一次元オブザーバ

を用いたときよりもよい応答結果が得られた．また，真の状態と推定した状態の誤差を図

5.5に示す．図より，Qo !1Iとすることにより誤差は 0に収束していくことがわかる．
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Reference input:  v1=1, v2=0, Q=100I
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Qo=1000Iv1
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0
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Time[s]

Qo=100000Iv1

v2

図 5.2: Step response for closed-loop system(full-order observer-based controller)
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0.1
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−0.1
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Time[s]
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図 5.3: Error of state(full-order observer-based controller)
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Reference input:  v1=1, v2=0, Q=100I

Qo=100Iv1
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0.5

1

Qo=1000Iv1

v2
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Time[s]

Qo=100000Iv1
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図 5.4: Step response for closed-loop system(reduced-order observer-based controller)
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図 5.5: Error of state(reduced-order observer-based controller)
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以上の結果から，外乱の影響に対する応答結果のみから比較すると，最小次元オブザー

バの方を用いた方がよいようにみえるがそうではない．本研究では対象としていないが，

センサに外乱が加わるような場合を考えてみる．最小次元オブザーバは，出力の値を積極

的に用いるため，センサ外乱が入るような場合にはかえって応答が悪くなることが容易

に想像できる．その例を，図 5.6，図 5.7に示す．ここで，センサ外乱としてパワー 0:001，

サンプリング時間 0:1[s] の白色雑音を加える．図からわかるように，最小次元オブザー

バを用いた方が，同一次元オブザーバを用いるより，センサ外乱の影響が大きくなって

いることが読み取れる．なお，フィードバックゲインはQ = 100I，オブザーバゲインは

Qo = 1000Iとして求めた値を用いた．
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0.5
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Reference input: v1=1, v2=0, Q=100I

Qo=1000I
v1
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Time[s]

図 5.6: Step response for closed-loop system with sensor noise (full-order observer-based

controller)
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Time[s]

図 5.7: Step response for closed-loop system with sensor noise (reduced-order ob-

server-based controller)
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5.5 サーボ系に対する出力フィードバックによる非干渉制御

制御量を与えられた目標信号に追従させる制御系をサーボ系 [37]と呼ぶ．これまで考

えてきた非干渉制御は，閉ループ系においてステップ状の定値外乱が加わる場合，実際に

は評価関数の重みQを無限大にすることは不可能であるため，偏差が応答に残るという

問題点があった．

サーボ系の構成法についてはすでに多くの研究がなされており，最適レギュレータの

漸近的性質を用いたものもいくつか知られている [38][88]．しかし，非干渉制御まで考え

た研究は少なく．最適レギュレータの極限的性質を応用した研究はなされていない．そこ

で，本章ではサーボ系に対する最適レギュレータの極限的性質を用いた非干渉制御につい

て考え，最適レギュレータの極限的性質を用いることにより，ステップ状の定値外乱が加

わる場合でも目標値に追従する非干渉系が得られることを示す．

5.5.1 積分型最適サーボ系

ここでは，文献 [1]をもとにした積分型サーボ系を構成する問題を考える．

つぎのシステムを考える．

_x = Ax+Bu; y = Cx (5:56)

ただし，x 2 Rn，y 2 Rm，u 2 Rmである．また，システム (A;B;C)は可制御，可観測

で可逆とする．さらに，

det

 
A B

C 0

!
6= 0 (5:57)

であるシステムを考える．

このシステムに対して，定値のm次元参照入力 vを考える．出力 yが定値 vになるよう

な状態と入力の値 x1と u1は，(5.57)式のもとに一意に定まり，

 
x1

u1

!
=

 
A B

C 0

!�1  
0

v

!
(5:58)

である．これらの定常値からの状態と入力の偏差~x = x� x1，~u = u� u1が速やかに零

になれば望ましい制御といえる．
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しかしながら，制御対象の不確かさや定値外乱に対処するには，内部モデル原理により

積分補償が必要である．そこで，制御誤差 e = v � yに対して

_w = e (5:59)

なるサーボ補償器を加えて，つぎの拡大系を考える． 
_x

_w

!
=

 
A 0

�C 0

! 
x

w

!
+

 
B

0

!
u+

 
0

I

!
v; y = ( C 0 )

 
x

w

!
(5:60)

いま，状態と入力の定常値 x1，u1が 
A 0

�C 0

! 
x1

w1

!
+

 
B

0

!
u1 +

 
0

I

!
v = 0 (5:61)

を満たすことを用いて，偏差~x，~uについてつぎの方程式を得る． _~x

_~w

!
=

 
A 0

�C 0

! 
~x

~w

!
+

 
B

0

!
~u; e = ( �C 0 )

 
~x

~w

!
(5:62)

ここで，w1はwの定常値，~wは偏差 ~w = w � w1である．

このシステムに対し，各偏差の２次形式からなる評価関数を考える．

Js =
Z 1

0
(~xTQ1~x+ ~wTQ2 ~w + ~uTR~u)dt; Q1; Q2; R > 0 (5:63)

この評価関数 Jsを (5.62)式に関して最小とする入力偏差~uは，つぎのフィードバックで与

えられる．

~u = �R (BT 0 )

 
P11 P12

P T
12 P22

! 
~x

~w

!
(5:64)

 
AT �CT

0 0

! 
P11 P12

P T
12 P22

!
+

 
P11 P12

P T
12 P22

! 
A 0

�C 0

!

�

 
P11 P12

P T
12 P22

! 
B

0

!
R�1 (BT 0 )

 
P11 P12

P T
12 P22

!
+

 
Q1 0

0 Q2

!
= 0 (5.65)

また，(5.64)式のフィードバックを入力 uについて書けば

u = Fsx+Gsw +Hsv �GsP
�1
22 P

T
12x0 �Gsw0 (5:66)

となる．ここで，

Fs = �R�1BTP11 (5.67)

Gs = �R�1BTP12 (5.68)

Hs = (�Fs +GsP
�1
22 P

T
12 I )

 
A B

C 0

!�1  0
I

!
(5.69)
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である．P22の正則性については，文献 [1]に証明されている．(5.66)式の制御則は，初期

状態によって決まる定値項�GsP
�1
22 P

T
12x0�Gsw0を持っているが，参照入力の変化がシス

テムが定常状態に落ち着いている状況のみで起こると仮定すれば，この項は必要ない．つ

まり，定常状態では�GsP
�1
22 P

T
12x0 �Gsw0 = 0と書くことができる．

F

G1
s I

x=Ax+Bu
y=Cx

H

+

- +
-

+
+

+

x

yuwev

P12
-1 +w0x0P22

T

s

s

s

図 5.8: Servo system

さて，Gsを大きく選ぶことにより制御対象のモデル化誤差や外乱による追従特性の変

化の抑制に有効に働くことが知られている [20]．このことは，図 5.9のような外乱が加わ

るシステムを考えれば直観的にも理解できる．制御誤差は，

e(t) = v(t)� y(t)

で与えられた．いま，外乱 eが加わる場合の v(s)から eまでの伝達関数を考えラプラス

変換するとつぎのように表せる．

E(s) =
1

1 + P (s)G0
s(s)

V (s) +
P (s)

1 + P (s)G0
s(s)

D(s)

Ps(s)が安定であるとき，時間が十分経過したあとのステップ状の外乱D(s) = d0=sによ

る定常偏差 ed(1)は，ラプラス変換の最終値の定理より

ed(1) = lim
s!0

sP (s)

1 + P (s)G0
s(s)

D(s)

=
d0

Gs(0)
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+

- +

+ yev
PsG’s

d

図 5.9: System with disturbance input

となる．ここで，G0
s(s) = (1=s)Gs(s)である．したがって，ed(1)を 0にするにはできる

限りGs(0) =1であることが望ましいので，Gsを大きく選ぶとよい．

さて，(5.66)式の制御則についてGsw = 0の場合を考えてみる．このときの閉ループ

系は，

_x = (A+BFs)x+BHsv; y = Cx (5:70)

となる．ここで，w = 0のもとでの FsとHsはそれぞれつぎのようになる．

Fs = �R�1BTP11

Hs =
�
�C(A� BR�1BTP11)

�1B
��1

したがって，Q1 !1I，R = Iとしたときの極限において上のFs，Hs式は，第 3章で与

えられた (3.5)式と (3.6)式の極限フィードバックと極限フィードフォワードに他ならな

い．つまり，非干渉化条件を満足するシステムに対しては，サーボ系を構成する場合にこ

れまで議論してきた非干渉特性をそのまま適用することができる．

5.5.2 サーボ系の出力フィードバックによる非干渉制御

これまで考慮してきた非干渉制御をまとめることにより，サーボ系に対しても最適レ

ギュレータと最適状態推定器の極限的性質を用いた非干渉特性を導くことができる．

サーボ系において評価関数をR = Iとし，Q1とQ2を無限大にしたときに得られるそれ

ぞれのゲインをつぎのように定義する．

Fs� = lim
�!0

�BTP11�
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Gs� = lim
�!0

�BTP12� (5.71)

Hs� = lim
�!0

(�Fs� +Gs�P
�1
22�P

T
12� I )

 
A B

C 0

!�1  
0

I

!

ただし，P11�，P12�，P22�はR = I，Q1 !1I，Q2 !1Iとして得られるつぎのリカッチ

方程式の解である．
 
AT �CT

0 0

! 
P11� P12�

P T
12� P22�

!
+

 
P11� P12�

P T
12� P22�

! 
A 0

�C 0

!

�

 
P11� P12�

P T
12� P22�

! 
B

0

!
(BT 0 )

 
P11� P12�

P T
12� P22�

!
+

 
Q1 0

0 Q2

!
= 0 (5.72)

サーボ系に対する，同一次元オブザーバを用いた出力フィードバックによる非干渉制御

はつぎの定理で与えられる．

定理 5.3 システム (A;B;C)が最小位相系で，可制御，可観測かつ可逆であり，CB = 0，

rank CAB = rank Cとする．また，(A;B;C;D)は外乱分離条件を満足し，ブロック型対

角インタラクタ (3.3)式が存在するとする．評価関数

Js =
Z 1

0
(~xTQ1~x+ ~wTQ2 ~w+ ~uT ~u)dt; Q1; Q2 > 0

を最小とする最適レギュレータの解で，フィードバックゲインFs�，Gs�，Hs�からなる制

御則

u = Fs�x̂+Gs�w +Hs�v

を施したときの積分型最適サーボ系は，�! 0の極限において

lim
�!0

C(sI � A� BFs�)
�1BHs�

= diag(�1(s) � � � �p(s)); �i(0) = I

なるブロック非干渉化を達成する．ただし，x̂はつぎの極限オブザーバゲインL�を用いて

推定する．
_̂x = (A+ L�C)x̂� L�y +Bu

( 証明 ) :

Gs� = 0のときは定理 5.1より証明される．Gs� 6== 0のときはQ2 ! 1IによりGs� ! 0
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となり [20]，同様に定理 5.1より証明される． (証明終)

また，この定理は条件 D1，D2を満足すれば最小次元オブザーバを用いた出力フィー

ドバックによる非干渉制御への拡張も可能である．

5.5.3 数値例

第 4章と同じ，つぎの 2入力 2出力システムを考える．

_x =

0
BBBBBB@

1 �4 �2 1

�4 2 1 0

1 0 �1 0

0 1 0 �0:5

1
CCCCCCA
x+

0
BBBBBB@

1 0

0 �1

0 0

0 0

1
CCCCCCA
u

y =

 
1 0 0 0

0 1 0 0

!
x

評価関数の重みを Q1; Q2 = 10I，Q1; Q2 = 100I，Q1; Q2 = 1000I として得られ

る，つぎのフィードバックゲインとフィードフォワードゲインを用いた (5.66)式の制御

則 u = Fs�x̂+ Gs�w +Hs�[v1 v2]
Tを施した閉ループ系が，非干渉化されることをシミュ

レーションにより確認する．

Fs10 =

2
64 �6:3049 4:9063 2:1552 0:2845

�4:9063 8:1440 1:9090 1:1480

3
75 ;

Gs10 =

2
64 3:1369 �0:4000

�0:4000 �3:1369

3
75 ; Hs10 =

2
64 4:5165 �2:2001

�0:3722 �6:1458

3
75

Fs100 =

2
64 �12:5174 4:4561 2:0671 0:1051

�4:4561 13:9135 1:4187 1:0734

3
75 ;

Gs100 =

2
64 9:9964 �0:2674

�0:2674 �9:9964

3
75 ; Hs100 =

2
64 10:5295 �1:0518

�0:2825 �11:4630

3
75

Fs1000 =

2
64 �33:8051 4:1656 2:0230 0:0346

�4:1656 34:9434 1:1473 1:0257

3
75 ;

Gs1000 =

2
64 31:6226 �0:1040

�0:1040 �31:6226

3
75 ; Hs1000 =

2
64 31:7959 �0:3714

�0:1191 �32:1344

3
75
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また，x̂は同一次元オブザーバを用いて推定し，オブザーバゲインはQo = 10000Iとして

計算されるつぎの値を用いる．

L10000 =

2
64 �101:0652 4:0549 �0:9901 0:0398

4:0549 �102:1098 0:0346 �1:0248

3
75
T

時刻 0秒目から入力 v1に単位ステップ入力，入力 v2に零を入力し，さらにシステム

外乱として� = [d1 d2]T = [3 3]Tのステップ状の定値外乱を与えたときの応答を図 5.10に

示す．

図 5.10から明らかなように，コントローラのゲインをQ1; Q2 !1Iとし，オブザーバ

のゲインもQo !1Iとして得られる制御則により，定値外乱が加わる場合でも目標値に

追従し，かつ非干渉化が達成されることがわかる．

5.6 おわりに

本章では，オブザーバベースコントローラを用いた出力フィードバックによって，最適

レギュレータと最適状態推定器の極限的性質を利用して近似的に非干渉化できることを

明らかにした．さらに，与えられたシステムが条件を満足すれば，同一次元オブザーバを

用いた場合と最小次元オブザーバを用いた場合の出力フィードバックによる制御系に対し

て，極限的性質によりシステムに加わる未知外乱の影響を除去できることを明らかにし

た．さらに，数値例によりオブザーバベースコントローラを用いた出力フィードバック非

干渉制御により非干渉化が達成できることを確認した．

最後に，サーボ系に対する最適レギュレータの極限的性質を用いた非干渉制御について

考え，非干渉化条件を満足するシステムに対しては最適レギュレータの極限的性質を用い

ることにより，ステップ状の定値外乱が加わる場合でも目標値に追従する非干渉系が評価

関数の重みを直接操作するだけで得られることを示した．
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図 5.10: Step response for closed-loop system with step disturbance (full-order ob-

server-based controller)
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第 6章

非線形システムの非干渉制御とフィード

バック線形化

本章では，非線形システムに対する非干渉制御についての一考察を行なう．とくに，非

線形システムに対する非干渉化のひとつといわれているフィードバック線形化の手法に着

目し，実験的な観点からその問題点を指摘する．

6.1 はじめに

これまで線形多変数系に対する非干渉制御について考えてきた．しかしながら，非線形

多変数系の非干渉制御に関する研究は理論的な観点からのものは多いが，それらの有効性

を実システムに応用し実験的に検証したものは極めて少ない．

本章では，非線形多変数系の非干渉制御に関する一考察をする．はじめに，非線形シス

テムに対する多変数系の非干渉化手法のひとつであるといわれている，フィードバック線

形化について説明する．フィードバック線形化は全ての状態を必要とするため，状態の信

号が雑音などで撹乱されるような場合には脆いという指摘もある [49]．さらに，制御対象

が平衡点から大きく移動した場合には，非線形性をキャンセルするために過大な入力を生

じる場合もある．

つぎに，この方法を磁気浮上系に応用しその有効性を実験的に検証する．本章で扱う磁

気浮上系は 1入力 1出力のシステムであるが，多変数系の場合でも入出力間が非干渉化

されれば，それぞれの入力と出力について 1入力 1出力のシステムと同様に議論できる
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ことになる．

6.2 フィードバック線形化

6.2.1 フィードバック線形化とは

制御対象の数学モデルは，一般には非線形方程式で与えられる．例えば，磁気浮上系の

理想的な数学モデルは，電磁石の吸引力の式が非線形の方程式で与えられることから非線

形の運動方程式で記述される．このような，非線形システムの制御系設計の方法のひとつ

として，フィードバック線形化の手法 [62]が知られており，多変数系にこの方法を適用す

ることにより，入出力間の非干渉化を達成することが可能であるといわれている．また，

磁気浮上系に対してもフィードバック線形化を用いて線形モデルを得ることで，幅広い動

作点において鉄球を浮上させることができるという報告もある [22] [14]．しかしながら，

フィードバック線形化は全ての状態を必要とするため，状態の信号が雑音などで撹乱され

るような場合には脆いという指摘があり，さらには制御対象が平衡点から大きく移動した

場合非線形性をキャンセルするために過大な入力を生じることがある [49]．本章では，磁

気浮上系 [65]を制御対象としこれらの問題を実験的に検証することを目的とする．

フィードバック線形化の一般的な手順については文献 [62] を参考にされたい．

6.2.2 磁気浮上系とモデリング

実験に使用する磁気浮上装置を，図 6.1に示す．電磁石は馬締型で，その両端に取り付

けられたレーザ型のギャップセンサにより，電磁石と鉄球の間のギャップを測定できるよ

うになっている．本装置を用いて電磁石の吸引力を制御し，鉄球を電磁石に接触すること

なく浮上させる制御問題を考える．

図 6.1に示したパラメータは，つぎのとおりである．
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L

図 6.1: Magnetic suspension system

m : 鉄球の質量

X : 定常ギャップ

L : 電磁石のインダクタンス

R : 電磁石の抵抗

I : 電磁石の定常電流

E : 電磁石の定常電圧

x : 定常ギャップからの微小変位

i : 定常電流からの微小電流

e : 定常電流からの微小電圧

同定実験により得られた物理パラメータは，表 6.1に示すとおりである．

なお，鉄球の速度信号を直接測定することはたいへん困難であるため，鉄球と電磁石の

変位信号から擬似的な微分により求める．

これらの物理パラメータを用いて，理想的な数学モデルをつぎの仮定をおく．

A1) 電磁石の鉄芯の透磁率は無限大である．

A2) 電磁石には漏れ磁束，磁気飽和，ヒステリシスがない．
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表 6.1: Physical parameters of magnetic suspension system

Parameter Value

m 0:355[kg]

X 3:000� 10�3[m]

L 7:720� 10�2[H]

R 7:607[
]

I 1:531[A]

k 5:459� 10�5[Nm2/A2]

Q 1:092� 10�4[Nm2/A2]

L0 5:920� 10�2[H]

x0 2:950� 10�3[m]

A3) 鉄芯中に生じる渦電流は無視できる．

また，2つの違うモデルを導出し比較するために，コイルのインダクタンスについてつぎ

の 2つの仮定をおく．

A4-1) 電磁石のインダクタンスは平衡点近傍で一定とし，速度起電力の項は無視できる

とする．

A4-2) 電磁石のインダクタンスの電圧特性は，電磁石と鉄球のギャップの距離に対して

非線形性をもつと考え，つぎのようにギャップの関数として表す．

L(x) =
Q

x0 + x
+ L0 (6:1)

ここで，定数Q，L0，x0は表 6.1 にも示したように，実験により求められる定数で

ある．

以上の仮定により，電磁石のコイルインダクタンスを定数と考えるモデルと，そのコイ

ルのインダクタンスを鉄球と電磁石の変位に関する関数と考えるモデルの，2つの異なっ

た磁気浮上系のモデルが得られる．電磁石の球引力 fは f = k
�

i
x0+x

�2
と定義する．ここ

で，定数 kは実験により決定される値である (表 6.1を参照されたい)．
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非線形モデル 1: 簡単な数学モデル

A1) { A3) and A4-1)の仮定のもとで，つぎの理想的な数学モデルを得ることができる．

_x = f1(x) + g1(x)u; y = h1(x) (6:2)

ここで，x := [x _x i ]T，u := e であり，

f 1(x) :=

2
6664

_x

g � k
m

i2

(x0+x)2

�R
L
i

3
7775 ; g1(x) :=

2
6664
0

0

1
L

3
7775

h1(x) := x: (6.3)

である．

非線形モデル 2: 詳細な数学モデル

また，A1) { A3) and A4-2)の仮定のもとで，つぎの理想的な数学モデルを得ることが

できる．

_x = f2(x) + g2(x)u; y = h2(x) (6:4)

ここで，

f 2(x) :=

2
6664

_x

g � Qi2

2m(x0+x)2

Q _xi�R(x0+x)2i
(x0+x)fQ+L0(x0+x)g

3
7775

g2(x) :=

2
6664

0

0

x0+x
Q+L0(x0+x)

3
7775 ; h2(x) := x: (6.5)

である．

6.2.3 磁気浮上系のフィードバック線形化

磁気浮上系の理想的な数学モデルは，電磁石の吸引力の式が非線形の方程式で与えられ

ることから，非線形の運動方程式で記述される．このような，非線形システムの制御系設

計のひとつにフィードバック線形化の考え方 [62]がある．この方法は，制御対象の非線形
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モデルを近似を用いることなく，システムの非線形性を厳密に線形化する手法で，様々な

実システムへ応用 (例えば，磁気浮上系への応用 [22]，[14]) がなされその有用性が報告さ

れている．しかしながら，フィードバック線形化の手法が本来もつ脆さに関して実験的な

検証をした報告は少ない．

本章では，この脆さに関して実験的な検証を試みる．また，異なるモデルに対する制御

性能の違いについても実験的な検証をする．そこで，従来の線形化とフィードバック線形

化の 2つの手法を用いて，前節で与えられた 2つの非線形の方程式を平衡点近傍で線形化

する．従来の線形化手法による磁気浮上系の線形モデルの導出については，文献 [52]を

参考されたい．

簡単な非線形モデルに対するフィードバック線形化

非線形モデル 1に対して，フィードバック線形化を用いて線形モデルを導出する．ま

ず，�(x) = xとし，座標変換�1をつぎのように定義する．

�1 = [�(x) Lf1�(x) L2
f1
�(x) ]T

= [x _x �x ]
T
; (6.6)

ここで，Lf1�(x)はリー微分を表し，つぎのような演算を施すことを意味する: Lf1�(x)

:= @�(x)

@x f 1(x)．平衡点 (�01;u
0)まわりの微小変動をそれぞれ~�1 = [ ~�11

~�21
~�31 ]

T，~uとし，

つぎのように記述する．

�1 = �
0
1 +

~�1; u = u0 + ~u: (6:7)

以上の状態と入力の変換により，変数~�1 に対するつぎの線形モデルが与えられる．

_~�1 =

2
66664

0 1 0

0 0 1

a311 a321 a331

3
77775 ~�1 +

2
66664

0

0

b31

3
77775 ~u; (6.8)

ここで，

a311 =
2kRI2

mL(x0 +X)3
; a321 =

2kLI2

mL(x0 +X)3

a331 = �
mR(x0 +X)3

mL(x0 +X)3
; b31 = �

2k(x0 +X)I

mL(x0 +X)3
:
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さらに，入力 uはつぎのように計算される．

u =
1

LgiL
2
fi
�(x)

� (a31i
~�11 + a32i

~�21 + a33i
~�31 + b3i ~u� L3

fi
�(x)) (6.9)

ここで，i = 1のとき

L3
f1
�(x) =

2R

L
(g � �x);

Lg1L
2
f1
�(x) = �

2

L(x0 +X)

s
k(g � �x)

m

となる．上式より，Lg1L
2
f1
�(x)の項が零に近い値をとる場合，入力は過大になることが

容易に想像できる．

表 6.1の値を代入することにより，非線形モデル 1に対してつぎのフィードバック線形

化モデルが得られる．
_~�1 = A1g

~�1 +B1g ~u; y = C1g
~�1 (6:10)

ここで，

A1g =

2
6664

0 1 0

0 0 1

327340 3510 �98:53

3
7775

B1g =

2
6664

0

0

�175:2

3
7775 ; C1g = [ 1 0 0 ] (6.11)

である．

詳細な非線形モデルに対するフィードバック線形化

同様の手法により，非線形モデル 2に対してもフィードバック線形化モデルを導出する

ことができる．

_~�2 =

2
66664

0 1 0

0 0 1

a312 a322 a332

3
77775 ~�2 +

2
66664

0

0

b32

3
77775 ~u; (6.12)
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ここで，

a312 =
QRI2

m(x0 +X)2fQ+ L0(x0 +X)g

a322 =
QL0I

2

m(x0 +X)2fQ+ L0(x0 +X)g

a332 = �
mR(x0 +X)3

m(x0 +X)2fQ+ L0(x0 +X)g

b32 = �
Q(x0 +X)I

m(x0 +X)2fQ+ L0(x0 +X)g

である．(6.9)式の入力は，i = 2とすればつぎのように与えられる．

L3
f2
�(x) =

2(g � �x)

Q+ L0(x0 + x)
(L0 _x+ R(x0 + x)) ;

Lg2L
2
f2
�(x) = �

s
2Q(g � �x)

m

1

Q+ L0(x0 + x)
:

同様に，表 6.1の値を代入することにより，つぎの線形モデルが得られる．

_~�2 = A2g
~�2 +B2g ~u; y = C2g

~�2 (6:13)

ここで，

A2g =

2
6664

0 1 0

0 0 1

335700 2612 �98:10

3
7775

B2g =

2
6664

0

0

�171:5

3
7775 ; C2g = [ 1 0 0 ] (6.14)

である．

以上により，平衡点近傍で厳密に線形化された，2つのフィードバック線形化モデルが

得られた．導出したフィードバック線形化モデルを見ればわかるように，このモデルは全

ての状態を必要とする．そのため，例えば速度信号が外乱に撹乱される場合，その影響が

閉ループ系の応答に現れることが予想される．

6.2.4 制御系設計

前節までに，磁気浮上系に対するフィードバック線形化を用いた線形モデルが得られ

た．ここでは，得られた線形モデルに対して出力フィードバックH1制御に基づくロバス
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ト制御系設計を行なう．H1制御や�解析などによるロバスト制御系設計は，これまでに

多くのシステムに応用されその有効性が認められている．磁気浮上系への適用に対して

も，すでに数多くの研究がある [52][76]．

ここでは，従来の線形化の手法とフィードバック線形化の手法を比較するため，線形モ

デルに対する制御系設計は，出力フィードバックのみを考えることにする．こうすること

で，全ての状態を必要としない従来の線形化に出力フィードバックコントローラを施した

ものと，全ての状態を必要とするフィードバック線形化に出力フィードバックコントロー

ラを施したもの両者の比較が可能となり，状態が外乱で撹乱されるときの閉ループ系の制

御性能が評価できる．

制御問題の設定

H1制御理論は，微分ゲーム理論と密接な関係にあることが知られている [28]．微分ゲー

ムの観点からいえば，H1制御理論は，外乱入力が常に制御入力にとって最悪な状況をも

たらすものと想定してそのような状況のもとで最適な設計を行なっていることになり，最

悪外乱に対する最適制御になっている．

制御対象のモデリングの際には，つぎのような不確かさの存在を陽には考慮しなかった．

� 鉄球と電磁石などのパラメータ誤差

� モデル化されなかったダイナミクス (渦電流を無視したこと等)

� 無視した非線形性や非線形化誤差

� 鉄球への物理的な外力やセンサ雑音などの外乱

そこで，これらの不確かさの影響をシステムに加わる外乱としてモデリングし，これらの

影響を少なくする制御系設計を考える．

ここで，予期できない外力やパラメータ誤差の不確かさの影響を表す外乱としてv0，モ

デル化されなかったダイナミクスや無視した非線形性などに起因する不確かさなどを表す

外乱としてw0を定義し，磁気浮上系を改めてつぎのように記述する [21]．

_~� = Ag
~� +Bg ~u+Dgv0; y = Cg

~� +w0 (6:15)
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ここで，

Dg =

2
6664
0 0 0

0 1
m

0

0 0 1
L

3
7775 =

2
6664
0 0 0

0 2:81 0

0 0 12:9

3
7775 (6.16)

であり，また，~�は状態変数を表し，~u = eは制御入力を表す．この式は，本章で議論し

ている全ての線形モデルを表現する．

システムに加わる外乱は，一般に何らかの周波数特性をもつと考えられる．そこで，外

乱を定量的に特徴づけるためにv0，w0をそれぞれつぎのように周波数重みをつけて

v0(s) =W v(s)v(s); w0(s) =W w(s)w(s) (6.17)

と表す．周波数重みは，設計者が自由に決めることができるパラメータであり，とくに外

乱の加わる周波数帯域でゲインが大きくなるように定める．

また，これらの外乱入力に対して，鉄球と電磁石の定常状態からの変位とその速度を被

制御出力としてつぎのように表す．

zg =

"
x

_x

#
=Hg

~�; Hg =

"
1 0 0

0 1 0

#
: (6.18)

一方，操作入力も小さく抑えたいことから，注目している出力信号を

z =

"
z1

z2

#
=

"
�zg

�~u

#
(6.19)

とまとめる．ここで，� = diag [ �1 �2 ] と�はそれぞれzgと uに関する重み係数である．

いま，フィードバック~u = �Ky を施すと，閉ループ系の伝達関数は
"
z1

z2

#
=

"
T z1v T z1w

T z2v T z2w

# "
v

w

#
(6.20)

となる．

最終的に，磁気浮上系の最悪外乱に対する制御問題は，システムを内部安定にし，かつ

条件 





T z1v T z1w

T z2v T z2w






 < 
 (6:21)

を満たす出力フィードバックコントローラKを適当な重み行列を選定し構成することで

ある．
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コントローラの設計

コントローラの設計は，制御系設計のためのCADを用いれば可能であるが，パラメー

タの調整にはこれまでの経験と多くの時間を要する．磁気浮上系のコントローラの設計に

の詳細については，文献 [52] を参考にされたい．ここでは，フィードバック線形化によ

り導出された，簡単な線形モデルと詳細な線形モデルに対するコントローラの設計を行

なう．

簡単な線形モデルに対するコントローラ

つぎの設計パラメータをつぎのように選定する．

W 1v =
5:0� 103

1 + s=0:0055

"
1

1

#

W 1w =
6:00� 10�7(1 + s=0:063)

(1 + s=18:84)

�
(1 + s=0:377)(1 + s=318:3)

(1 + s=31:40)(1 + s=50:24)

�1 = diag [ 80 0:7 ]; �1 = 8:0� 10�5

このパラメータに対して，
 = 1としてH1制御問題を解けば，簡単な線形モデルに対

するコントローラはつぎのように計算される．

K1 =
�8:33� 108(s+ 101:3)(s+ 55:49)(s+ 50:27)

(s+ 728:0)(s+ 814:7� j913:3)

�
(s+ 31:14)(s+ 18:85)(s+ 1:534)

(s+ 50:67� j33:83)(s+ 14:19)(s+ 0:004)
:

詳細な線形モデルに対するコントローラ

つぎのパラメータを，詳細な線形モデルに対して選定する．

W 2v =
5:0� 103

1 + s=0:005

"
1

1

#

W 2w =
5:37� 10�7(1 + s=0:063)

(1 + s=18:84)

�
(1 + s=0:377)(1 + s=62:80)

(1 + s=31:40)(1 + s=50:24)

�2 = diag [ 80 0:6 ]; �2 = 8:0� 10�5

113



このパラメータに対して，同様に
 = 1としてH1制御問題を解けば，詳細な線形モデル

に対するコントローラはつぎのように計算される．

K2 =
�1:11� 109(s+ 78:20)(s+ 74:76)(s+ 50:27)

(s+ 1182)(s+ 749:2� j891:5)

�
(s+ 31:42)(s+ 18:85)(s+ 1:443)

(s+ 55:04� j18:21)(s+ 14:68)(s+ 0:004)
:

6.2.5 フィードバック線形化のロバスト性と脆さに関する実験的検証

以上で，従来の線形化手法とフィードバック線形化手法の比較をする準備が揃った．平

衡点近傍では，従来の線形化による線形モデルとフィードバック線形化による線形モデル

は同じである．つまり，フィードバック線形化のための状態フィードバックを施さなけれ

ば，従来の線形化による線形モデルと考えてもよい．したがって，設計されたコントロー

ラK1とK2は，それぞれの線形化モデルに適用できる．

比較する制御則はつぎの 4つとなる．

� uNL1: 簡単な線形モデル + フィードバック線形化 + 出力フィードバックコント

ローラ

� uNL2: 詳細な線形モデル + フィードバック線形化 + 出力フィードバックコント

ローラ

� uL1: 簡単な線形モデル + 従来の線形化 + 出力フィードバックコントローラ

� uL2: 詳細な線形モデル + 従来の線形化 + 出力フィードバックコントローラ

なお，連続時間で設計されたコントローラは，Tustin変換により離散化をし，ディジタル

制御装置に実装した．サンプリングタイムは 100[�s]である．

簡単なモデルに対する従来の線形化とフィードバック線形化の比較

図 6.2に，uL1 and uNL1について，定常状態まわりX = 0:003 � 0:002 [m]で鉄球を浮

上させたときの鉄球へのステップ外乱に対する応答を示す．(a1)が制御則 uL1を施したと

きの閉ループ系の応答，同様に (b1)が制御則 uNL1を施したときの閉ループ系の応答であ

る．定量的なステップ外乱を直接鉄球へ与えることは難しいため，約 34:7 [N]の力で鉄球
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の鉛直下向に加えるという想定で電磁石の電圧信号に擬似的な外乱信号を与えた．この

値は，鉄球の質量 0:355 [kg]からみれば，非常に大きな値である．ただし，X = 0:005[m]

の点では鉄球がセンサの測定範囲を越えないように 10:6 [N]の大きさの外乱を加えた．大

変大きな値の外乱を加えているにも関わらず，どちらの応答を見ても鉄球は安定に浮上し

ている．しかし，図 6.2の (a1)と (b1)を比較した場合，ピーク値に関していえば (b1)の

ほうが低く，いくぶん uNL1 がより安定なコントローラといえる．磁気浮上系の簡単なモ

デルに対しては，フィードバック線形化を用いることで従来の線形化手法よりよい制御系

設計ができることがわかった．

詳細なモデルに関する比較

図 6.3に，uL2 and uNL2について，定常状態まわりX = 0:003 � 0:002 [m]で鉄球を浮

上させたときの鉄球へのステップ外乱に対する応答を示す．(a2)が制御則 uL2を施したと

きの閉ループ系の応答，同様に (b2)が制御則 uNL2を施したときの閉ループ系の応答であ

る．ここでは，全ての浮上実験に関してステップ外乱として約 34:7 [N]の力で鉄球の鉛直

下向に加えた．uL2，uNL2ともに大きな値の外乱を加えているにも関わらず鉄球は安定に

浮上していることがわかる．しかし，図 6.2とは違い，図 6.3の (a2)と (b2)のピーク値を

比較してもほとんどその差が見られない．また，どちらも簡単なモデルの場合と比べて，

大きく性能が良くなっている．この理由は，電磁石のインダクタンスをより厳密にモデリ

ングしたためであろう．図 6.3の結果からは，詳細なモデリングを行なうことで，フィー

ドバック線形化と同様の性能が得られるコントローラが従来の線形化手法を用いても設計

できることが確かめられた．

その他に uL1，uL2，uNL1，uNL2に対して鉄球の質量を変えて浮上させる等の実験を試

みたが，従来の線形化手法を用いた場合もフィードバック線形化を用いた場合も応答に大

きな変化は見られず，センサの測定可能な範囲まで安定に浮上した．

フィードバック線形化の脆さ

最後にフィードバック線形化の脆さに関する実験的な検証を行なう．ここでは，制御則

uNL1と uNL2に関する比較をする．フィードバック線形化のために必要な信号のひとつに

鉄球の速度信号がある．一般に，鉄球の速度を測定するのは困難であるため変位の擬似

微分を用いて得られることが多い．したがって，速度信号は外乱からの影響を大きく受

115



0 1 2 3
0
2
4

x 10
−3

G
ap

 [m
]

X=1mm, f=34.7[N]

0 1 2 3
0
2
4

x 10
−3

G
ap

 [m
]

X=3mm, f=34.7[N]

0 1 2 3
0
2
4

x 10
−3

Time [s]

G
ap

 [m
]

X=5mm, f=10.6[N]

0 1 2 3
0
2
4

x 10
−3 X=1mm, f=34.7[N]

0 1 2 3
0
2
4

x 10
−3 X=3mm, f=34.7[N]

0 1 2 3
0
2
4

x 10
−3

Time [s]

X=5mm, f=10.6[N]

(a1) Jacobian linearization (b1) feedback linearization

図 6.2: Step response of Model 1
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けやすい信号といえよう．そこで，脆さの検証として，速度信号に外乱が加わったときに

フィードバック線形化を用いた制御系設計はどのような挙動を示すのか確かめてみる．こ

こで，注意すべきことは，従来の線形化を用いて設計された制御則 uL1，uL2は，鉄球の

速度信号を必要としないことである．

鉄球の速度信号に外乱が加わっていいる状態で，約 3:47 [N]のステップ状の外乱を加

えたときの uNL1と uNL2による閉ループ系の応答を図 6.4に示す．それぞれ図中の実線が

uNL2，一点鎖線が uNL1を施したときの閉ループ系の応答を示している．図からわかるよ

うに，状態の一部が雑音などの影響で撹乱される場合，ステップ外乱が加わるとその影響

が閉ループ系の応答に現れることがわかる．従来の制御方法を用いた場合は，全ての状態

を必要としないのでこのように速度信号の雑音の影響が現れることはない．一例ではある

が，フィードバック線形化の手法の外乱に対する脆さが実験的に検証されたといえる．
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図 6.4: In
uence of velocity disturbed by noise ({�{: Model1, |: Model 2)
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6.3 おわりに

本章では，非線形多変数系の非干渉制御のひとつであるフィードバック線形化につい

て，実際の磁気浮上系に応用し実験的な検証を行ないつぎのこと明らかにした．

1. 磁気浮上系の制御において，簡単なモデルを用いる場合はフィードバック線形化に

よる制御性能の向上が確認されたが，詳細なモデルを用いることにより従来の線形

化による制御則を用いた場合でもフィードバック線形化による手法と変わらないロ

バストな制御系設計が可能なことを実験的に確かめた．

2. フィードバック線形化の手法は非線形項をキャンセルするためのフィードバックを

構成する際に全ての状態を必要とするため，状態の信号が雑音などで撹乱されるよ

うな場合には脆いことを実験により確かめた (従来の線形化手法を用いる場合は，出

力フィードバックによる制御系設計を行なえば全ての状態を必要としないため，こ

のような外乱の影響は少ない)．
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第 7章

結論

7.1 本論文で明らかにされたこと

本論文では，最適レギュレータと最適状態推定器の極限的性質を用いた多変数系の非干

渉制御についてつぎのことを明らかにした．

はじめに，第 3章において，最小位相系について明らかにされていた最適レギュレータ

の非干渉特性を，あるクラスの非最小位相系にまで拡張した．これにより，本論文の定理

で与えた条件を満たす多変数系に対して，評価関数の重み行列を直接操作して得られる極

限フィードバックゲインと，それから構成されるフィードフォワードゲインによる制御則

によって非干渉化が達成できることを明らかにした．この結果，評価関数の重み行列を直

接操作する比較的簡単な手法で非干渉化が達成でき，しかも安定な最大のブロック分けが

先験的な条件の確認なしに可能となった．

つぎに，第 4章において，新しい２次評価関数を選ぶことにより，もとの非干渉特性を

変えることなく固定極の影響を少なくする極限的性質を用いた非干渉化手法を示し，ロバ

スト安定性が向上し感度が低下することを確かめた．この方法を用いることにより，非最

小位相系のみならず最小位相系で固定極の存在する非干渉系においても適用可能であり，

さらには虚軸上に零点をもつシステムに対しても非干渉化が可能になる．また，この自由

度を活かす応用として，実際のメカニカルシステムに対して閉ループ系の極を適当な位置

に配置することにより，より望ましい非干渉系が構成できることを実験により確認した．

また，第 5章においては，状態を全て測ることができるとは限らないため，最適状態推

定器の極限的性質を用いてオブザーバベースコントローラに基づく出力フィードバックに
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より非干渉制御が可能なことを明らかにした．オブザーバのゲインをあげていくことによ

り，外乱の影響を小さくできることを数値例を用いて確認した．さらに，サーボ系に対す

る極限的性質を用いた非干渉制御を考え，閉ループ系においてステップ状の定値外乱が加

わるような場合でも評価関数の重みを直接操作するだけで目標値に追従し，かつ非干渉化

を達成することを明らかにした．また，数値例を用いてその有効性を確認した．

第 3章から第 5章において明らかにした，最適レギュレータの極限的性質を用いた非干

渉制御は，評価関数の重み行列を直接操作するだけで非干渉系が得られる．したがって，

実際の制御系設計において設計パラメータは評価関数の重みQのみであり，インタラク

タの計算等を必要とせず，さらに安定な最大のブロック分けが先験的な条件の確認なしに

非干渉系を得ることができる．これは，実システムの制御系設計の観点から見ても有用な

結果であると思われる．本論文では，これらのことが状態フィードバックによる非干渉制

御，オブザーバベースコントローラを用いた出力フィードバックによる非干渉制御，サー

ボ系に対する非干渉制御に適用できることを実際のメカニカルシステムへの応用と併せ

て示した．

最後に，第6章において，非線形多変数系の非干渉制御のひとつとされるフィードバック

線形化のロバスト性と脆さについて，磁気浮上系に応用し実験的な検証を行なった．フィー

ドバック線形化は適当な変数変換により入出力関係を 1対 1にすることができる手法で

あり，動作点付近におけるシステムのもつ非線形性を近似することなく厳密に線形化でき

るという利点をもつ．しかしながら，全ての状態を必要とするため状態の信号が雑音など

で撹乱されるような場合には，出力フィードバックによる線形ロバストコントローラに比

べて脆いという問題点があることを実験的に検証した．
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7.2 今後の課題

本研究で明らかにした非干渉制御は，簡単なメカニカルシステムに適用してその有効性

を確認しているが，その他の複雑なシステムへ応用し有効性を検証する必要がある．

また，評価関数を周波数依存型に変えた場合の極限的性質と非干渉特性の関係について

明らかにする問題や，

_x = Ax+ Bu; y = Cx+Dw

と記述されるシステムに対する極限的性質と非干渉特性の関係について明らかにする問

題，また，ディスクリプタ形式で表現されるようなシステムに対する極限的性質と非干渉

特性の関係について明らかにする問題や，パラメータ変動があるシステムに対するロバス

ト非干渉制御などの枠組へ拡張する問題等々の多くの課題が残されている．本研究の結果

は，これらの課題を解決して行く上での一つの基礎になると考えられる．
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