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研究成果の概要（和文）：本研究は、構成的逆数学のための形式体系の調査・提案・評価・改良

を目的として行われた。型概念に基づいた体系、および集合概念に基づいた体系、それぞれに

対して様々な原理（例えば、連続性原理）、および位相空間・一様空間の定理を対象に調査を行

った。その結果、集合概念に基づいた体系としては、構成的集合論（CZF）およびその部分体

系が、有力な候補であることが分かった。また、型概念に基づいた体系としては、単調完備定

理を詳細に分析することにより、構成的解析体系（EL）の部分体系を構成的逆数学のための形

式体系として提案した。 
 
研究成果の概要（英文）：The project aimed at research, proposal, evaluation, and 
improvement of formal systems for constructive reverse mathematics. Formal systems 
based on the notion of a type, and formal systems based on the notion of a set were 
examined by case studies on principles (such as a continuity principle), and theorems in 
topological and uniform spaces, respectively. It appeared that the constructive set theory 
(CZF) and its subsystems, as formal systems based on the notion of a set, work well for our 
purpose. By carefully examining the monotone completeness theorem, we proposed a 
subsystem of elementary analysis (EL) as a formal system based on the notion of a type. 
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１．研究開始当初の背景 
（１）数学における構成的な考え方は、
Dedekind や Cantor に代表される抽象的な

概念や証明方法に対するリアクションとし
て、１９世紀の終わりに興ってきた。
Brouwer は、通常の論理における原理をも再
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考し、後に直観主義論理として形式化される
論理に基づいて、数学の再構築を試みた。
Markov は、直観主義論理に基づき、さらに
扱う数学的対象は計算可能であるという公
理を仮定し、Markov の構成的数学を構築し
た。Brouwer の直観主義数学や Markov の構
成的数学では、特殊な公理を仮定しているの
で、通常の数学（古典的数学）と矛盾する定
理も証明できる。 
 
（２）Bishop は、直観主義論理を用いて解析
学の基本的な部分を再構築し、現在 Bishop
の構成的数学と呼ばれる構成的数学を確立
した。Bishop の構成的数学は、可算選択公理
を含む関数の存在公理を仮定しているが、特
殊な公理を仮定しないため、古典的数学と矛
盾する結果は証明できない。さらに、古典的
数学、Brouwer の直観主義数学、Markov の
構成的数学は、Bishop の構成的数学の拡張と
なっている。例えば、Brouwer の直観主義数
学は、Bishop の構成的数学に連続性の原理と
ファン定理（FAN）を公理として加えること
により、得られる。それゆえ、Bishop の構成
的数学はもっとも一般的な数学といえる。 
 
（３）古典的数学の枠組みで、したがって古
典論理を用いて、数学の様々な定理を証明す
るために必要十分な集合の存在公理を明ら
かにする、Friedman-Simpson の逆数学プロ
グラムがある。うまく集合の存在公理を選ぶ
と数学的定理とその公理が、基礎となる２階
算術の体系で同値になる、逆数学現象が多く
確認されている。代表的な集合の存在公理と
して WKL や ACA が挙げられる。この古典
的逆数学における研究は、古典論理に強く依
存した研究である。 
 
（４）８０年代の中頃から、Bishop の構成的
数学においても、この逆数学現象ともいえる
現象が多く確認されてきた。Julian-Richman
（1984）は、単位区間上の一様連続正値関数
の下限が正であるためには、FAN が成り立つ
ことが必要十分であることを示した。その後、
Mandelkern（1988）が Bolzano-Weierstrass
の定理を証明するためには非構成的な論理
的原理 LPO が成り立つことが必要十分であ
ることや、Ishihara（1990）が WKL を証明
するためには非構成的な論理的原理 LLPO
が成り立つことが必要十分であることを示
した。また、Ishihara（1991,1992）は、距
離空間上の写像の連続性と有界性原理
（BD-N）を中心に様々な原理について論じ
た。最近の研究としては、Ishihara-Schuster
（2004）、Berger-Ishihara（2005）、Ishihara
（2005）、Berger-Bridges-Schuster（2006）、
Ishihara(2006)などが挙げられる。特に、
Ishihara（2005）は、構成的逆数学のための

基礎となる試験的な形式体系を提案し、様々
なコンパクト性の、論理的原理と関数の存在
公理による、分類を試みた。 
 
２．研究の目的 
（１）Friedman-Simpson の逆数学プログラ
ムは、古典論理を用い、非常に弱い集合の存
在公理をもった形式体系上で、どのような集
合の存在公理が定理の証明に必要十分かを
明らかにしていくものである。この古典的逆
数学は、古典論理を用いているため、 
①古典的数学と矛盾する Brouwer の直観主
義数学やMarkovの構成的数学の定理を扱
えない、 

②WKLとFANなどの古典論理では同値な原
理を区別できない。 
また、Bishop の構成的数学における逆数学

は、非形式的であり、可算選択公理を含む関
数の存在公理を仮定しているので、 
①WKL と LLPO など関数の存在公理とそれ

に含まれる論理的原理を区別できない、 
②古典的逆数学プログラムでの結果との関
係が明確でない。 

 
（２）本研究は、これらの問題点を解決する
ために、直観主義論理に基づき、関数の存在
公理を最小限に抑えた、構成的逆数学のため
の形式体系を、 
①構成的数学における逆数学の実践を通し
て、調査・提案し、 

②ケーススタディとメタ数学的な考察を通
して、評価・改良する、 

ことを目的とする。 
 
（３）数学のための形式体系には、型概念に
基づいた体系と集合概念に基づいた体系が
ある。型概念に基づいた体系はメタ数学的に
扱いやすく、集合概念に基づいた体系は数学
的概念が表現しやすい。研究期間内に以下に
挙げる具体的目標の実現を目指した。 
①構成的数学のための型概念に基づいた形
式体系、集合概念に基づいた形式体系、お
よび古典的逆数学のための形式体系の、構
成的逆数学の実践を通した、調査。 

②構成的逆数学のための、直観主義論理に基
づいた、関数の存在公理を最小限に抑えた、
形式体系の提案。 

③提案した形式体系の、構成的逆数学のケー
ススタディを通した、評価・改良。具体的
には、提案した体系で数学的定理の証明を
試み、定理を証明するために必要十分な論
理的原理および関数の存在公理を明確に
する。 

④提案した形式体系の、メタ数学的な考察を
通した、評価・改良。例えば、提案した形
式体系と古典的逆数学の形式体系の間の
自然な変換の構成。 



 

 

 
３．研究の方法 
（１）構成的逆数学のための型概念に基づい
た形式体系として、構成的算術体系（HA）、
構成的解析体系（EL）を中心に、以下に挙げ
る数学的定理、論理的原理、および関数の存
在公理に対して構成的逆数学を実践するこ
とにより、調査を行った。 
①Brouwer の連続性原理 
②Brouwer のファン定理 
③De Morgan の法則 
④可算選択公理 
⑤従属選択公理 
⑥Baire の定理 
⑦Kronecker の密度定理 
⑧有界性原理 
 
（２）構成的逆数学のための集合概念に基づ
いた形式体系として、構成的集合論（CZF）
を中心に、以下に挙げる問題に関する数学的
定理、論理原理、および集合の存在公理に対
して構成的逆数学を実践することにより、調
査を行った。 
①Neigbourhood space と Apartness space

間の圏論的関係 
②Neighbourhood space と Function space

間の圏論的関係 
③uniform space の完備化 
④線形位相空間における一様有界性定理 
 
（３）上記に挙げた構成的逆数学の実践をと
おして、型概念に基づく構成的解析体系（EL）
の部分体系を、構成的逆数学のための、直観
主義論理に基づく、関数の存在公理を最小限
に抑えた、形式体系として提案した。 
 
（４）上記（３）で提案した形式体系に対し
てメタ数学的な考察を行うとともに、それを
用いて、以下に挙げる数学的定理および数学
的概念に対して、構成的逆数学のケーススタ
ディを行った。 
①単調完備定理 
②Cauchy 列と弱 Cauchy 列 
 
４．研究成果 
（１）構成的逆数学の実践を通した形式体系
の調査として、Brouwer の連続性原理（WC-N）
を制限した形の原理（WC-N’）と、Baire の
定理（BT）を制限した形の定理（BT’）、お
よび有界性の原理（BD-N）について、それぞ
れの間の関係を明らかにすることを目的と
して研究を行った。その結果、WC-N’は BT’
と¬LPO を導き、BT’は BD-N を導くこと、お
よびBD-Nと¬LPOは WC-N’を導くことを示し
た。したがって、WC-N’、BT’と¬LPO、BD-N
と¬LPO はすべて互いに同値になることが明
らかになった。また、この結果は構成的な解

析体系（EL）あるいは有限型算術体系（HAω）
で容易に形式化できることが分かった。研究
成果は、Hajime Ishihara and Peter Schuster, 
A continuity principle, a version of 
Baire’s theorem and a boundedness theorem, 
J. Symbolic Logic 73 (2008), 1354-1360、
として出版した。 
 
（２）構成的逆数学の実践を通した形式体系
の調査の一環として、Kronecker の密度定理
について研究を行った。Bishop の構成的数学
において Kroneckerの密度定理を証明するた
めには、無理数をいかなる有理数とも離れて
いる（bounded away）実数と定義する必要が
ある。事実、無理数を有理数でないものと定
義すれば、Kronecker の密度定理は Markov の
原理（MP）と同値になる。有理数であること、
あるいは無理数であることを、実数に対する
述語と捉え、構成的逆数学の枠組みでそれら
の述語を体系的に分類した。研究成果は、
Hajime Ishihara and Peter Schuster, 
Kronecker’s density theorem and 
irrational numbers in constructive 
reverse mathematics, Math. Semesterber 57 
(2010), 57-72、として出版した。 
 
（３）構成的逆数学のための集合概念に基づ
いた形式体系の、構成的数学の実践を通した、
調査の 1 つとして、neighbourhood space と
Apartness space 間の圏論的関係を中心に研
究を行った。Topological および uniform 
quasi-apartness space の概念を導入し、
topological quasi-apartness space のなす
圏と neighbourhood space のなす圏、および
uniform quasi-apartness space のなす圏と
uniform space のなす圏の間に、それぞれ随
伴関手が存在することを示した。研究結果は
構成的集合論（CZF）にべき集合の公理を加
えた体系で形式化できることが分かった。ま
た、quasi-apartness space に対して、集合
表現という概念を導入することにより、べき
集合の公理の使用を避けることに関して、考
察を加えた。研究成果は、Hajime Ishihara, 
Two subcategories of apartness spaces, Ann. 
Pure Appl. Logic, in press、として出版が
確定している。 
 
（４）構成的逆数学のための集合概念に基づ
いた形式体系の、構成的数学の実践を通した
調査の一環として、neighbourhood space と
function space間の圏論敵関係を中心に研究
を行った。Pre-function space の概念と、そ
れに対してΦ閉およびΨ閉という概念を導
入し、neighbourhood space のなす圏とΦ閉
な pre-function space のなす圏、および
uniform space の な す 圏 と Ψ 閉 な
pre-function space のなす圏の間に、それぞ



 

 

れ随伴関手が存在することを示した。研究結
果は、CZF に相対化従属選択公理（RDC）を加
えた体系で形式化できることが分かった。研
究成果は、Hajime Ishihara, Categorical 
aspects of function spaces, 2009, 
submitted、として投稿中である。 
 
（５）構成的逆数学の実践を通した形式体系
の調査の一環として、WKL, FAN, De Morgan
の法則、従属選択公理（DC）に関して研究を
行 っ た 。 非 構 成 的 原 理 （ omniscience 
principles）を、２分木の文脈において体系
的に扱い、WKLとFANについて考察を行った。
また、WKL の LLPO とある種の従属選択公理へ
の分解を、再論した。この研究成果は、Josef 
Berger, Hajime Ishihara and Peter Schuster, 
The Weak Koenig lemma, Brouwer’s fan 
theorem, de Morgan’s law, and dependent 
choice, 2009, submitted、として投稿中で
ある。 
 
（６）構成的逆数学の実践を通した形式体系
の調査の１つとして、可算選択公理の対偶命
題とある種の二重否定の除去について研究
を行った。その結果、可算選択公理の対偶命
題はΣ0

2 論理式に対する二重否定の除去と同
値であることを示した。研究結果は、構成的
算術体系（HA）、あるいは構成的解析体系（EL）
に Church’s thesis（CT）を加えた体系で形
式化できることが分かった。この研究成果は、
Hajime Ishihara and Peter Schuster, On the 
contrapositive of countable choice, 2009, 
submitted、として投稿中である。 
 
（７）構成的逆数学のための集合概念に基づ
いた形式体系の、構成的数学の実践を通した
調査の一環として、線形位相空間における一
様有界性定理に関して研究を行った。その結
果、一般的な一様有界性定理は有界性の原理
（BD-N）と同値であることが明らかになった。
この結果により、一様有界性定理は、古典数
学、Brouwer の直観主義数学、Markov の構成
的数学では成り立つが、Bishop の構成的数学
では証明できないことが分かった。また、研
究結果は、CZF に RDC を加えた体系で形式化
できることが分かった。この研究成果は、
Hajime Ishihara, The uniform boundedness 
theorem and a boundedness principle, 2010, 
submitted、として投稿中である。 
 
（８）構成的逆数学のための集合概念に基づ
いた形式体系の、構成的数学の実践を通した
調査の１つとして、uniform space の完備化
に関して研究を行った。古典数学では
uniform space の完備化は、Cauchy フィルタ
ー全体の集合により与えられるが、Cauchy フ
ィルター全体の集合を構成するには、べき集

合の公理が必要である。研究の結果、べき集
合の公理を持たない CZF において、uniform 
space の完備化が構成できることが明らかに
なった。研究結果は CZF のみで形式化でき、
構成的逆数学のための集合概念に基づいた
形式体系として CZFが有力であることが分か
った。この研究成果は、Josef Berger, Hajime 
Ishihara, Erik Palmgren and Peter Schuster, 
A predicative completion of a uniform 
space, 2010, submitted、として投稿中であ
る。 
 
（９）構成的逆数学のための形式体系の提案
とそのケーススタディによる評価・改良とし
て、単調完備定理（monotone completeness 
theorem）の研究を行った。単調完備定理は
古典的逆数学において ACA と同値でり、可算
選択公理を仮定する構成的数学では LPOと同
値である。一方、古典的逆数学では ACA と同
値である実数の完備性は、可算選択公理を仮
定する構成的数学では証明できる。この古典
的逆数学と構成的逆数学の対応関係の崩れ
を詳細に分析し、そのための形式体系を提案
した。分析の結果、弱 Cauchy 性の概念を導
入することにより、 
①有界単調数列が弱 Cauchy 列であることと
ある種の（古典論理では証明できる）論理
的原理が同値であること、 

②弱 Cauchy 列が Cauchy 列であることとある
種の（Bishop の構成的数学では仮定されて
いる）可算選択公理が同値であること、 

③Cauchy 列が収束することは、可算選択公理
を仮定しないで構成的数学で証明できる
こと、 

を明らかにした。これらの結果は、構成的解
析体系（EL）の部分体系で形式化でき、その
部分体系が構成的逆数学の形式体系として
適していることが分かった。この研究成果は、
Hajime Ishihara, The monotone 
completeness theorem in constructive 
reverse mathematics, 2010, in preparation、
として投稿準備中である。 
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