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有限次元ベクトル空間の辞書式分離とその応用

池田 潔
北陸先端科学技術大学院大学 情報科学研究科

����年 �月 ��日

論文の内容の要旨

�� 上の交わりを持たない二つの凸集合が辞書式順序によって分離可能であることは、������� ��� 	����
�

�
��� 
�������������� ��� ������ らの研究によって知られている。本研究の目的は、従来の結果の一般化

として �� 上の凸集合の辞書式分離定理を証明すること、およびその応用を与えることである。ここで � は

� � � � � をみたす順序体である。また、辞書式分離の唯一性も同時に示す。

本研究の主要な結果を以下に述べる。� は �� の原点を含まない凸錐であるとし、その補集合 �� �� も

また凸錐であるとする。このとき、実数値をもつ �� 上の線形関数 ��� � � � � �� が存在して、任意の � � ��

に対し、� � � ならば、またそのときにかぎり � ������ � � � � ����� � �� � �� � � � � � � が成り立つ。ここで ��

は �� 上の辞書式順序を表す。すなわち ���� � � � � ��� �� ���� � � � � ��� とは、�� �� �� となる最小の 	 に対し

て �� � �� となることである。また、最初の関数 �� は正の定数倍に関して唯一に定まることも証明される。

この辞書式分離定理は以下に述べるような辞書式順序と無限小元との対応を利用して証明することが

できる� ���� ��� � � � � ��� 
� ���� ��� � � � � ��� ならば、またそのときにかぎり �� � ��� � � � � � ���
� 


�� � ��� � � � � � ���
�。ここで � は無限小元を表している（すなわち � 
 � かつ任意の正整数 � に対し

� 
 �
� をみたすものである）。本研究独自の点は、このように無限小元を用いて辞書式順序を表現してい

ること、そして無限小元を辞書式分離定理の証明に利用しているところにある。また、本研究ではさらに無

限小元を（以下に述べるように）無限線形不等式系の解として導入している。

辞書式分離定理の一つの応用として「二者択一の定理」の一般化が得られる。ここでは線形不等式系 �

として「すべての ���� ��� � � � � ��� � � に対し ���� � ���� � � � � � ���� � �」を考える。� は �� の

任意の空でない部分集合であるとする。もし �� の原点が � の凸包に含まれないならば、またそのとき

にかぎり、線形不等式系 � は解 ��� ��� � � � � �� を ��� �� の中にもつことが証明される。ここで ��� �� �

� �� � ���� � � �� ���
��� � ��� � � � � �� � � � と定義している。すなわち無限小元 � を線形不等式系の解とし

て導入することにより、無限線形不等式系が解をもつための必要十分条件を与えることができる。また、本

研究では線形不等式系へのもう一つの応用として  ��!�� の補題の辞書式的な一般化を証明している。

次に辞書式分離定理の期待効用理論における応用について紹介する。従来の "#� $��%���&
#���������

期待効用理論の一般化として�������によって考案された辞書式期待効用理論は、実数値をもつ確率分布の

集合上に定式化されているが、本研究では特に有理数値をもつ確率分布のみを考えても辞書式期待効用理論

が成り立つことを示す。これは辞書式分離定理で特に � � � とした場合の応用である。�� � ���� � � � � ���

を有限集合とし、�� 上の有理数値をもつ確率分布全体を '����によって表す。もし '���� 上の選好順序 	

が独立性の条件をみたすならば、'����上の実数値関数 ��� � � � � ���� が存在して、任意の �� � � '����に対

し、� 	 � と ������� � � � � ������� � 
� ������� � � � � ������� � が同値になる、またそれぞれの � 
 � 
 ���

および有理数 � 
 � 
 � に対し、��� �� � ��� ��� � � � ����� � ��� ������� が成り立つ。さらに最初

の関数 �� が正の一次変換に関して唯一に定まることも証明される。

最後に辞書式分離定理のもう一つの応用として、分割不可能な財の集合上の選好関係に対して、その効用

関数が加法的であるための必要十分な公理系を与えている。これは ��(� の埋め込み定理として知られる

代数学上の定理を変形して経済学的な解釈を与えたものとなっている。
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