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要 旨

本研究では，液晶や半導体などの製造装置によく見られる直列型の搬送系をモデ

ル化して，搬送系を流れるジョブ同士の衝突確率を解析する．我々のモデルでは，

ジョブの到着分布に関して，一定の間隔で搬送系に到着すると仮定し，また，各

機械での処理時間は正規分布（または，指数分布）に従うと仮定する．実際には，

処理時間は正規分布に従うことが経験的に知られている．それゆえ，指数分布に

従うと仮定するのは現実的ではないが，理論的には興味深い結果を得ることがで

きる．これは，指数分布の特徴をうまく利用して解析したからである．

また，計算機シミュレーションを利用して衝突確率を求め，解析的に求めた結

果と一致することを確認した．さらに，バッファを持つときは衝突確率にどのよ

うな影響を及ぼすかを，計算機シミュレーションを行って調べ，バッファの良い

効果をいくつか得ることができた．

最後に，製造の担当者を悩ませている他の問題についても触れる．搬送計画問

題は，多品種製造ラインにおける最適な搬送計画を求める問題である．我々は，こ

の問題を決定問題として定式化して，さらに ��完全であることを証明した．そ

して，ある制約の下では多項式時間で解けることを示した．ジャストインタイム

スケジューリング問題は，与えられた納期ちょうどにジョブの処理を完了するよ

うなスケジュールを求める問題である．我々は周期的なタイムスロットという現

実的な仮定の下で，この問題を取り扱う．そして，多項式時間で計算可能な任意

の関数 ����に対して，����でない限り，この問題を ����以内の近似比で近似

することは不可能である，という結果を得た．本研究では，機械数が �の場合に，

高性能なヒューリスティックアルゴリズムを開発した．また，このアルゴリズムは

妥当な制約の下で定数近似比を持つ近似アルゴリズムであることも証明した．
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第 �章

まえがき

近年，半導体や液晶への需要が増しており，今まで以上に半導体や液晶を効率

よく製造することが望まれる．そのためには，製造システムに対する適切な数学

的モデルを構築することが重要である．本論文では，製造システムの中でも特に，

全自動制御のシステムをモデル化する．このシステムでは，オブジェクト（ジョ

ブ）が入口から投入されて，出口へと向かって流れていくのだが，その間にたく

さんの機械で加工処理が行われる．各機械で処理が完了すると，次の機械へと自

動的にオブジェクトが搬送される．

機械の接続関係には，かなり複雑なネットワーク型のシステムが存在するが，本

論文では全ての機械が入口から出口まで直列につながっている直列型（タンデム

型）を扱う．その理由は，一般のネットワーク型に対するモデルを構築し，衝突

確率のような評価値を理論的に解析するのはかなり困難であると考えているから

である．本論文で示すように，単純な直列型モデルでさえその振る舞いを解析す

るのは容易ではない．図 ��� に直列型の搬送系の例を示す．

たくさんのオブジェクトが搬送系上を流れていくことになるが，ここで扱うオ

�� �� ��
� � �入口 出口

搬送系

図 ���� �台の機械から成る直列型の搬送系�

�



ブジェクトは全て同一のものである．それゆえ理想的には，機械�� での処理時

間は，任意のオブジェクトに対して同一になる．ときどき，異なるオブジェクト

を扱う搬送系も存在するようである．この場合は，機械�� での処理時間がオブ

ジェクト毎に異なる．しかし，ほとんどの直列型の搬送系では，同一のオブジェ

クトを扱う．

図 ��� において，入口から投入されたオブジェクトは，最初に機械��へと運ば

れる．オブジェクトが��に到着すると，��はすぐに処理を始める．��が処理

を完了するとすぐに，二番目の機械��へと運ばれる．このとき，もし��が利用

可能（空である）ならば，��はすぐに運ばれてきたオブジェクトの処理を開始す

る．一方，もし��がまだ他のオブジェクトを処理している最中であれば，��に

運ばれきたオブジェクトと��で処理中のオブジェクトとがぶつかってしまう．こ

のような状態をオブジェクト間の衝突と呼ぶ．

ところで，我々が対称としている半導体や液晶の製造では，入口から原材料とな

るガラス基板が投入される．投入後は一連の加工処理を行い，搬送系を退出して

はじめて半導体や液晶が出来上がる．ガラス基板のサイズは，技術の進歩ととも

に大きくなる傾向がある．また，ガラス基板は �枚当りの価格が数十万円もする．

さらに，ガラス基板は壊れやすい性質を持っている．そのため，できるだけ製造の

途中で壊さないようにしなくてはならない．我々の直列型のモデルでは，オブジェ

クトは順番に������ � � � ��� で処理されて，最後にその搬送系から退出する．た

だし，退出するまでにできるだけオブジェクト間の衝突を避けるべきである．

たいていの現実に存在する半導体や液晶の製造装置では，搬送系へのオブジェ

クトの投入間隔は一定である．この一定の時間間隔のことを �タクトタイム�ある

いは単に �タクト�と呼ぶ．ここでの目的は，全てのオブジェクトが衝突しないと

いう条件の下で，最適な（最小の）タクトを求めることである．

もし前もって各機械での処理時間を全て知っていれば，最適なタクトを容易に

求めることができる（詳細は次の章を参照のこと）．しかし，現実には最適なタク

トを求めるのは困難であり，その理由を以下に述べる．先に述べたように同一の

オブジェクトが大量に搬送系を流れていく．そのため，理想的には機械��での処

理時間は一定である．この場合には，次の章で述べるように，最適なタクトタイ

ムを容易に求めることができる．しかし，実際には機械��での処理時間は一定で

�



はない．実は，周りの環境（そのときの温度や，処理に使われる液体薬品の使用

時間など）に依存して，そのつど機械��での処理時間は変化する．この問題を解

決するには，周りの環境の影響を受けない高性能な処理機械を利用すればよいが，

そのような処理機械は今のところ現実的ではない．

そこで，処理時間に関して，確率モデルを導入する．幸いなことに，処理時間

が正規分布に従うことが経験的に知られている．ただし，処理時間が正規分布や

指数分布に従うとき，理論的には全く衝突無しに全てのジョブの処理を完了する

ことを保証するのは不可能である（ただし，とても単純で，非現実的なやり方を

除く）．

そのため，ここでの妥当な目的は，あらかじめ定められた衝突確率を満たすよ

うに，全てのジョブの処理を完了するという条件の下で，最小のタクトを求める

ことである．もっと正確に言えば，処理時間が正規分布（あるいは，指数分布）に

従うと仮定して，ジョブ間の衝突確率を解析することである．

上述の問題は，典型的な機械スケジューリング問題と関連がある．機械スケジュー

リング問題とは，各機械で処理されるジョブの最適な処理順序を決定する問題であ

る（例えば，��
�を参照）．また，機械スケジューリング問題の中でも特に，ブロッ

キング付きの待ち無し製造システム（������� ���������� � ��!" ���# $%��&��'）

に関する多くの研究成果もある（広範囲な調査を行った ����を参照）．このような

スケジューリング問題は，多品種製造システムを対象にしている．すなわち，全

てのジョブが異なる，というのが前提条件である．この前提条件の下で，我々が

取り組んだ研究を第 �章で述べる．一方，第 �章から第 �章までは同一の製品（例

えば，半導体や液晶など）を大量に製造する大量製造システムを扱う．それゆえ，

各機械で処理されるジョブの最適な処理順序を求めるのは意味がない．

第 ���章ではバッファの効果について説明する．バッファは衝突を避けるために，

各機械に用意される．理論的には，(�) 各機械が無限個のバッファを持っており，

(�) 最初の機械�� への到着間隔が指数分布（ポアソン到着）であり，(�) 各機械

での処理時間が指数分布に従う，という条件が全て成り立つならば，そのような

システムの振る舞いを解析することができる．実際，系人数の分布，系平均人数，

系平均待ち時間などの解析結果が知られている ����．これらの結果は，�機械だけ

から成る待ち行列系で知られている結果（例えば ����を参照）を利用することで

�



.... ..�� �� ��
� � �入口 出口

搬送系

図 ���� バッファ付きの�台の機械から成る直列型の搬送系�

全て得ることができる．この場合，��への到着間隔が指数分布に従い，��での

処理時間も指数分布に従うので，ここからの出力分布は入力と全く同じ指数分布

に従う．そしてこれが��への到着分布になるので，��からの出力分布も同じ指

数分布に従うという具合に，すべての機械からの出力分布が同一の指数分布に従

う．従ってシステムが�個の直列型で構成されていても，各機械を �つずつ切り

離して考えることができるので，�機械から成る待ち行列系の結果を使うだけで上

記の結果がすべて得られる．

また，モデルを拡張すると解析するのが困難になる．例えば，機械のバッファ

の個数に制限のある直列型の解析はうまくできていない．バッファに制限のある

直列型の解析は，一般に面倒な計算を伴うのが普通であって，まだあまり多くの

結果は知られていない．

バッファ付きの�機械から成る直列型の搬送系を図 ���に示す．このモデルで

は，オブジェクトは最初に��で処理をされて，その処理が終わると，次の機械

��へと運ばれる．そのときもし��が他のオブジェクトの処理を行っていれば，

運ばれてきたオブジェクトは��のバッファで待機することになる．��が利用可

能になると，自動的にバッファからオブジェクトを取り出し処理を開始する．一般

に，�� が複数のバッファを持っていれば，それらのバッファに複数のオブジェク

トが待機する場合もある．その場合には��のバッファに待機した順番にオブジェ

クトを取り出す．このような動作が全て自動で行われる．

もし各機械のバッファの個数が無限に準備されているならば，それらのバッファ

を使ってオブジェクト同士の衝突を避けることができる．しかし，実際はバッファ

の個数は有限である．それゆえ，もしオブジェクトが��に到着したときに，��

のバッファがすべて他のオブジェクトで占有されていると，衝突が起きる．この

�



ような状態のことを待ち行列理論の分野では，��がブロック（閉塞）されている

と呼ぶ ����．このブロック効果をもつようなモデルの解析は，かなり複雑になるた

め，あまり多くは知られていない．かなり厳しい条件の下で解析している場合が

ほとんどである．

関連研究として例えば，����では，�つの機械のみから成る直列型で��のバッ

ファに制限のあるシステムを調べ，特にポアソン到着・一定サービスでの待ち時間

分布や系人数の分布を求めている．���� では，�機械から成る待ち無しバッファ無

し直列型待ち行列を扱っている．オブジェクトは入口にランダムにやってくるが，

オブジェクト同士の衝突を避けるために，搬送系に投入するかどうかを決めるや

り方を提案している．ただし，オブジェクトが入口に到着したときに，搬送系全

体の情報（各機械での残りの処理時間など）を知ることができると仮定している．

この情報を利用して，搬送系に投入するかどうかを決めるのである．我々のモデ

ルでは，このような搬送系全体の情報を知ることはできない．���� では，バッファ

無しだが機械間の待ちを許す直列型待ち行列を研究した．��
� では，バッファ有り

の �機械からなる直列型で，オブジェクトの損失率を最小化する問題を研究した．

二番目の機械でのサービス率が与えられると，最初の機械での最適なサービス率

と両方の機械に対する最適なバッファ割り当てを求める．

本論文では，オブジェクトの投入間隔が一定の値（タクト）である．言い換え

ると，搬送系への到着分布が単位分布� である．また，各機械での処理時間が正規

分布（あるいは指数分布）に従う場合を考える．�タクトタイム�という用語は和

製語で，もともとトヨタ生産方式� の一部として作られた（�*� �	�+ ����）．これは，

一つの製品を製造するのに要する時間を意味している．タクトという用語は，ド

イツ語の ���&�� � に由来するため，�,�&� ��"!�と独英混合となる．�
�では，説明

無く ����� ��"!�としているが，������は，機転・感触・美的センスなどを意味し，

タクトタイム本来の意味合いはない．これは日本独特の用法であり，英語では的

確に示しにくいのが理由である．

メーカーなどの製造装置のユーザーが制御できることは，オブジェクトの投入

間隔の設定である．ユーザーは各機械の処理時間を制御することができない．た

�一定分布，あるいはレギュラー分布と呼ぶこともある．
�ジャストインタイム生産システムとしても知られている
�オーケストラの指揮者が振る指揮棒ないし拍子の意味

�



だし，多くの場合に処理時間が正規分布に従っていることが経験的に知られてい

るようだ．

この論文のもう一つの目的は，我々のモデル上（すなわち，オンライン上）で

決めたタクトと，各機械での処理時間を前もって全て知っている場合に決めたタ

クトを比較することである．各機械での処理時間の情報を使用しないで（分から

ないのでできない），その時点での動作（ここでは，前者のタクト）を決めなくて

はいけないのがオンライン問題である．後者のタクトは現実的ではないが，最適

なオフラインアルゴリズムで求めることができる．オンラインアルゴリズムと最

適オフラインアルゴリズムとの間の性能を比較する競合比の解析 ����が，オンラ

イン問題に対して通常行われる．

ただし，最適なタクトに設定すると，衝突が起きそうになる危険な状態が多く

発生するため，そのようなタクトは役に立たず，それを使うのはナンセンスであ

る．理論的に衝突を起こらないことを保証するためには，次のようなナンセンス

で陳腐なアルゴリズムを使わざるを得ない．すなわち，投入したオブジェクトが

搬送系から退出してから，次のオブジェクトを投入する．しかし，このようなア

ルゴリズムを実現するのでさえ，オブジェクトが搬送系から退出したことを探知

し，その処理終了の信号を入口へと送るセンサーが必要になる．我々のモデルに

はそのようなセンサーはないと仮定している．

本論文では，到着分布が単位分布で，処理時間が正規分布（あるいは，指数分

布）に従うとき，適切なタクトを求める方法を提案する．衝突確率が与えられた

ときに，その確率以下になるような最適な（最小の）タクトを，明示的に式で示

すのはかなり困難である．しかし，高々�台の機械から成る直列型搬送系で，処理

時間が正規分布に従う場合は，二分探索法を利用して最適なタクトを求めること

ができる．一般に搬送系が�台の機械から成る直列型である場合には，二分探索

法の過程で�重積分をする必要ある．しかし，� � �になると計算誤差のせいで

正しい積分値を計算するのが困難になり，二分探索法をうまく実行することがで

きない．実用的な用途では，タクトに関して厳密な値を必要としないので，擬似

二分探索法（詳しくは，第 ����� 章を参照）で十分であると考えている．

一方，処理時間が指数分布に従う場合は事情が違ってくる．搬送系が �台の機

械のみからなる場合，最適なタクトを明示的に式で表すことができる．一般に�

�



台から搬送系が構成される場合は，最適なタクトに対する明示的な式を与えるの

は困難になるが，数値計算的には単に二分探索法を利用して求めることができる．

その理由は，正規分布の場合と違って，衝突確率の式に積分を含んでおらず，容

易に値を求めることができるからである．

以下では，本論文は次のように構成されている．第 �章では，ジョブ同士が衝突

しないための必要十分条件を与える．また，処理時間を決定的と仮定して，全体

の処理時間を最小化する問題を考える．この章の最後では，一般の製造装置の表

記法について述べる．第 �章では，直列型の搬送系に限定して，ジョブ同士の衝

突確率を解析的に導出する．ここでの議論の展開は，最も簡単な �機械からなる

搬送系の場合からはじめて，�機械，さらには � 機械へと拡張する．また，処理

時間が正規分布に従う場合と指数分布に従う場合とを分けて解析する．第 �章で

は，計算機シミュレーションの結果を述べる．結果の大部分は直列型搬送系での

衝突確率であり，少しだけだが，�機械からなる並列モデルでのシミュレーション

結果も示す．また，各機械がバッファを持つときのシミュレーション結果も示す．

第 �章で，製造に関連した他のスケジューリング問題に関して，得られた結果を

述べる．この章では，処理時間は決定的である．最後に第 �章で，本論文のまと

めと今後の課題について述べる．






第 �章

衝突条件，及び最適なオフラインアル

ゴリズム

本章から第 ���章までの間，図 ��� に示したバッファ無し直列型搬送系を議論

する．多くのジョブがこの搬送系に投入されて，処理をされた後に退出していく．

ジョブはタクトタイムの間隔で搬送系に投入される．限られた時間で多くのジョ

ブを処理するには，できるだけタクトタイムを短くすればよいが，短くした分だ

け搬送系に存在するジョブの個数も多くなり，それゆえジョブ同士の衝突が起こ

りやすくなる．

本章では，どのような場合に衝突が起きるのかを考えて，衝突が生じるための

必要十分条件を与える．この衝突に関する条件は，後の章で何度も用いられる．ま

た，各機械での処理時間がすべて与えられたとき，最適スケジュールを計算する

アルゴリズムを構築する．ここでは，あまり効率のよくないアルゴリズムから，非

常に効率良いのアルゴリズムまで述べる．いろいろな手法で解くことができるた

め，理論的には興味深い．

簡単のために，機械間の搬送時間，入口から機械までの搬送時間及び機械から

出口までの搬送時間が無い（すなわち，搬送時間が �である）と仮定する．実際

は，このような搬送時間を無視することはできないが，処理時間の中に搬送時間

を含んでいるとみなせば，ここでの内容をそのまま適用することが出来る．以下

では次の表記が使われる．

� � � ������� � � � ����� �台の機械からなる集合�






� � � ���� ��� � � � � ���� 処理される �個のジョブからなる集合�

� �
���
� �� ��� ��の��での処理時間�

� 	���� �� ��� タクトタイム�

��� 衝突条件

ジョブ間の衝突が起きないための必要十分条件を考える．仮にジョブの個数が

一つならば（すなわち，� � �），衝突が起きないのは明らかである．それゆえ，

衝突に関して議論するときは � � �であると仮定する．まずは，�台の機械のみか

らなる（すなわち，� � �）搬送系を考える．ジョブ �� �� � 
 � ��が入口から投

入されたとき，一つ前に投入されたジョブ ����が��で処理中であれば衝突が起

きる．

補題 �� � � �に対して，ジョブ間の衝突が起きないための必要十分条件は，すべ

ての 
 �� � 
 � �� �� に対して �
���
� � 	���� が成立することである．

証明� 全ての 
 �� � 
 � � � ��に対して，�
���
� � 	���� であれば，衝突が起こらな

いのは明らかである．また，�� � 	����を満たす 
 �� � 
 � �� ��に対して，ジョ

ブ ��と ����が衝突する． (証明終)

補題 �より，�� での ��の処理時間（すなわち，�
���
� ）は衝突に影響を与えない．

�
���
� がどんなに大きな（あるいは，小さい）値であっても，衝突に関して影響を与

えない．

次に，�台の機械からなるある搬送系ではどうだろう．あるジョブ�� �� � 
 � ��

が入口で投入されたとき，��が一つ前に投入されたジョブ����を処理中であれば

衝突が生じる．そうでなければ，��は運ばれてきたジョブ��の処理を開始し，処

理を終了するとすぐに，ジョブ ��は��へと運ばれる．このとき，もし��が他の

ジョブ（すなわち，����）を処理中であれば，衝突が起きる．より正確に言えば，

��で衝突が起きるための必要十分条件は，��が ��の処理を完了するよりも先に，

��が ����の処理を完了するような 
 �� � 
 � �� �� が存在することである．

	



補題 �� � � �に対して，ジョブ間の衝突が起きないための必要十分条件は，すべ

ての 
 �� � 
 � �� �� に対して �
���
� � 	���� かつ �

���
� � �

���
� � 	���� � �

���
��� が成立す

ることである�

証明� �機械モデルの��は �機械モデルの��と同じ振舞いをする．それゆえ，�

機械モデルの��で衝突が起きないための必要十分条件は，補題 �よりすべての 


�� � 
 � �� �� に対して �
���
� � 	���� が成立することである．

次に，��で衝突が起きないための必要十分条件は，すべての 
 �� � 
 � �� ��

に対して �
���
� � �

���
� � 	���� � �

���
��� が成立することであることを証明しよう．最初の

機械�� が最初のジョブ�� の処理を開始する時刻を �とする．すると，��がジョ

ブ �� �� � 
 � �� �� の処理を完了する時刻は

�
� ��	���� � �
���
� � �

���
�

であり，�� がジョブ ����の処理を完了する時刻は


 	���� � �
���
���

である．よって，�� が ��の処理を完了した後に��が ����の処理を完了するな

らば，すなわち式で書くと，

�
� ��	���� � �
���
� � �

���
� � 
 	���� � �

���
���

となり，この式を変形して

�
���
� � �

���
� � 	���� � �

���
��� (���)

が成り立つならば，ジョブ ��と ����は��で衝突が起きない．そして，全ての 


�� � 
 � �� ��に対して，式 (���)が成り立つならばどのジョブも同士も��で衝

突しない．また，����� � �
���
� � 	���� � �

���
��� を満たす 
 �� � 
 � �� ��が存在すれば，

�
� ��	���� � �
���
� � �

���
� � 
 	���� � �

���
���を満たす 
 �� � 
 � �� ��に対して，��が

ジョブ ��の処理を完了するよりも先に�� がジョブ ����の処理を完了する．よっ

て，ジョブ ��と ����が��で衝突する． (証明終)

補題 �より，��での ��の処理時間（すなわち，�
���
� ）は衝突に影響を与えない．

��



最後に一般の�機械からなる搬送系を考えよう．あるジョブ �� �� � 
 � ��が入

口から投入されたとき，一つ前に投入されたジョブ����が��で処理中であれば，

��で衝突が生じる．そうでなければ，��は運ばれてきたジョブ ��の処理をすぐ

に開始する．一般にすべての � �� � � � ��に対して，����がジョブの処理を完

了するとすぐに，そのジョブは��に運ばれる．このとき，もし��が他のジョブ

を処理中であれば，��で衝突が生じる．より正確に述べると，�� �� � � � �� で

衝突が起きるための必要十分条件は，��が��の処理を完了するよりも先に，����

が ����の処理を完了するような 
+ � �� � 
 � �� �� � � � � �� が存在することで

ある．衝突に関して，補題 �と補題 �の拡張として，次の補題 �が得られる．

補題 �� � � �に対して，ジョブ間の衝突が起きないための必要十分条件は，すべ

ての 
�� �� � 
 � �� �� � � � � ��に対して

��
���

�
���
� � 	���� �

����
���

�
���
���

が成立することである．

証明� 各機械�� ����で衝突が起こらないための必要十分条件が，全ての 
 �� �

 � �� �� に対して

��
���

�
���
� � 	���� �

����
���

�
���
���

が成立することを示せばよい．�に関する帰納法で証明しよう．� � �のときは，

補題 �から主張は正しい．�より小さい��で主張が正しいと仮定すると，結局は

機械��で衝突が起きないための必要十分条件が，すべての 
 �� � 
 � �� ��に

対して
��
���

�
���
� � 	���� �

����
���

�
���
���

が成立することを証明すればよい．��がジョブ �� �� � 
 � �� ��の処理を完了

する時刻は

�
� ��	���� �
��
���

�
���
�

であり，����がジョブ ����の処理を完了する時刻は


 	���� �
����
���

�
���
���

��



である．よって，��が ��の処理を完了した後に����が ����の処理を完了する

ならば，すなわち式で書くと

�
� ��	���� �
��
���

�
���
� � 
 	���� �

����
���

�
���
���

となり，この式を変形して

��
���

�
���
� � 	���� �

����
���

�
���
��� (���)

が成り立つならば，ジョブ ��と ����は��で衝突が起きない．そして，すべての


 �� � 
 � �� ��に対して，式 (���)が成り立つならばどのジョブも同士も��で

衝突しない．また，
��

��� �
���
� � 	���� �

����
��� �

���
��� を満たす 
 �� � 
 � �� �� が存

在すれば，�
� ��	���� �
��

��� �
���
� � 
 	���� �

����
��� �

���
���を満たす 
 �� � 
 � �� ��

に対して，��がジョブ ��の処理を完了するよりも先に����がジョブ ����の処

理を完了する．よって，ジョブ ��と ����が��で衝突する． (証明終)

��で最後に処理される ��の処理時間（すなわち，�
���
� ）は衝突に影響を与えな

い．この事実は補題 �に含まれている．

��� 最適なオフラインアルゴリズム

すべての処理時間を前もって知っている（言い換えると，すべての処理時間 �
���
�

�� � 
 � �� � � � � �� が入力として与えられる）とき，次の問題を考えよう．

問題� ジョブ間の衝突が無いように全体の処理時間（すなわち，メイクスパン）を

最小化せよ．

処理されるジョブは同じ種類のものなので，理想的には，各 � � � � �に対して，

���� � �
���
� � �

���
� � � � � � �����

が成り立つ．このように，機械 �� での処理時間を何番目のジョブかに関係なく

ある一定値 ����とみなすことができる．この場合は，最も大きな処理時間にタクト

タイムを設定すればよい．それよりも大きな値に設定すれば，余分な遊び時間が

��



生じ，それよりも小さな値に設定すれば，必ず衝突が生じる．ゆえに，最適なタ

クトタイムを 	 �����とすると，

	 ����� � �	

�����

������．

である．さらに，このときの全体の処理時間は

��� ��	 ����� �
��
���

�����

となる．このようにして，理想的な処理機械を使用する場合には，最適なタクトタ

イムを容易に求めることができるが，そのような処理機械は現実的ではない．通

常は異なる 
� 
�に対して，�
���
� と �

���
�� の値は異なる．そのような場合の最適タクト

タイムの求め方を以下では考える．

全ての処理時間が前もって与えられたとき，後で述べるようないくつかのアル

ゴリズムにより最適なタクトタイムを求めることができる．これらのアルゴリズ

ムは最適なオフラインアルゴリズムである．

ところで，各ジョブは搬送系に一定の時間周期（タクトタイム）で投入される

が，できるだけメイクスパンを短くするには，一定間隔でジョブを投入するのを

止めて（タクト方式を止めて），投入間隔を可変にするほうがよい．そこでしば

らくの間，投入間隔を可変として，上で述べた問題を考える．後で述べるように，

投入間隔が可変である場合に考えたアルゴリズムを利用して，タクト方式の場合

も容易に解くことができる．

以下では，��が ��の処理を開始する時刻を �，��が ��の処理を開始する時刻

を �
���
� とし，処理を完了する時刻を �

�����
� とする．��が ��の処理を完了する時刻

������
� は，����が ��の処理を開始する時刻に等しいことに注意しよう．なぜなら，

��から����への搬送時間を無視している（�とみなしている）からである．

����� 線形計画法による解法

-./0 のレイアウトを �次元のコンパクション問題を解くことによって求めるこ

とができる ����．具体的には，一次元のコンパクションアルゴリズムを �回使って

求めている．���� では，�次元コンパクション問題の定式化も行われている．-./0

��



のコンパクション手法では，レイアウト要素の座標間の制約を表現した制約グラ

フ ���� に基づいて，処理を行う．

一方，我々の問題で，全ての処理時間 �
���
� �� � 
 � �� � � � � �� が前もって与

えられているならば，矛盾の無い（衝突の無い）スケジュールを求めるのは容易

である．ここで，この矛盾の無いスケジュールを-./0のレイアウトに対応させる

ことができる．そのため，時間軸に関して一次元コンパクション問題を解けばよ

い．以上のことから，以下に述べる線形計画問題を解くことによって，最小完了

時間を求めることが出来る．

まずは，�機械モデルで考える� ．�機械モデルの場合は最小完了時刻は

�
���
� �

��
���

�	
������ � �
���
����� �����

であることが知られている ����．実は ���� では，搬送時間や投入に要する時間等

も考慮に入れたより複雑なシステムを解析している．この解析結果を利用して，導

出したのが上の式である．

図 ���には，ジョブ��が��で処理を開始する時刻�
���
� ，��で処理が終わる時刻

（���で処理を開始する時刻）�
���
� ，��で処理を完了する時刻����� を使って，��の

スケジュールを図示した．待ち無しの制約（��で処理を終了後，すぐに��で処理

がはじまること）から次の式が成り立たなければならない．すべての 
 �� � 
 � ��

に対して

�
���
� � �

���
� � �

���
� �

�
���
� � �

���
� � �

���
� �

また図 ���に示したように，ジョブ ��と ����が�����で衝突しないための条件

はそれぞれ次のようになる．全ての 
 �� � 
 � �� ��に対して

�
���
� � �

���
����

�
���
� � �

���
����

が成立することである．それゆえ，ジョブの個数が例えば �のとき，以下の線形
��機械モデルでは明らかに最小完了時刻は

��

��� �
���
� であり，議論するまでもない．
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図 ���� ジョブ ��のスケジュールを図で示したもの
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図 ���� 制約条件

計画問題を解けばよい．
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上の線形計画問題を解くことにより得られる最適解 �
���
� �� � 
 � �� � � � � �� は，

最適スケジュールに対応する．
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図 ���� 最適スケジュール

例題 �� 以下の入力を考える．
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上の入力に対して線形計画問題を解くと，最適解は下のようになる．

�
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これらの �
���
� �� � 
 � �� � � � � ��は最適スケジュールを意味しており，図 ���

に対応する．

一般にジョブ数 �の �機械モデルでは次の線形計画問題を解けばよい．

最小化 �����
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一般にジョブ数 �の�機械モデルでは，�機械モデルでの考え方を自然に拡張

することで，次の線形計画問題を解けばよい．

最小化 ������
�
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線形計画問題を解くための様々なソルバーが存在する�．その中の一つで有名な

フリーの %�1��%2! がある．現在，最新のバージョンは ��� であり，���� から入手

することができる．%�1��%2! を使う場合には，入力ファイルは %� 形式で書かなく

てはならない．例えば，例題 � の入力に対して，%� 形式で書き直したものを下に

示す．

���� ������
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%� 形式にはいくつかの約束がある．例えば，分の区切りには 3 を打つ．変数は自

動的に非負と仮定される．括弧 ( ) を使ってはいけない．��� + ��� + � � � は制約
式を分かりやすくするために書いたもので，省略してもよい．また，
+ � をそ

れぞれ 
�+ �� と書いてもよい．上に示した %� 形式で書いた入力ファイル名を

!4�"�%!�%� とする．%�1��%2! を実行するには，コマンドプロンプトを立ち上げ，

�������� � ����������

と入力すると，以下のように出力される．
����� では，線形計画問題に関連するソフトウェアだけでなく，様々な最適化ソフトウェアに関

する情報を入手できる
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これらの解は 例題 � で与えたものと一致する．

����� ネットワーク理論による解法

これまで考えてきた �次元コンパクション問題は，ネットワーク理論を利用し

て解くこともでき (�*� ����)，線形計画法で求めるよりも高速に解くことが出来る．

まずは，矛盾の無いスケジュールから制約グラフへと変換する．すなわち，次の

ような有向グラフ� � �����を構成する．

� � � ������ �� � 
 � �� � � � � � � ��であり，�� � �個の点から成る．

� �は以下に示す �����個の枝から成る．ただし，枝に重みを割り当てる

関数を � とする．
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図 ���� グラフ�の例

	 重み ���
���
� � �

�����
��� � � � を付した ��

���
� � �

�����
��� � �� � 
 � � � �� � � � �

� � ��

ただし，�
���
� を始点で，�

�����
� を終点とする．

例題 �� 以下の入力に対して，構成される有向グラフ�を図 ���に示す．

ジョブ数 � � �� 機械数� � ��

�
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� � ���� �

���
� � �� �
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� � ��
�

始点，終点はそれぞれ �
���
� � �

���
� である．

上のように構成した有向グラフ�に対して，最小完了時刻は始点から終点まで

の最長路の長さに対応する．そのため最長路問題を解けばよいが，一般の最長路

問題は代表的な ��困難問題の一つであり，効率的に解くアルゴリズムは知られ

ていない ��	�．しかし，上のように構成した有向グラフ�上には正のサイクルが

存在しないため，次のようにして効率的に解くことが出来る．�上の全ての枝に

対して，重みの符号を逆にする．すなわち，すべての枝 ��
����
��

� �
����
��

� � � に対して

����
����
��

� �
����
��

� � ����
����
��

� �
����
��

��

�	



このようにして得られた有向グラフを ��とすると， ��に対して最短路問題を解く

ことになる．��上には，負のサイクルが存在しないため，5!%%"���6���法を利用し

て，���� ����� � �������で解くことが出来る（例えば，��	� などを参照）．さら

に次に説明するようにやれば，ダイクストラ法 ��	� を利用して解くことができる．

このとき，データ管理に単純なデータ構造を使うと，計算時間は������ �� ��� �

������� であり，5!%%"���6���法を利用したときと変わらない．しかし，データ

管理にヒープを用いると����� ��� �� �� � ���������� ������ の計算時間で解く

ことができる．また，6�!�"��と ,��7�� ��
�によるフィボナッチヒープという特殊

なデータ構造を用いると，計算時間は ������ �� � ��� �� �� � ����������������

となり，結局のところ単にヒープを用いるときと計算量は同じになる．

まず，衝突が起きないような初期スケジュールを求める．例えば，ジョブ�� �� �

 � � � ��が機械��で終了した時点で，次のジョブ ����の処理を��で開始す

れば，ジョブ ��と ����が衝突することは無い．このように初期スケジュールを決

めたとき，��がジョブ ��の処理を開始する時刻を ����
�

� とし，��がジョブ ��の

処理を終了する時刻を �
������

� とする．また，有向グラフ�の全ての枝に対して，

次のように枝の重みを付け替えた有向グラフを ��とする．すべての枝 ��
����
��

� �
����
��

�

� � に対して
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� � ���������
� ����������
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このようにして得られた ��に対して，最短経路問題を解く（このテクニックは，

��
�と ����で開発された）． ��上の全ての枝の重みが非負なので，ダイクストラ法

を利用して求めることができ，得られた始点 �
���
� から �

���
� までの最短距離 �

���
� の分

だけ初期スケジュール �
����

� から短縮することが出来る．すなわち，下の式が成り

立つ．すべての 
+� �� � 
 � �� � � � � � � �� に対して

�
���
� � �

����

� � �
���
� �

このようにして得られた�
���
� �� � 
 � �� � � � � � � �� は最適スケジュールに対

応する．このとき，メイクスパンは �
�����
� である．
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図 ���� 初期スケジュールの例

例題 �� 以下の入力（例題 � と同じ）を考える．

ジョブ数 � � �� 機械数� � ��
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上の入力に対して，初期スケジュールを以下に示す．
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この初期スケジュールを図 ���に示す．初期スケジュール ����
�

� を使って構成され

たグラフ �� を図 ��� に示す． ��において，始点 �
���
� から各点までの最短距離 �

���
�

を下に示す．
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図 ���� グラフ ��の例
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図 ��
� 最適スケジュール

従って，求めるべき最適スケジュール �
���
� � �

����

� � �
���
� は下のようになる．
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この最適スケジュールを図 ���に示す．

��



����� 貪欲法による解法

上述の線形計画法とネットワークフローアルゴリズムを利用して最適スケジュー

ルを求めるのを止めて，ここでは貪欲アルゴリズムを提案する．すべての処理時

間 �
���
� �� � 
 � �� � � � � �� が与えられたとき，ジョブ ��から ��まで順番に，

待ち無し制約の下で，できるだけ早く各ジョブの処理が完了するようにスケジュー

ルを求めていく．以下に8言語風に書いたコードを示す．

入力
 �+ �+ 全ての処理時間 �
���
� �� � 
 � �� � � � � ���

出力
 メイクスパン�

�� 99 ジョブ �� のスケジュールを計算する�

�� �
���
� � �3

�� ��
 (� � �� � � � � �� � � �)
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� 3

�� 99 ジョブ ��� ��� � � � � �� のスケジュールを計算する�

�� ��
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�=�行目で ��のスケジュールを求める．��の��での処理開始時刻は �である．

��の��での処理開始時刻は，����での処理開始時刻に����での処理時間を加

えたものなので，�
�����
� � �

�����
� である．

残りの行で，��から ��までのスケジュールを求める．その際，下に示した最適

スケジュールの性質を利用している．

��



最適スケジュールの性質

各 �� �� � 
 � ��の最適スケジュールに関して，�� が ��の処理を開始する時刻

に，��が ����の処理を完了するような � �� � � � ��が存在する．

��の��での処理開始時刻�
���
� を ����の��での処理完了時刻にあわせる．これ

は 
行目に対応する．このように仮の �
���
� を決めると，待ち無し制約から，他の

すべての機械�� ��� 	 �����での処理開始 (終了)時刻も求まる．これは，	=��

行目に対応する．次に，このようにして求めた ��のスケジュールに矛盾がないか

（すなわち，����と ��が衝突していないか）をチェックする．これは，��=��行目

に対応する．

以上の処理をすべての 
+ � �� � 
 � �� � � � � �� に対して行う．それゆえ，�

重ループの構造になるので，計算時間は������ となる．このようにアルゴリズ

ムを設計すると，前述のネットワークフローアルゴリズムを利用した方が計算時

間の面で優れている．実は上で示したコードは改善の余地があり，�重ループの構

造に書き直すことができる．

下に示した関数 >�!!� ?%'����#"は �重ループの構造を持つ．このアルゴリズ

ムも順番にジョブ��+ ��+ � � � + �� の処理ができるだけ早く完了するように各ジョブ

のスケジュールを計算する．
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�=�行目で最初のジョブ��のスケジュールを求める．残りの行は，順番に��+ ��+

� � � + ��のスケジュールを求める．まず最初にジョブ間の衝突が無いという制約を

満たすような �� の初期スケジュールを求める．関数 >�!!� ?%'����#"では，��

が ��の処理を開始する時刻を，��が ����（��の一つ前に投入されたジョブ）の

処理を完了した時刻にあわせる．これは 
行目に対応する．��が ��の処理を開始

する時刻を決めると，待ち無し制約から，残りのすべての機械�� ��� 	 �����
が ��の処理を開始（完了）する時刻がすべて決まる．これは 	，��行目に対応す

る．以上で，��の初期スケジュールが求まる．

��の初期スケジュールには，無駄な遊び時間（各機械での，����の処理完了時

刻と ��の処理開始時刻の差）が存在するので，できるだけこの遊び時間を短くし

なければならない．��の初期スケジュールに存在する遊び時間のうち短縮可能な

時間は，各機械の遊び時間の最小値（すなわち，��行目の "���* � ）である．これ

よりも多くの時間を短縮すると，必ず衝突が生じる．これよりも少ない時間を短

縮すると，無駄な遊び時間が存在する．各機械の遊び時間の最小値の計算は 
=��

行目で行う．

��の初期スケジュール �
���
� �� � � � �� ��から，上述の "���* の分だけ引いた

ものが，��の最適スケジュールとなる．これは ��，��行目に対応する．そして，

関数 >�!!� ?%'����#" は，�
行目でメイクスパンを返す．

このアルゴリズムは二重ループの構造を持つので，計算時間は明らかに�����

である．�と�が正の整数（� � �� � � �のようなケースも含む）であれば，アル

ゴリズムは正しく動作する．さらに，全ての処理時間 �
���
� �� � 
 � �� � � � � ��

を入力するのに ����� 時間かかるので，計算時間に関して，このアルゴリズムは

最適である．
�����	 は 
������� �� 	
�� （今までのところ最小）の略

��



補題 �� 関数 ����	
 ��
������ は最小のメイクスパンを達成するスケジュール�
�
���
� �� � 
 � �� � � � � � � ��

�
を計算する．

証明� 内側の最初の *��ループ（	行目のループ）に関して，インデックスの値が �

のときに，ループが実行された後における"���*の値を"���*���とする．最初は，

"���*��� � �
���
� � �

���
���

である．この値が内側のループの中で更新されて，

"���*��� � ����"���*���� �
���
� � �

���
����

となる．この操作を繰り返して，一般には

"���*��� � ����"���*�� � ��� ����� � ������
��� �

となる．変数"���*に注目すると，上の再帰的な関係より，"���*���が �
���
� � �

���
�

から �
���
� � �

�����
��� までの最小値を表していることがわかる．つまり，

"���*��� � ��������� � �
���
���� �

���
� � �

���
���� � � � � �

���
� � �

�����
��� �

である．したがって，� � �のときには，すべての機械を考慮して，ジョブ ����

と ��間の遊び時間の最小値が"���*���として求まっていることが分かる．

さて，��のスケジュール �
���
� �� � � � � � ��が最適であるのは明らかである．

��のスケジュール �
���
� �� � � � � � ��を求めるときは，��の初期スケジュール

から"���*���の分だけずらすので，�
���
� は最適スケジュールである．
より小さ

い値 
�に対して，��から ��� が最適にスケジュールされていると仮定する．��の

スケジュール �
���
� �� � � � � � ��を求めるときも，��の初期スケジュールから

"���*���の分だけずらすので，�
���
� は最適スケジュールである．よって，��から

��までのスケジュールは最適である． (証明終)

例題 �� 実際に関数 ����	
 ��
������ を実装して，以下の入力で実行した．
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図 ��
� �� の初期スケジュール
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図 ��	� 最適スケジュール

�� の初期スケジュールを図 ��
に示す．メイクスパン（すなわち，����� ）は，��と

なる．また，関数実行後に求められた �
���
� �� � 
 � �� � � � � �� を下に示す．

��� � �� ��� � �� ��� � �� ��� � �� ��� � ���

��� � �� ��� � �� ��� � ��� ��� � ��� ��� � ���

��� � �� ��� � ��� ��� � ��� ��� � ��� ��� � ���

��� � ��� ��� � ��� ��� � �
� ��� � ��� ��� � ���

これらの結果は最適スケジュールを意味しており，図 ���に対応する．

次に，計算手間は同じだが，初期スケジュールの作り方が異なるアルゴリズム

を示す．ジョブ ��のスケジュールの決め方は，前述の>�!!� ?%'����#" と同じ

�




である．�� �� � 
 � �� のスケジュールを決めるとき，��が ��の処理を開始する

時刻を，��が一つ前に投入されたジョブ ����の処理を完了した時刻に合わせる．

��が ��の処理を開始する時刻を決めると，待ち無しの制約から，他のすべての機

械�� ��� 	 ����� が ��の処理を開始（完了）する時刻も決まる．このようにし

て決めたのが，��の初期スケジュールである．ただし，この ��の初期スケジュー

ルには，����と ��の衝突が生じる可能性がある．

����と ��間に衝突が存在するとは，機械�� �� � � � �� がジョブ ��の処理を

開始する時刻が，��がジョブ ����の処理を終了する時刻よりも先になっているこ

とに対応する．そこで，衝突が存在する全ての機械��において，それらの時刻の

差の絶対値のうち，最大値の分だけ ��の初期スケジュールをずらせばよい．それ

よりも多くずらすと，少なくともそのずらした分だけ無駄な遊び時間になる．こ

のような考え方に基づいて書いたのが，関数 >�!!� ?%'����#" � である．
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さて，扱う対象をタクト方式の搬送系に戻る．全ての処理時間が前もって与え

られたとき，衝突が起こらないように，メイクスパンを最小にするような最適な

タクトタイム	 �����を求める問題を考える．この問題は，先に記述した関数 >�!!� 

?%'����#" を使って容易に解くことができる．すなわち，関数 >�!!� ?%'����#"

の実行後，得られたスケジュールの投入間隔の最大値が，最適なタクトタイムで

ある．それよりも小さな値をタクトタイムとして設定すると，衝突が生じる．そ

れゆえ，	 �����は，

�	

�������

�������� � �
���
� �

である．

次に，最適なオフラインアルゴリズムを使って求めた最適なタクト	 �����と，オ

ンライン上で決めたタクト 	����との比 	�����	
�
����の最大値（すなわち，競合比）を

考える．競合比の概念は，衝突が存在しないという制約の下で定義されるものであ

る．補題 �より，��で衝突なしのための必要十分条件は �
���
� � 	���� である．搬送

系をオンライン上で考えるときは，処理時間 �
���
� は正規分布（または，指数分布）

に従うので，値としては無限に大きくなりうる．それゆえ，	����を無限大に設定

しておかないと，衝突無しを保障できない．よって，	 �����に関係なく，	���� � 

としなければならない．

我々が対象としているタクトタイム方式の自動搬送システムでは，理論的に衝

突無しを保障するためには，タクトタイムを無限大に設定しなくてはならない．

そこで，タクトタイム方式を止めて，投入間隔をいつでも変更することができ

る場合を考える．搬送系の最後の機械に終了センサーを用意する．終了センサー

とは，処理が終了したことを認識する装置である．このセンサーを使えば，次の

ような簡単なオンラインアルゴリズム �を考えることができる．すなわち，ジョ

ブが搬送系から退出したときに，次のジョブを搬送系へと投入する，というもの

である．入力を � としたとき，オンラインアルゴリズムを使ったときの全体の処

理時間を����とする．また，最適オフラインアルゴリズムを使ったときの全体の

処理時間を��	 ���とする．このとき，オンラインアルゴリズムの競合比は，あ

らゆる �に関して，�������	 ���の最大値で定義される．

�	



補題 �� オンラインアルゴリズム�の競合比は��������である．

証明� 次の式が成り立つ．
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� � �
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�
(���)

式 (���)と (���)より，オンラインアルゴリズム �の競合比を�で抑えることがで

きる．

同様にして，以下が成り立つ．
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�

�
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式 (���)と (���)より，オンラインアルゴリズム�の競合比を �で抑えることがで

きる．

以上から，オンラインアルゴリズム�の競合比は��������である． (証明終)

例題 �� オンラインアルゴリズム�の競合比に関して，タイトな例を示す．入力 �

が �
���
� � � �� � 
 � �� � � � � ��のとき，

���� � ��

��	 ��� � � � �� �

である．よって，競合比に関して，以下の関係式が導かれる．� 
 �のとき，

��

� � �� �
�

�

��� � �� ���
�����
�����

��

� � �のとき，
��

� � �� �
�

�

� � ���� ���
�����
�����

��

また，� � �のときは，
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�
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��



��� 製造装置の表記法

ここでは，実在する製造装置を記号化する．スケジューリング理論では，>���

#�"らが最初に提案した表記法 ���� を用いて，スケジューリング問題を記述する．

>��#�"らの表記法によると，基本的には資源（機械）の特性，ジョブの特性，目

的関数の �つの要素でスケジューリング問題を分類する．��� では，>��#�" らが

提案したものを，最近の研究成果も踏まえて拡張した表記法を紹介している．

また，待ち行列理論では，ケンドールの記号 ��
� を用いて，待ち行列モデルの

分類を行う．この記法は分かりやすく便利であり，単純な待ち行列モデルを分類

するのに優れている．ケンドールの記法では，主に搬送系への到着分布型，処理

時間の分布型，機械の数で待ち行列モデルを表す．

一方，実存する製造装置は，独自の制約を持つ．そのため，ケンドールの記号

のみで実在の製造装置を分類することができない．我々は，それらの製造装置の

独自の制約を以下に示す要素で分類する．

�� 到着分布

(�) タクト型 (	 � ����)� 搬送系への到着分布が単位分布．ほとんどの製造

装置では，タクト型を使っており，入口での搬送制御も容易．

($) 非同期型 (�� �� ��#������)� 搬送系への到着到着分布が単位分布では

ない．ジョブの投入時刻の間隔が異なることを許すため，タクト型に比

べると入口での搬送制御が複雑．

�� 機械間の接続関係

(�) 直列型 (�� �!���%)� 機械が一列に並ぶ．

($) 並列型 (� � ����%%!%)� 複数の同一機械が並列に並ぶ．図 ����に並列型の

例を示す．

(�) ネットワーク型 (� � �!����&)� 一般の接続型．機械を点，接続関係を

枝と見なすとネットワークとして見ることができる．図 ����にネット

ワーク型の例を示す．

�� キャリアの搬送時間

��



(�) �型� 搬送時間がない (すなわち搬送時間が � である)．

($) �型 (�� ��������)� 搬送時間が定数 (� �)．ただし，キャリア毎に搬送

時間が異なってもよい．

(�) �型 (�� ���!%!������)� 移動時の加速度を考慮する．

�� ジョブの物理サイズ

(�) � 型 (� � �����)� ジョブは点である．

($) �型 (�� %!�'�#)� ジョブは長さのみを持つ．

(�) �型 (�� �!����'%!)� ジョブは長方形である．

�� 終了センサー

処理の完了を探知する装置を終了センサーと呼ぶ．終了センサーで探知した

情報を前の機械に伝えることで，ジョブ同士の衝突回避に利用する．

(�) � 型 (� � ��)� 終了センサーが無い．

($) �型 (�� �!�!���$%!)� 探知型．各機械に終了センサーが準備されている．

(�) �型 (�� ��2���!�)� あとどれくらいで処理が完了するかを探知できる

終了センサー (��2���! �!�!�����)を，各機械に付けている．

上記の �から �までを下のように並べて表現する．ただし，最初の�は機械数

であり，その後は順番に上記１から �に対応する．

�

�
� 	

�

�
	
�
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�

�

�

�
���	
�



�

�

�

�

�
���	
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�

�

�

�

�
���	
�



�

�

�

�

�
���	

�例� ��	 ��������� ����� �機械，タクト型，直列型，搬送時間が �，ジョブを点

とみなす，終了センサー無しの製造装置待ち行列モデル．

��	 ��� ������ ����� �機械，タクト型，並列型，搬送時間が �，ジョブを点とみ

なす，終了センサー無しの製造装置待ち行列モデル．

��	 ��������� ����� �機械，タクト型，ネットワーク型，搬送時間が �，ジョブ

を点とみなす，終了センサー無しの製造装置待ち行列モデル．

��



�� ��

��

��

��

��入口 出口

図 ����� 並列型

�� ��

�� ��

��

�	

�
����

入口

出口

図 ����� ネットワーク型

��



第 �章

直列型の搬送系

��� �機械モデル

本章では，処理時間を確率的に扱う．単純な例として，図 ���に示すような �台

の機械からなる搬送系から議論する．ジョブは入口から投入されて，機械��は運

ばれてきたジョブを処理する．そして��での処理が終了するとすぐに出口へと運

ばれる．入口からのジョブの投入は一定の周期（	����）で行われる．処理時間に関

して，本章では正規分布（ガウス分布）に従う場合と，指数分布に従う場合を分

けて説明する．実際は処理時間は正規分布に従うことが経験的に知られているが，

解析結果はあまりすっきりしない形になる．一方，指数分布に従うと仮定すると

（正規分布のときと比べて）理論的な解析結果が明示的に示される．

��入口 出口

搬送系

図 ���� �台の機械からなる搬送系�

��



����� 処理時間が正規分布に従う場合

ここでは，機械��でのジョブ �� �� � 
 � ��の処理時間 ��
� を確率変数として

扱う．すなわち，確率変数 �� �� � 
 � ��は，平均値が�で標準偏差が の正規分

布に従う（しばしば，�� � ����  ��と記述される）と仮定する．一般に，連続型

確率変数!が正規分布����  ��に従うとき，!の確率密度関数 "���は

"��� �
�


� #  
�
�

�
���� ���

�  �




で与えられる ���．それゆえ，特に ! が正規分布 ���� �� に従うとき

"��� �
�

� #

�
�

�
���

�

�

である．また，�� �� � 
 � �� は互いに独立であると仮定する．

衝突確率を解析する．補題 � � より，�個のジョブが衝突しない確率は

�� ��� � 	���� � �� � 	���� � � � � � ���� � 	�����

� ������ � 	��������� (���)

�� �� �� � 
 � �� ��は互いに独立で同一の分布に従う．�

�

�
��

�
� � 	���� � �

 

�
���

(���)

ここで � � ���� ��

�
�標準化変数 � �

�� � �

 

�

�

�� �������

�

��

�

�#

�
�

�
���

�

�
��

����

�

で与えられる．式 (���) は，確率変数 ��が一般の分布に従うときでも成り立つ．式

(���)は確率変数 ��が特に正規分布に従うことを利用して，標準化したものである．

��個のジョブが衝突しない�という事象の余事象は，�衝突が存在する�という事

象である．それゆえ，� � �に対して衝突確率は以下のようになる．

��
�� �������

�

��

�

�#

�
�

�
���

�

�
��

����

� (���)

���での ��の処理時間を表しているので，第 �章で示した表記に従うと，��ではなく �
���
� と書

くべきである．しかし，本章では �機械の場合しか扱わないので，�� と略記する．
�補題 �は，第 �章で述べた．

��



また，チェビシェフの不等式を用いても同じような解析が可能であるが，数値的

には具体的な分布を仮定して積分値を求める上の方式の方が信頼できる．

式 (���) 中の積分を初等関数� を使って表すことはできない� ���� が，下のよう

にガウスの誤差関数を使って表すことはできる．

式 ����� � ��
�

�

�

�
� � !�*

�
	���� � �


�  

��
���

�

ただし，上式でガウスの誤差関数 !�*�$�は

!�*�$� �
�

#

� �




%��
�

��

で与えられる� ����．誤差関数の近似値は，ヘイスティングスの近似値などを利用

すれば，速くかつ高い精度で計算することができる ���．

タクトタイム 	���� を特に ��  + �� �  及び �� �  にそれぞれ設定したとき，

衝突確率（すなわち，式 (���) ）は次のようになる．式 (���) から，衝突が起きな

い確率は，それぞれ ����� � ������ � ��
�������� ����� � ������ � ���������� 及

び ����� � ������ � ����
����� となる．それゆえ，衝突確率は以下のようになる．

�� ��
������� �	���� � � �  のとき��

�� ���������� �	���� � � � �  のとき��

�� ����
����� �	���� � � � �  のとき��

次に，式 (���) の解析結果を使って，下に述べるような実用的な問題を考える．

実用的な問題� 衝突確率が与えられた定数 � �� � � � ��以下になるという条件下

で，タクトタイム 	����を最小化せよ．

上の問題は，式 (���) を利用すれば容易に求めることができる．すなわち，次の不

等式をタクトタイム 	����に関して解けばよい．

��
�

��

�
� � 	���� � �

 

�
���

� ��

���� によると，代数関数，指数関数，対数関数，�角関数，逆 �角関数，およびこれらの関数の

有限回の合成で得られる，実数または複素数変数の関数を初等関数という．
�リュービルが ���

�

の不定積分は初等関数で表されないことを証明したから（例えば，���など

を参照）．参考までに述べるが，��� によると，初等関数の積分がどういうとき初等関数となるか

についてはリュービルの研究がある ���� ���，とのこと．
�誤差関数の定義は書物によって異なるので注意する．例えば，���� や ���� では，��	��� �� �

�
���

�

�� のように，係数 ��
�
を除いた形で定義されている．

��



上の不等式中で �+ �+  + �は定数である．この不等式を変形すれば，次のように

なる．

��

�
� � 	���� � �

 

�
� ��� ��

�

��� �

ここで，正規分布の累積分布関数（8@6）が ��� ��
�

��� に達する点の値を &とす

れば，次の不等式を満たす 	����を求めればよい．

	���� � �

 
� &

この不等式を変形すれば，次のようになる．

	���� � � � & �

それゆえ，	���� � � � & とすればよい．

例題 �� ジョブの個数が��で，衝突確率が����以下になるように（すなわち，� �

��，� � ����）タクトタイムを求める．以下の関係がある．

��� ��
�

��� � ����
�

�� � ����
�
��

また，正規分布の累積分布関数が ����
�
� に達する点の値は，ほぼ ����
� � と

なる．それゆえ，

	���� � � � ����
�  

となる．

����� 処理時間が指数分布に従う場合

処理時間が指数分布に従う場合を考える．すなわち，ジョブ �� �� � 
 � ��の処

理時間 ��は，一定のパラメータ'の指数分布に従い，�� �� � 
 � ��は互いに独立

であると仮定する．一般に連続型確率変数!が指数分布に従うとき，!の確率密

度関数 "���は

"��� �

���
��
'%��� �� � �� �' �正定数��

� �� 
 ��
(���)

�この値は，�
����
���
 ���� を使って容易に求めることができる．

�




で，次の平均(�!�，分散 � �!�，標準偏差  	 をもつ ���．

(�!� �
�

'
� � �!� �

�

'�
�  	 �

�
� �!� �

�

'
�

さて，衝突確率を解析する．�個のジョブが衝突しない確率は，一般の分布に対

して式 (���) で与えられる．それゆえ，衝突が存在しない確率は次のようになる．

式 ����� �

�� 
����

��

"��� ��

����

�

�� 
����




' %��� ��

����

�
�
�� %��
����

����
�

それゆえ，衝突確率は次の式のようになる．

�� ��� %��
����
����

� (���)

ここで注目すべきことは，衝突確率を初等関数で明示的に示せたことである．一

方，処理時間が正規分布に従う場合は，式 (���)に示したように明示的に示せない．

さて，再び衝突確率がある定数� �� � � � ��以下という制約の下でタクト	����

を最小化する問題（実用的な問題）を考える．上で求めた式 (���) を使って，次の

不等式をタクトタイム 	����に関して解けばよい．

�� ��� %��
����
���� � ��

上の不等式中で�+ '+ �は定数である．上の不等式を変形すれば，次のようになる．

	���� � ��

'
��
�

�� ��� ��
�

���

�
�

それゆえ，	���� � � �
�

��
�

�� ��� ��
�

���

�
とすればよい	 ．このようにして，衝突

確率がある与えられた値以下になるという制約の下で最適な（最小の）タクトを

求めることができる．

��� �機械モデル

第 ���章では，�台の機械からなる搬送系を議論した．ここでは，図 ���に示す

ような �台の機械からなる搬送系を議論する．ジョブは入口から投入され，最初の
��� は対数関数を示す．�� � � ���� �（自然対数）のことである．本論文を通して，標準的な数

学関数と記号については，����に従う．

�




�� ��入口 出口

搬送系

図 ���� �台の機械からなる搬送系�

機械��へと運ばれる．��へ到着すると，すぐに��はジョブの処理を開始する．

処理が完了すると，すぐに次に機械��へと運ばれる．��へ到着すると，すぐに

��はジョブの処理を開始し，処理が完了すると，すぐに出口へと運ばれる．入口

からのジョブの投入間隔は一定で，タクトタイム（	����）の間隔で投入される．

処理時間に関して，第 ���章と同じように，正規分布に従う場合と指数分布に従

う場合に分けて説明する．第 ���章で行った解析をそのまま �台の機械からなる搬

送系に適用しようとすると，途中で破綻するが，変数変換をうまく利用すること

で衝突確率を導く．

����� 処理時間が正規分布に従う場合

ここでは，機械��でのジョブ�� �� � 
 � ��の処理時間 �
���
� が正規分布�����  

�
��

に従い，機械��でのジョブ �� �� � 
 � �� の処理時間 �
���
� が正規分布�����  

�
��

に従うと仮定する．また，�
���
� �
 � �� �� � � � � �� � � �� �� は互いに独立であると仮

定する．

衝突確率を解析する．そのために，�つの確率変数!�と!�を

!� � �
���
� � 	���� �

!� � �
���
� � �

���
� � �

���
��� � 	����

とおく．補題 � 
 より，ジョブ ��と ���� �� � 
 � �� �� が衝突しない確率は，次

�補題 �は，第 �章で述べた．

�	



のようになる．
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�
�
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� � �
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��� � 	����
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� �� �!� � � � !� � ��

�

��
�

"���� ��� ��� ��� � (���)

� � �� � � � �� � ��

ただし，上式中で "���� ���は!�と!�の同時確率密度関数を示す．確率変数!�

と!�は互いに独立ではない．そこで，次のような変数変換を行う．

変換

���
��
)� � ��

)� � �� � ��

��� � )�� �� � )� � )��

によって，

( � )� � � � )� � )� � �

と，�とは一対一に対応する．

AA
��

��

)�

)�

)� � �)�

�

(

�� � )�� �� � )� � )� のヤコビアン� は
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*���� ���

*�)�� )��
�
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�
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�

���
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�
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������ �
������

� �

� �

������ � �

であるから，次の式が得られる．

式 ����� �

��
�

+�)�� )�� �� � �)� �)�

�
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+�)�� )�� �)� � (��
)

��



ただし，上式中の +�)�� )��は確率変数 ,�と ,�の同時確率密度関数を示し，

,� � !� � �
���
� � 	���� �

,� � !� �!� � �
���
� � �

���
���

である．それゆえ，,�と ,�は互いに独立である．式 (��
) は処理時間が一般の分

布に従うときでさえ成り立つ．

さて，処理時間が正規分布に従うことを利用すると，,�は ���� � 	�����  
�
��に

従い，,� は正規分布の再生性� より，���� � ���  
�
� �  �

��に従う．,� と ,� の確

率密度関数をそれぞれ +��)��� +��)��とすると，,�� ,�は独立なので，式 (��
) 中の

+�)�� )��は

+�)�� )��

� +��)�� � +��)��

�
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 �
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�


となる．それゆえ，式 (��
)を明示的に示す（初等関数で表す）ことができないだ

ろう．しかし，式 (��
) の数値的な値（近似値）を計算することができる�� � 補題

�より，�個のジョブが衝突を起こさない確率は

�
��
�
����� � 	���� � �

���
� � ����� � ������� � 	����

�����

（すなわち，�式 ���������� であるから，求めるべき衝突確率は次のようになる．
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�� 
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�)�
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�
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+�)�� )�� �)�

����

� (��
)

次に，式（��
）の解析結果を使って，下に示した実用的な問題を考える．

実用的な問題� 衝突確率が与えられた定数 � �� � � � ��以下になるという条件下

で，タクトタイム 	����を最小化せよ．
�正規分布の再生性� 一般に �つの確率変数�，� が独立で，それぞれ��	�
 �

�
��，��	�
 �

�
�� に

従っているとき，� � � は ��	� � 	�
 �
�
� � ���� に従う．例えば，���などを参照されたい．

�	�������� !�を利用しても近似値を求めることができる．

��



衝突確率は式 (��
) で与えられる．それゆえ，次の不等式

��
�� 


��

�)�

� �
�

��

+�)�� )�� �)�

����

� �

をタクトタイムに関して解けばよいが，これを直接（式変形で）求めるのは難し

い．実用的な問題を考えるときに注意するのは，式 (��
) 中でタクトタイム 	����

のみが変数であり，そのほかの �+ �+ ��+ ��+  �+  �は定数だということである．衝

突確率（すなわち，式 (��
) ）は，タクトタイムが短いほど高くなり，逆にタクト

タイムを長くすれば長くするほど小さくなる．実際，式 (��
) はタクトタイムに関

して強い意味で単調減少である�� ．そのため，タクトタイムに関して二分探索法

を使って，最適な（最小の）タクトタイムを求めることができる．二分探索法の

過程で式 (��
) 中の重積分の値を求めなくてはならない．

����� 処理時間が指数分布に従う場合

処理時間が指数分布に従う場合の衝突確率を解析する．ジョブ �� �� � 
 � ��の

機械��での処理時間 �
���
� は，一定のパラメータ '�の指数分布に従い，ジョブ ��

�� � 
 � ��の機械��での処理時間 �
���
� は，一定のパラメータ '�の指数分布に従

う．それゆえ，��と��での処理時間はそれぞれ '�と '�に依存している．

ジョブ ��と ���� �� � 
 � �� ��が衝突しない確率は式 (��
) で与えられる．な

ぜなら，式 (��
) は一般の分布に対して成り立つからである．ここで，処理時間が

指数分布に従うことを利用する．読者のために，もう一度確率変数 ,�と ,�を下

に示す．

,� � �
���
� � 	���� �

,� � �
���
� � �

���
����

それゆえ，,�の確率密度関数 +��)��は

+��)�� �

���
��
'� %

����
��
����� �)� � �	������

� �)� 
 �	������

��一般に，関数 ����が強い意味で単調減少であるのは，
 � �なら ��
� � ����が成り立つと

きである．

��



である．一方，,�の確率密度関数 +��)��は以下のようにして導かれる．確率変数

�
���
� の確率密度関数を -����とすると，

-���� �

���
��
'� %

���� �� � ���

� �� 
 ��

であり，��������の確率密度関数を -��)�とすると，

-��)� �

���
��

� �) � ���

'� %
��
 �) � ��

である．ゆえに，畳込みの定理�� より，,�の確率密度関数 +��)��は以下のように

なる．

8��! �� )� � � のとき

+��)�� �

� �

��

-���� -��)� � �� ��

�

� �


�

'�%
���� � '�%���
������

�

� �


�

'�'�%
��
�%�����������

�
'�'�

'� � '�
%���
� � (��	)

8��! �� )� 
 � のとき

+��)�� �

� �

��

-���� -��)� � �� ��

�

� �




'�'�%
��
�%�����������

�
'�'�

'� � '�
%��
� � (����)

��畳込みの定理：確率変数�，� が独立で，それらの確率密度関数を ����，����とする．この

とき，和 � � � � � の確率密度関数 ����は

���� �

� �
��

���� ��� � �� ��

である．例えば，���などを参照されたい．

��



式 (��	) と (����) をまとめると，

+��)�� �

���
��

����
�����

%���
� �)� � ���

����
�����

%��
� �)� 
 ��

となる．

以上で，��と ����が衝突しない確率（すなわち，式 (��
) ）を計算する準備が

整った．

式 ����� �
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��

�� �
�

��

+��)��+��)���)�

�
�)� �� ,�� ,�は独立�

�

� 


��

�
+��)��

� �
�

��

+��)���)�

�
�)� � (����)

ここで， � �
�

��

+��)���)� �
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��

'�'�
'� � '�

%��
��)� �

� �
�




'�'�
'� � '�

%���
�

� �� '�
'� � '�

%��
�

であるから，

式 ������ �
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����
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'�%
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'� � '�
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���� � %��������
�

�
�)�

�

���
��

� �
�����������

�

��
�
���

�

�
�����������

�

��
�
���

�

�'� �� '�のとき� �

�� %��
���� � �
�
%��
���� � 	���� �' � '� � '�のとき� �

上式のように，ジョブ ��と ����が衝突しない確率（すなわち，式 (��
) ）を明

示的に（初等関数を使って）示すことができた．それゆえ，ジョブの個数が �の

��



とき，求めるべき衝突確率は

��
�

� �
%���
����'��
'�� � '��

�
%���
����'��
'�� � '��

����

'� �� '� のとき� (����)

��
�

��%��
�����'

�
%��
���� � 	����

����

' � '� � '� のとき (����)

となる．

さて，再び衝突確率がある定数� �� � � � ��以下という制約の下でタクト	����

を最小化する問題（実用的な問題）を考える．衝突確率は式 (����)もしくは (����)

で与えられる．それゆえ，次の不等式

��
�

� �
%���
����'��
'�� � '��

�
%���
����'��
'�� � '��

����

� �

もしくは

��
�

��%��
�����'

�
%��
���� � 	����

����

� �

をタクトタイムに関して解けばよい．実用的な問題を考えるときに注意するのは，

式 (����)，(����) 中でタクトタイム 	����のみが変数であり，そのほかの �+ '�+ '�

は定数である．� � �のときは第 ���章で述べたように，上の不等式をタクトタイ

ムに関して式変形で解くことができる．今回の場合は，式変形で解くのは難しい．

以前にも述べたように，衝突確率はタクトタイムが短いほど高くなり，逆にタク

トタイムを長くすれば長くするほど小さくなる．実際，式 (����) と (����) はタク

トタイムに関して強い意味で単調減少である．そのため，タクトタイムに関して

二分探索法を使って，最適な（最小の）タクトタイムを求めることができる．

��� �機械モデル

ここでは，図 ��� �� に示すような一般の�台の機械からなる搬送系を議論する．

第 ���章での解析をそのまま拡張することで，�台の場合でも容易に衝突確率を解

析することができる．ジョブは入口から投入され，最初の機械��へと運ばれる．

ジョブが機械�� �� � � � �� ��へ到着すると，すぐに�� は到着したジョブの

処理を開始する．その処理が終了すると，すぐに次の機械����へと運ばれる．最

��この図は第 �章で示した．

��



後の機械��に到着すると，すぐに��は処理を開始し，処理が終了すると，こ

の搬送系から退出する．搬送系へのジョブの投入間隔を一定とする（すなわち，タ

クトタイムの間隔で投入される）．

処理時間に関してはこれまでと同様に，正規分布に従う場合と指数分布に従う

場合に分けて説明する．また，たくさんの例題を示すことで，実際に計算する際

に役立つものと考える．最後に，実用的な問題の解法を考察する．

����� 処理時間が正規分布に従う場合

機械�� �� � � � �� でのジョブ �� �� � 
 � ��の処理時間 �
���
� は，正規分布

�����  
�
� �に従うと仮定する．それゆえ，処理時間に関して機械毎に異なる平均値

と標準偏差になる場合も考慮している．また，�
���
� �� � 
 � �� � � � � �� は互い

に独立であると仮定する．

衝突確率を解析する．�個の確率変数!� �� � � � ��を

!� �

��
���

�
���
� �

����
���

�
���
��� � 	����

とおく．補題 � �� より，ジョブ ��と ���� �� � 
 � �� �� が衝突しない確率は，次

のようになる．

��

�
すべての � �� � � � �� に対して

��
���

�
���
� � 	���� �

����
���

�
���
���

�

� �� �!� � �� !� � �� � � � � !� � ��

�

��
� � �

�
��

"���� ��� � � � � ��� ������ � � ����� (����)

�� � �� � �� �� � �� � � � � �� � ��

ただし，上式中で "���� ��� � � � � ���は!�+ !�+ � � � + !�の同時確率密度関数を示す．

また!�+ !�+ � � � + !�は独立ではない．そこで，次のような変数変換を行う．

変換

���
��
)� � ��

すべての � �� � � � �� に対して )� � �� � ����

��補題 �は，第 �章で述べた．

��



によって，

� �� �すべての � �� � � � �� に対して
��

���

)� � �

と，��とは一対一に対応する．�� �
��

��� )� �
 � �� �� � � � � �� のヤコビアン� は
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���
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��� � � � ���
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���������������
� �

であるから，次の式が得られる．

式 ������ �
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� � �
�
��
�

+�)�� )�� � � � � )�� �� � �)��)� � � ��)�

�

� 


��
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�
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�)� � � �
� �
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��� 
�

��

+�)�� )�� � � � � )���)� � (����)

ただし，上式中の +�)�� )�� � � � � )��は確率変数 ,�+ ,�+ � � � + ,�の同時確率密度関数

を示しており，

,� � !� � �
���
� � 	���� �

,� � !� �!��� � �
���
� � �

�����
��� �� � � � ��

である．それゆえ，,�+ ,�+ � � � + ,�は独立である．式 (����) は処理時間が一般の

分布に従うときでさえ成り立つ．

さて，処理時間が正規分布に従うことを利用すると，,�は�����	�����  
�
��に従

い，,� �� � � � �� は正規分布の再生性より，���� ������  
�
��� � �

� �に従う．,�+

,�+ � � � + ,� の確率密度関数をそれぞれ +��)��+ +��)��+ � � � + +��)��とすると，,�+

,�+ � � � + ,�は独立なので，式 (����) 中の +�)�� )�� � � � � )��は

+�)�� )�� � � � � )�� � +��)�� � +��)�� � � � +��)��
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となる�� ．それゆえ，式 (����) を明示的に示す（初等関数で表す）ことはできな

いと予想される．しかし，式 (����) の数値的な値（近似値）を計算することはで

きる� 補題 �より，�個のジョブが衝突を起こさない確率は

�
��

�
すべての � �� � � � �� に対して

��
���

�
���
� � 	���� �

����
���

�
���
���

�����

（すなわち，�式 ����������� であるから，求めるべき衝突確率は次のようになる．
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� (���
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例題 �� � � �のとき，式 ������ は，

+�)�� )�� )�� � +��)�� � +��)�� � +��)��
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�#
�
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�

�
 �
� �  �

�

となる．

例題 �� 全ての � � � � �に対して，�����  
�
� � � ����  ��のとき（全ての機械に

おける処理時間の平均値と標準偏差が同一のとき），

+��)�� �
�

�#  

�
�

�
��)� � � � 	�����

�
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�

+��)�� �
�
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#

�
�

�
� )��

� �

�
�� � �� �� � � � � �のとき�

となる．それゆえ，式 ������ は

式 ������ �
�
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#�� ���

�

�

�
�

�
� �

� �

�
��)� � � � 	�����

� �
��
���

)��

��

となる．

次に，式（���
）の解析結果を使って，下に示す実用的な問題を考える．

��有限の積 ���� � � � �� は
��

���

��

と書ける．� � �のとき，この積の値は �と定義される．

�




実用的な問題� 衝突確率が与えられた定数 � �� � � � ��以下になるという条件下

で，タクトタイム 	����を最小化せよ．

衝突確率は式 (���
) で与えられる．それゆえ，次の不等式

��
�� 


��

�)�

� �
�

��

�)� � � �
� �

����

��� 
�

��

+�)�� )�� � � � � )���)�

����

� �

をタクトタイムに関して解けばよいが，これを直接（式変形で）求めるのは難し

い．実用的な問題を考えるときに注意するのは，式 (���
) 中でタクトタイム	����

のみが変数であり，そのほかの �+ �+ �� �� � � � ��+  � �� � � � ��は定数であ

る．衝突確率はタクトタイムが短いほど高くなり，逆にタクトタイムを長くすれ

ば長くするほど小さくなる．実際，式 (���
) はタクトタイムに関して強い意味で

単調減少である．そのため，タクトタイムに関して二分探索法を使って，最適な

（最小の）タクトタイムを求めることができる．

�の値が �や �のように小さな数のときは，このやり方で実用的な問題を高速

に解くことができるが，それよりも�の値が大きくなると，次のような問題が生

じる．二分探索法の実行最中に式 (���
) を何回か計算するが，この式は�重積分

を含んでいる．この�重積分は�が大きくなると，実際に計算するのが困難にな

る．著者はB��#!"�����を使っていくつか試したが，計算誤差のせいで全くでた

らめな値が返ってきた．このような理由で，単純な二分探索法で実用的な問題を

解くことができない．

そこで，�の値が大きい場合（� � �）は，式 (���
) を計算して求めるのを止

めて，別のやり方で衝突確率を求める．すなわち，第 �章で述べる計算機シミュ

レーションで求める．このシミュレーションを使えば，�が大きいときでも，衝

突確率を求めることができる．それゆえ，二分探索法を実行できる．このように

計算機シミュレーションを利用している場合は，我々は擬似二分探索法と呼ぶ．

計算機シミュレーションで求めた衝突確率は，厳密な値（式で求めた値）では

ない．ただし，現場においては厳密な値でなくても，それに近い値であれば十分

であると考える．それゆえ，擬似二分探索法を使えばよい．

�	



����� 処理時間が指数分布に従う場合

処理時間が指数分布に従う場合の衝突確率を解析する．ジョブ �� �� � 
 � ��の

機械�� �� � � � ��での処理時間 �
���
� は，一定のパラメータ '� の指数分布に従

う．それゆえ，�� での処理時間は '� に依存している（機械毎に異なるパラメー

タをとることも考慮している）．

ジョブ ��と ���� �� � 
 � �� ��が衝突しない確率は式 (����) で与えられる．な

ぜなら，式 (����) は一般の分布に対して成り立つからである．ここで，処理時間

が指数分布に従うことを利用する．先に述べたように，,�+ ,�+ � � � + ,�は独立であ

るから，式 (����) 中の

+�)�� )�� � � � � )�� � +��)�� � +��)�� � � �+��)��

である．ただし，+��)�� �� � � � ��は確率変数 ,� の確率密度関数を示す．第

�����章で行ったように畳込みの定理を利用する�� ことで，式 (����) 中の +��)��

�� � � � �� は次のようになる．
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 �	������

+��)�� �

���
��

���� ��
�������

%��� 
� �)� � ���

���� ��
�������

%���� 
� �)� 
 ���
�� � � � �のとき�

それゆえ，以下の注意で示すように ��と ����が衝突しない確率（すなわち，式

(����) ）を明示的に（初等関数で）示すことができる．求めるべき衝突確率は � �
�式 ���������� で与えられるので，式 (����) が明示的に示されていることの意味は

大きい．

式 (����)は，'� �� � � � ��の値に依存しているが，特に全ての'� �� � � � ��

が異なる場合と，全ての '� �� � � � �� が同一である場合にどうなるかを以下に

示す．

注意 �� � � �に対して，全ての '� �� � � � �� が異なるとき，��と ����が衝突

��詳細な手続きは省略するが，第 �"�"�章で説明したやり方をすればよい．

��



しない確率（すなわち，式 ������ ）は次のようになる．
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� � � �

�
%���
����'��'

�
� � � �'����'

�
���

�'�� � '����'
�
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� � � �����
��
���

�
�%���
���� �

�������	

'��
'�� � '��

�
	 �

ただし，上式で ��は

�� �� ��� �� � � � � ��

である．

注意 �� � � �に対して，全ての '� �� � � � �� が同一で，'� � ' のとき，��と

����が衝突しない確率（すなわち，式 ������ ）は次のようになる�	 ．

�� %��
���� � %��
����

.
���
�

�
.�����
� '	���� � .�����

� '�	 �
����

� � � �

�.���� '���	���
����

� .���� '���	���
����

�
� �� %��
���� � %��
����

.
���
�

����
���

.������ '�	 �
����

�

��有限和 �� � �� � � � �� �� は次のように書くことができる．

��
���

�� �

� � �の場合，和の値は �と定義される．

��



ただし，上式で係数 .
���
� �� � �� �� � � � � ��は

.���� � ��

.���� � .
���
��� � �.

���
����

.���� � .
���
��� � �� � ��.

���
����

.���� � .
���
��� � �� � ��.

���
����

���

.�����
� � .

�����
��� � ���� ��.

�����
��� �

.���
� � ���� ��.

�����
��� �� � �のとき�

である�
 ．

例題 �� 注意 � で与えられた式をいくつか具体的に計算してみよう．� � �のとき
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となり，� � �のとき
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になる．

例題 ��� � � �のとき，��と ����が衝突しない確率（すなわち，式 ������ ）は次

のようになる．

'� �� '�� '� �� '�� '� �� '� のとき
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である �� �

���
��� � 	�．

��



' � '� � '� � '� のとき
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����



��'	���� � '�	 �

����
� �
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� �
%�������
�������%�
����'� � %��
����'����'

� � �'�� � '�	���� � ''��	������
��'� � '���

�
�

' � '� � '� �� '� のとき

� �
%�������
�������%�
����'� � %��
����'����'

� � �'�� � '�	���� � ''��	������
��'� � '���

�
�

' � '� � '� �� '� のとき

� �
%�������
�������%�
����'� � %��
����'����'

� � �'�� � '�	���� � ''��	������
��'� � '���

�
�

例題 ��� 注意 � 中の係数 .
���
� �� � �� �� � � � � ��のいくつかを下の表にまとめた．

各 .
���
� の値は 注意 � で与えられた漸化式から求められる�� ．
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例えば，� � �のときは表の �行目の値を利用して，��と ����が衝突しない確

率（すなわち，式 ������ ）は

�� %��
���� � %��
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�

���'	���� � �'�	 �

����
� '�	 �

����
�

となる．� � �のときは表の �行目の値を利用して，��と ����が衝突しない確率

（すなわち，式 ������ ）は
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例題 ��� 注意 � 中の係数 .
���
� �� � �� �� � � � � �� の各関係式（漸化式）を解くと次

のようになる（一部しかないが）�� �� ．
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上で述べた解析結果を利用して，下に示した実用的な問題を考える．

実用的な問題� 衝突確率が与えられた定数 � �� � � � ��以下になるという条件下

で，タクトタイム 	����を最小化せよ．

衝突確率は式 (���
) で与えられる．それゆえ，次の不等式

��
�� 


��

�)�

� �
�

��

�)� � � �
� �

����

��� 
�

��

+�)�� )�� � � � � )���)�

����

� �

をタクトタイムに関して解けばよい．実用的な問題を考えるときに注意するのは，式

(���
)中でタクトタイム	����のみが変数であり，そのほかの�+ �+ '� �� � � � ��

は定数である．� � �のときは第 �����章で述べたように，上の不等式をタクトタ

イムに関して式変形で解くことができる．� � �では，式変形で解くのは難しい．

以前にも述べたように，衝突確率はタクトタイムが短いほど高くなり，逆にタクト

タイムを長くすれば長くするほど小さくなる．実際，式 (���
) はタクトタイムに

関して強い意味で単調減少である．そのため，タクトタイムに関して二分探索法

を使って，最適な（最小の）タクトタイムを求めることができる．式 (���
) は明

示的に示されているので，たとえ�が大きな値だとしても，B��#!"����� などの

科学技術計算ソフトウェアを使えば，容易に式 (���
) の値を求めることができる．

�	漸化式を解くための詳細な手続きは省略．
��一般の �

�	�
� を式（例題中に示した格好）で表現するのは難しいと予想される．

��



第 �章

計算機シミュレーション

前章では，図 ��� � に示した�台の機械からなる直列型の搬送系を議論した．処

理時間が正規分布に従うとき，衝突確率を与えたが，�の値が大きくなると衝突

確率を具体的に計算して求めるのが困難になることを述べた．

しかし，本章で述べる計算機シミュレーションを実行することで，�の値が多

くても衝突確率を求めることができる．図 ���では，ジョブが入口から搬送系へ

と投入されて，たくさんの機械で処理された後に，搬送系を退出する．理論的に

はジョブを大量に搬送系へと投入すると，どこかの機械でジョブ同士の衝突が起

きる確率が高まる．また，タクトタイムを短くすればするほど，衝突確率が高ま

る．機械の台数も衝突の有無に影響を与える．

本章では，このような振舞いを計算機を利用してシミュレーションをする方法，

及びシミュレーションで得られた結果について考察する．具体的には，最初に各

機械�� �� � � � �� でのジョブ �� �� � 
 � �� の処理時間 �
���
� に，擬似乱数を割

り当てる．その後，擬似乱数を与えられた �
���
� �� � 
 � �� � � � � �� を使って，

衝突が起きるかどうかをチェックする．衝突の有無のチェックは補題 � � を使って

行うことができる．補題 �より，衝突が存在するとき（��で衝突），かつそのと

きに限り，
��

���

�
���
� � 	���� �

����
���

�
���
���

を満たす 
+ � �� � 
 � � � �+ � � � � ��の対が存在する．このことに基づいて，

�この図は第 �章で示した．
�補題 �は第 �章で示した．

��



衝突の有無をチェックするシミュレーションプログラムを作る．

��� 処理時間が正規分布に従う場合

以下に，8言語風に書いたシミュレーションプログラムを示す．

�������� ���������

入力
 	����+ �+ �+ ���  � �� � � � ���

出力
 衝突が起きる機械のインデックス．ただし，衝突が生じない場

合は �．

�� ��
 (
 � �� 
 � �� 
 � �)

�� ��
 (� � �� � � �� � � �)

�� �
���
� � �����  

�
� �3 99 ����� � �����  

�
� �

�� ��
 (
 � �� 
 � �� �� 
 � �) :

�� ��/� � �
���
� 3 ��/� � 	����3

�� �� (��/� � ��/�) 
���
� �3 99 機械 �� で衝突


� ��
 (� � �� � � �� � � �) :


� ��/� � ��/� � �
���
� 3

	� ��/� � ��/� � ������
��� 3

��� �� (��/� � ��/�) 
���
� �3 99 機械 �� で衝突

��� <

��� <

��� 
���
� �3 99 衝突無し

上の関数 "�"��#��!では，処理時間が正規分布に従うと仮定している� ．�はジョ

ブの個数，�は機械の台数，	����はタクトタイムをそれぞれ示す．機械�� にお

ける処理時間は正規分布�����  
�
� �に従うとする．�=�行目で，全ての処理時間 �

���
�

を生成する．�=�� 行目で，衝突の有無をチェックする．関数 "�"��#��! は，機械

��で衝突する場合にはその機械のインデックス �を返し，衝突が存在しない場合

には �を返す．一般にはいくつかの機械で衝突条件を満たしている場合もあるが，

その場合でも �つのインデックスを返す．
�処理時間が指数分布など，他の分布に従う場合でも容易にシミュレーションできる．関数 �$

�
����� の �行目を変更するだけである．

��



関数 "�"��#��! の役割で特に重要なことは衝突の有無のチェックすることであ

る．それゆえ，関数が �を返すかそれ以外を返すかに注目している．その意味で

�以外の値が返ってくるのであれば，どれでもよい．衝突のチェックに関して，最

初に ��と ��がどこかの機械�� �� � � � ��で衝突しているかどうかをチェック

する．次に ��と ��がどこかの機械で衝突しているかどうかをチェックする．次に

��と ��に関しても同様に行い，最後には ����と ��のチェックを行う．

計算時間は，二重ループの構造を持つので，明らかに �����である．また，メ

モリに関して処理時間のために二次元配列 �
���
� �� � 
 � �� � � � � ��を準備して

いるので，メモリ計算量は �����である．

衝突の有無をチェックするのにいつも全ての �
���
� を記憶しておく必要はない．

例えば，�� と �� の衝突の有無をチェックするのに，�� �� � 
 � ��の機械��

�� � � � ��での処理時間は必要ないからである．それゆえ，ジョブ二つ分の機械

�� �� � � � �� での処理時間を蓄えておけば十分である．この考え方に基づいて

修正したのが，関数 "�"��#��!�� である．実は巧妙なしかけにより，メモリに関

してサイズ�の配列 �を使って実現している．関数 "�"��#��!�� のメモリ計算

量は ���� である．

�������� �����������

入力
 	����+ �+ �+ ���  � �� � � � ���

出力
 衝突が起きる機械のインデックス．ただし，衝突が生じない場

合は �．
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 � �) :

�� ��/� � ��� 3 ��/� � 	����3

�� �� (��/� � ��/�) 
���
� �3 99 機械 �� で衝突
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�
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�
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� ��
(� � �� � � �� � � �) :


� ��/� � ��/� � ��� 3

	� ��� � �����  
�
� �3 99 ��� � �����  

�
� �

��� ��/� � ��/� � ��� � � 3

��� �� (��/� � ��/�) 
���
� �3 99 機械 �� で衝突

��� <

�




��� <

��� 
���
� �3 99 衝突無し

また，� 
 �のときは関数 "�"��#��!��を使えばよいだろう．配列�のサイズを

より小さくすることができるからである．ただし，メモリ計算量は����で改善

されない．なぜなら，入力された ��+  � �� � � � ��を蓄えるのに���� だけ必

要になるからである．

�������� �����������

入力
 	����+ �+ �+ ���  � �� � � � ���

出力
 衝突が起きる機械のインデックス．ただし，衝突が生じない場

合は �．

�� ��
 (
 � �� 
 � �� �� 
 � �) :
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 � �����  
�
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�
��

�� �� (��
 � 	����) 
���
� �3 99 機械 �� で衝突

�� <

�� ��� � �����  
�
��3 99 ��� � �����  

�
��

�� ��
 (� � �� � � �� � � �) :


� ��
 (
 � �� 
 � �� �� 
 � �) :


� ��/� �����  
�
� �3 99 ��/ � �����  

�
� �

	� ��
 � ��
 � ��/3

��� �� (��
 � 	���� ���
� � ) 
���
� �3 99 機械 �� で衝突
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�
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��� ��� � ��� � ��/3

��� <

��� 
���
� �3 99 衝突無し

関数 "�"��#��!�� と "�"��#��!�� の最悪時の時間計算量は両方とも�����であ

る� ．こうして，衝突の有無のチェックは，�����時間計算量，����メモリ計算

量で実装することができる．

�単に計算時間と書いた場合は，��
��である．

�




さて，関数 "�"��#��! を使って，衝突確率を算出することを考える．関数 "�

"��#��! を呼び出す回数を ���� とする．また，配列 01.2-��� � � � � � を用意す

る．関数 "�"��#��! を ���� 回だけ呼び出したとき，01.2-�� は機械�� で衝

突が生じた回数を意味する．ただし，01.2-�� は衝突が起きなかった回数を意味す

る．01.2-�� �� � � � �� を求める手続きを以下に示す．

��
 (� � �� � � ���� � � � �) :


��%�� "�"��#��!3 99 関数 "�"��#��! を呼び出す．

01.2-�
��%� � �3

<

また，衝突が生じた回数は

衝突が生じた回数 �
��
���

01.2-�� 

であるから，衝突確率は

衝突確率 �
衝突が生じた回数

����
(���)

となる．

我々はシミュレーションを通して，���� � ��� ���に設定した．また，ジョブ

の個数 � � �� ���+ �� � �+  � � ���� �� � � � �� に設定した．そのため，全

ての機械での処理時間の分布は同一である．正規分布を���� ������に設定したの

は，実際の状況をかなりよく反映している� ．平均値を �分と考えると，�シグマ

範囲� では �
��秒から ���
秒の区間になるが，この区間は実際的にも適当である．

また，実際の製造装置のランニングテストでは，オブジェクトを �+���枚程度	 投

入して，問題が無いかチェックする．そのため，� � �� ���と設定するのは実際の

状況を反映しており，妥当であると考える．擬似乱数生成については，.C@?����+

����+ ����+ ��� のライブラリ関数を利用した．このような設定の下で衝突確率（式

(���)）を求める．
�三塚氏（大日本スクリーン株式会社）によると，
平均１（分）、標準偏差 %"%�（分） は、現

状では妥当�とのこと．
�
事実上のすべて�の意味で，区間 �	� ��
 	� ���を �シグマ範囲という ���．
�三塚氏によると，最低でも �%%枚くらいはランニングテストを行うとのこと．

�	



表 ���� �機械モデルでの衝突確率�

	���� ���� ���� ���� ����

シミュレーションで求めた値 (D) ��� 
��	
 ��
	 ���


理論値 (D) ������ 
���� ���� ����

� � �のときのシミュレーション結果を表 ���に示す．�行目はタクトタイムを示

しており，その範囲は ����から ����まで，����刻みでシミュレーションを行った．

� 行目は実際の結果（式 (���)を計算して求めたもの）を示している．	���� � ����

のときは衝突確率は ���D であった．	���� を ���� よりも小さくしても，衝突確

率は ���D のままである．	���� を増やしていくと，徐々に衝突確率は低くなり，

	���� � ����のときに衝突確率は ���
Dで，ほとんど衝突が起きなかった．	���� を

���� よりも大きな値に設定しても衝突確率はほぼ �D になる．こうして予想通り，

タクトタイムが増えると，衝突確率が低くなるという傾向を確認した．表 ��� の �

行目は衝突確率の理論値である．�行目のそれぞれの値は第 �章で与えた式 (���)

を計算したものである．ただし，理論値の結果は全て，小数第 �位を四捨五入し

たものである．表 ��� から分かるように，シミュレーションによる値と理論値が

ほとんど同じになることを確認した．

次に� � �のときの結果を表 ��� に示す．�行目がシミュレーションによる衝

突確率の結果である．�機械モデルのときの結果と同様に，タクトタイムの増加と

ともに，衝突確率が低くなっていくのを確認することができる．

	���� が ����のときに ���D を示した．一方，�機械モデルの場合には，同じタ

クトタイム（すなわち，����）のときに衝突確率が ��
	 D （表 ��� を参照）しか

なかった．このように，同じタクトタイムに設定しても，機械の台数が増えると

衝突確率が増えることも確認することができる．その理由は，�機械モデルの最初

の機械�� が �機械モデルの機械と同じ振舞いをするからである．�機械モデルで

の衝突確率が ��
	 D であるから，�機械モデルでの��でも同程度の衝突確率を

示す．�機械モデルの��と��の両方を考慮した衝突確率は ���D なので，衝突

の大半は�� で生じていることが分かる．

��



表 ���� �機械モデルでの衝突確率�

	���� ���� ���� ���� ���
 ���
 ���	

シミュレーションで求めた値 (D) ��� 
��

 ���
	 ���
 ���	 ����

理論値 (D) ������ 
��
� ����� ���� ���	 ����

表 ��� の �行目は衝突確率の理論値である．�行目のそれぞれの値は第 �章で与

えた式 (��
) を計算したものである．表 ��� から分かるように，シミュレーション

による値と理論値がほとんど同じになることを確認した．

次に� � � のときのシミュレーションによる衝突確率の結果を表 ��� に示す．

各行は機械の台数が同じときの結果で，各列はタクトタイムが同じときの結果で

ある．表 ��� から，タクトタイムが増えるに従って衝突確率が低くなる傾向を確

認できる．さらに，機械の台数� が増えるに従って，衝突確率が高くなる傾向も

確認できる．

また，�の値をさらに大きくした場合（� � ��� ��� ���� ���� ���� 
��� ����）の

シミュレーション結果をそれぞれ表 ���+ ��� + ���+ ��
+ ��
+ ��	+ ���� に示す．これ

らの表で，タクトタイムの区間については，だいたい衝突確率が ���D から � D

まで減少していく部分を中心にチェックできるようにしている．����機械モデル

では表 ���� から分かるように，他のモデルと比べて，タクトタイムをかなり大き

くしないと衝突確率が低くならないことが分かる．例えば，衝突確率を �D 未満

にしたいなら，タクトタイムを ���に設定しなければならない．

また，衝突確率の理論値は式 (���
)で与えられるが，� � �+ �のときに計算した

結果を表 ����に示す
 ．表 ���と表 ����から，� � �� �のときはシミュレーション

で求めた衝突確率と理論式で求めた値とがほぼ一致することが分かる．�の値が �

以上になると，式 (���
)のロバストな計算はかなり難しい．例えば，B��#!"�����

を使って計算しても，計算誤差（丸め誤差，数値積分による誤差など）のせいで，

まったく見当違いの値が返ってくる．

��
����
���
 で計算した．

��



表 ���� シミュレーションで求めた�機械モデルでの衝突確率 �� � �� �� � � � � 
��

�単位� D�

	����

���� ���
 ���
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� 	
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 ���
� ���	� ��
� ��
� ���� ���� ����

��� 処理時間が指数分布に従う場合

処理時間が指数分布に従う場合にもシミュレーションを行った．このシミュレー

ションを行うためには，前に出てきた関数 "�"��#��!の乱数生成の部分（�行目）

を変更するだけでよい．それ以外は，処理時間が正規分布に従う場合と全く同じ

ようにやればよい．

乱数生成に関して，'� � � �� � � � �� の指数分布に設定した．また，ジョブ

数 � � �� ���とした．シミュレーションによる衝突確率の結果を表 ���� に示す．

表 ���� から分かるように，正規分布と同じような傾向を示した．すなわち，タク

トタイムの増加とともに衝突確率は減少し，機械の台数の増加とともに衝突確率

��



表 ���� シミュレーションによる ��機械モデルでの衝突確率 �単位� D�

	���� ���� ���� ���� ���� ���
 ����

衝突確率 (D) ��� 	
��� ����
 ���
� ���� ����

表 ���� シミュレーションによる ��機械モデルでの衝突確率 �単位� D�

	���� ��� ��� ��� ��� ���

衝突確率 (D) ��� 
���� ��
 ���� �

表 ���� シミュレーションによる ���機械モデルでの衝突確率 �単位� D�

	���� ��� ��� ��� ��


衝突確率 (D) 	
�	 ����� ��� ����

表 ��
� シミュレーションによる ���機械モデルでの衝突確率 �単位� D�

	���� ��� ��� ��
 ��
 ��	 ���

衝突確率 (D) ��� 
	�
	 ���� ��
� ���� ���


表 ��
� シミュレーションによる ���機械モデルでの衝突確率 �単位� D�

	���� ��
 ��
 ��	 ��� ��� ��� ��� ���

衝突確率 (D) ��� 	
��� 
���� �	��� 
��	 ��
� ���� ����

表 ��	� シミュレーションによる 
��機械モデルでの衝突確率 �単位� D�

	���� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��
 ��
 ��	

衝突確率 (D) 		��� 	���� ���	� ���

 ����� ��	� ��	� ���� ����
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表 ����� シミュレーションによる ����機械モデルでの衝突確率 �単位� D�

	���� ��� ��
 ��	 ��� ��� ���

衝突確率 (D) 		�	� 	���� ����� �
��� ���� ��	

表 ����� � �� �� �� 機械での衝突確率の理論値� �単位� D�

	����

���� ���
 ���
 ���	 ���� ���� ���� ���� ���� ����

� � 	
��� �
��� ���	� ��
	 ���	 ���� ���� ���� ���� ����

� 		�		 	
�
� 
���� �	��� 
��
 ���� � � � �

は増加する．

また，衝突確率の理論値を表 ���� に示した．処理時間が指数分布に従うときの

理論値は，式 (���
) と 注意 � の結果を利用して求めることができる．処理時間が

正規分布に従うときと違って，�の値が �以上になっても容易に衝突確率を求め

ることができる．これは，衝突確率が明示的に表されているからである．表 ����

と表 ����から，シミュレーションからの値と理論式から計算した値がほぼ一致す

ることを確認できる．

��� �機械並列モデル

直列型モデルの拡張としては，並列モデルが考えられる．一般の待ち行列理論

では一つのステージにいくつもの窓口を仮定するのは普通なので，並列モデルは

一般的な考え方である．ここでは，�機械並列モデル（図 ��� を参照）に関して，

シミュレーションを行った結果を述べる．

以下のことを仮定している．

� 入口から投入されたジョブは，��が空いていれば，��で処理を開始する．

� �� が別のジョブを処理中で，��が空いていれば，��で処理を開始する．

��



��

��

入口 出口

図 ���� �台の同種の処理機械からなる搬送系．

� �� も �� も別のジョブを処理中ならば，衝突が生じる．

実験条件は，� � �� ���+ �� � �+  � � ���� �� � � � �� として，以下のプログ

ラムを走らせた．

�"
 � �� �"
 � ��
�"
 � �"&
'�
��%(��
� ���)� ���* +

��(�"
 �� (�,
*-.�	"* + // 0
が空かどうかのチェック
�"
 � (�,
*-.�	" � �"&�'�

1 ���� ��(�"
 �� (�,
*-.�	"* + // 0
が空かどうかのチェック
�"
 � (�,
*-.�	" � �"&�'�

1 ���� +
%�"�%� 
� // 衝突

1
1
%�"�%� ��

*�� が機械�� での処理終了時間を，*�� が�� での処理終了時間を意味してい

る．また，� を返すとき衝突を意味しており，� を返すときは，衝突が生じなかっ

たことを意味する．上のプログラムを ��+��� 回実行して，どの程度衝突が起きた

かを調べた．その結果を表 ���� に示す．この結果から，�機械モデルでの衝突確

率と同じ値を実現するのに，ほぼ半分のタクトタイムでよいことが分かった（表

��� を参照）．

��� バッファの効果

ここでは，バッファ付き�機械からなる直列型搬送系（図 ��� を参照）を議論

する．実際の製造装置は通常，バッファを用意しているので，バッファ付きのモ

��



�� �� ��
� � �入口 出口

搬送系

図 ���� 各機械が一つ分のバッファを持つときの直列型搬送系．

デルを議論するのは自然なことである．実際，��
� では有限個のバッファをどの

機械にどの程度置けばよいかを研究している．この論文 ��
� では，スループット�

を目的関数としている．一方，我々の目的関数は衝突確率である．衝突確率を低

くするには，どのようなバッファ配置が良いかを考える．バッファ有りの場合，衝

突確率を解析的に求めるのはかなり難しいと予想しているが，計算機シミュレー

ションから様々な有益な知見を得ることができる．

バッファ無しの搬送系（図 ��� を参照）では，ジョブ �� �� � � � �� が��

�� � � � ��に到着したときに，��が一つ前に投入されたジョブ ����を処理中で

あれば，���� と �� の衝突が生じる．しかし，��が一つのバッファを持っていれ

ば，衝突を回避することができる．なぜなら，��はそのバッファへと一時的に退

避することができるからである．そして，����の処理が完了するとすぐに，��は

バッファにあるジョブ ��を自動的に取り出し処理を開始する．ここで，簡単のた

めにバッファへジョブを置いたり，あるいはバッファから取り出しに要する時間は

無いと仮定する．実際はこの時間を無視することはできないが，その場合は処理

時間がそのような時間も含んでいるとみなせば，ここでの議論を適用することが

できる．

各機械がバッファを一つ持つ搬送系（図 ���を参照）では，ジョブ�� �� � 
 � ��

が�� �� � � � ��に到着したとき，��と��のバッファがそれぞれ ���� と ����

で占有されているときに，衝突が生じる．

ここでは，バッファありモデルとバッファなしモデルの二つの場合を，衝突確率

に関してシミュレーションを利用して，比較する．シミュレーション結果は，各

機械がバッファを一つ持つだけでも劇的に衝突確率が低くなった．説明を簡単に

するために，以下の変数を導入する．

�処理装置が，単位時間当たりに処理できるジョブの個数．

��



� 2�
���
� � �� が ��の処理を開始する時刻

� "�
���
� � �� が ��の処理を完了する時刻

ただし，すべての 
 �� � 
 � �� に対して，"�
�
�
� � �
� �� � 	���� とする．各機械が

バッファを一つ持つとき，衝突に関して次の観察を見ることができる．

観察 �� 
� ��� � 
 � �� �� � � � � �� に対して，機械 �� でジョブ �� と ���� が

衝突するための必要十分条件は 2�
���
� � "�

�����
��� である．

上の観察から分かるように，ジョブ �� と �� の衝突は起こらない．上の観察に

基づいて，各機械が一つのバッファを持つとき，衝突の有無をチェックするシミュ

レーションプログラムを以下に示す．プログラム "�"��#��!�$�E!�は 8 言語風に

書かれている．

�������� ���������������

入力
 	����+ �+ �+ ��+  � �� � � � ���

出力
 衝突が生じる機械のインデックス．ただし，どの機械でも衝突

が生じない場合は �．
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�� ��
 (� � �� � � �� � � �)

�� �
���
� � �����  

�
� �3 99 ����� � �����  

�
� �

�� ��
 (� � �� � � �� � � �) "����
 � �3

�� ��
 (
 � �� 
 � �� 
 � �) "��
�� � �
� �� � 	����3

�� ��
 (
 � �� 
 � �� 
 � �)


� ��
 (� � �� � � �� � � �) :


� 2�
���
� � �	
�"������

� � " �
���
����3

	� "�
���
� � 2�

���
� � �

���
� 3

��� <

��� ��
 (
 � �� 
 � �� �� 
 � �)

��� ��
 (� � �� � � �� � � �)

��� �� (2����� � "�
�����
��� ) 
���
� �3

��� 99ジョブ �� と ���� が 機械�� （のバッファ）で衝突．

��� 
���
� �3 99 衝突が生じない

�




関数 "�"��#��!�$�E!� では，処理時間が正規分布に従うと仮定している．�は

ジョブの個数，�は機械の台数，	����はタクトタイムをそれぞれ示す．機械��に

おける処理時間は正規分布�����  
�
� �に従うとする．�=� 行目で，全ての処理時間

�
���
� を生成する．残りの行で，衝突の有無をチェックする．関数 "�"��#��!�$�E!�

は，機械��で衝突する場合にはその機械のインデックス �を返し，衝突が存在し

ない場合には �を返す．一般にはいくつかの機械で衝突条件を満たしている場合も

あるが，その場合でも �つのインデックスを返す．関数 "�"��#��! の役割で特に

重要なことは衝突の有無のチェックすることである．それゆえ，関数が �を返すか

それ以外を返すかに注目している．その意味で �以外の値が返ってくるのであれ

ば，どれでもよい．計算時間は，二重ループの構造を持つので，明らかに �����

である．

関数 "�"��#��!�$�E!� を ��� ��� 回実行して，そのうち何回衝突が生じて，何

回衝突が生じなかったかを数えた．ジョブの個数 � � �� ���+ �� � �+  � ����

�� � � � �� に設定した．そのため，すべての機械での処理時間の分布は全く同

一である．また，タクトタイムは ��		
から �����まで，�����間隔で設定してシ

ミュレーションを行った．表 ���� は計算機実験の結果をまとめたものである．

表 ����から分かるように，衝突確率は各機械に一つのバッファを持つだけで，

バッファ無しの場合と比べて，劇的に低くなった．タクトタイムが �����のときに

衝突確率は �D である．一方，バッファ無しのモデルでは同じタクトタイムで衝

突確率は ���D であった．

また，タクトタイムを各機械の処理時間の平均値と同じ値（すなわち，�����）

に設定したときでも，衝突確率はかなり低く，表 ���� からほぼ �になる．タクト

タイムを各機械の処理時間の平均値と同じ値に設定することは，全体の処理時間

最小化（あるいは，処理機械の稼働率最大化）を目指す場合の目標であると考え

ているので，得られた結果は実用的に非常に役立つものと考える．

さらに，機械の台数が増えてもほとんど衝突確率が増加しないことが分かった．

�機械からはじめて 
��機械でもほとんど同じ衝突確率を示した．バッファなしの

搬送系では，全体の衝突確率は機械の台数の増加とともに高くなる傾向があった

が，この場合にはそのような傾向は見られない．この性質は実用的にもかなり役

立つものと考えている．
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表 ����の結果から，タクトタイムが ��		
+ ��		
+ ��			+ �����のときに衝突確率

は �にならなかった．これらの確率を �にするにはどうしたらいいだろうか．手っ

取り早い方法は，単にバッファの数を増やせばよい．ただ，バッファをたくさん

準備するとその分コストがかかるので，できるだけバッファを減らすように現場

の要求がある．そのため，無駄にバッファを設けるのではなく，必要な分だけ（衝

突確率減少に貢献する分だけ）用意しなくてはならない．では，どの機械にどの

程度のバッファを持たせるといいだろうか．それを調べるために，仮にすべての

機械がバッファを無限個持っているとしよう．そうすることで衝突は絶対に生じ

ない．そして，各機械で必要なバッファ数を数える．以下に，シミュレーションプ

ログラムを示す．

// 正規分布に従う処理時間を生成
��%(!�
� !��0� !��*+

��%(��
� ���)� ���*+
�"&�'&!' � �%�2(* - 3�4�� � 0�� // 乱数生成
��(�"&�'&!' � �* �"&�'&!' � ����

1
1

// 0
におけるスケジュールを求める．
�"&
'&
'���
�"&
'&
'��"&
'&
'��"&
'&
'�
��%(��
� ���)� ���* +

�"&�'&
' � ���
(�"&�,
'&
'5 (�,
*-.�	"*�
�"&�'&
' � �"&�'&
' � �"&�'&
'�

1

// 6
のスケジュールを求める．
��%(!�
� !��0� !��*+

�"&
'&!' � �"&
'&!,
'�
�"&
'&!' � �"&
'&!' � �"&
'&!'�

1

// 6
 , 6�) のスケジュールを求める．
��%(��
� ���)� ���* +

��%(!�
� !��0� !��* +
�"&�'&!' � ���
(�"&�,
'&!'5 �"&�'&!,
'*�
�"&�'&!' � �"&�'&!' � �"&�'&!'�

1
1

// 0
で必要なバッファの個数を求める．
��%(��
� ���)� ���* +

 ����% � ��
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��%(7�
� 7���,
� 7��* +
��(�"&7'&
' 8 (�,
*-.�	"* +

 ����% � �,7�
 %��7�

1
1
��( ����% 8 ��� ����%&
'* ��� ����%&
' �  ����%�

1

// 0
 , 0�0 で必要なバッファの個数を求める．
��%(!�
� !��0� !��* +

��%(��
� ���)� ���* +
 ����% � ��
��%(7�
� 7���,
� 7��* +

��(�"&7'&!' 8 �"&�'&!,
'* +
 ����% � �,7�
 %��7�

1
1
��( ����% 8 ��� ����%&!'* ��� ����%&!' �  ����%�

1
1

上のプログラムで，"�4$�E!��7� が機械�� で必要な（実際に利用された）バッ

ファの個数を示している．実際の実験では，上のプログラムを���� 回実行した．

それゆえ各 7 に対して，���� 個の "�4$�E!��7� を得ることになるが，そのうち

の最大値を機械 �� で必要なバッファ数とした．実験条件（� � �� ���+ �� � �+

 � � ����）は先のシミュレーションと同じである．ただし，� � 
�� とする．

���� � ���のときの実験結果（�� で必要なバッファ数）を以下に示す．

	���� � �����のとき �� � �� �� � �� �� ���

 � ��

	���� � ����
のとき �� � �� �� � �� �� ���

 � ��

	���� � �����のとき �� � �� �� � �� �� ���

 � ��

	���� � �����のとき �� � �� �� ���

 � ��

	���� � �����のとき �� ���

 � ��

上の結果から分かるように，�� や �� のような最初の方に置かれている機械

が，残りの機械と比較して，多くのバッファを必要とすることが分かった．機械

のインデックスが増えるに従って，必要なバッファ数は単調に減少している．こ


�



の実験から，どの機械にどのくらいのバッファが必要か知ることができて，無駄

なバッファを減らすことができる．

次に ���� � ��� ��� のときの結果を以下に示す．

	���� � �����のとき �� � �� �� ��� � �� �	 � �� �
 � �� �� ���

 � ��

	���� � ����
のとき �� � �� �� ��� � �� �	 � �� �
 � �� �� ���

 � ��

	���� � �����のとき �� � �� �� ��� � �� �	 � �� �
 � �� �� ���

 � ��

	���� � �����のとき �� ��� � �� �	 ���

 � ��

	���� � �����のとき �� ���

 � ��

上の結果から分かるように，���� が増えると，当然ながら必要なバッファ数

も増える傾向を示した．ただ，必要なバッファ数は，機械のインデックスが増える

に従って，単調に減少しない部分があった（例えば，タクト長が ��		
のとき，�	

と�
 のバッファ数を参照）．上の実験をすることでで主張できることは，�����

回のシミュレーションを行っても，このぐらいのバッファを用意しておけば，衝突

が起きない�ということである．���� の値が大きいほど，必要なバッファ数も増

えて，そのシステムの安全性も向上するものと考えている．その意味で，����

の値をどの程度にするのかが重要である．

参考までに，���� � ���� ��� のときの結果�� を以下に示す．

	���� � ����
のとき �� � �� �� � �� �� ���� � �� ��� ���

 � ��

�	この結果は三浦くんの提供によるものである．この結果を得るためにかかった!&'タイムは

�����"�秒．
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表 ����� シミュレーションで求めた � 機械での衝突確率 �� � �� �� � � � � 
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表 ����� � 機械での衝突確率の理論値 �� � �� �� � � � � 
�� ただし，処理時間は指数

分布に従う．�単位� D�
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表 ����� �機械並列モデルでの衝突確率�
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表 ����� シミュレーションによる衝突確率� �単位� D�
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第 �章

その他のスケジューリング問題

本章では，実際の製造の現場で重要なその他のスケジューリング問題を議論す

る．特に第 ���章では搬送計画問題を扱い，第 ���章では周期的なタイムスロット

付きジャストインタイムスケジューリング問題を扱う．

��� 搬送計画問題

搬送計画問題とは，多品種製造ラインにおける最適な搬送計画を求める問題で

あるが，製造の担当者にとっては切実な問題である．図 ���に示すように+ 対象と

する製造装置は入口+ 出口+ いくつかの処理装置+ 及び（いくつかの）キャリアか

ら構成される� 入口と出口はそれぞれ一つだけだが+処理装置とキャリアの数は任

意とする� 処理装置の集合を場所集合� とし+ キャリアの集合を+ キャリア集合�

とする� また+ オブジェクトの集合を�とする� オブジェクトとは処理をされる品

物のこととである� 各オブジェクトには処理装置の順番が予め決められている� 具

体的には入口から投入されたオブジェクトはキャリアを使って+ 決められた処理装

置へと搬送される� 処理装置での処理が終了したら+再びキャリアで決められた処

理装置へと搬送される� 最後にはキャリアで出口へと搬送されて+ 一つのオブジェ

クトの処理が終了する� 本論文で扱うオブジェクトは多品種を想定しているので+

各オブジェクトごとに処理時間が異なる� また+ どの処理装置もバッファを持って

いないとする� ある時間において処理装置が処理できるオブジェクトの数は高々�

つである� また+ 各オブジェクトごとに処理装置における滞在時間に上限と下限を
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製造装置�

製造装置3

入口

出口 キャリア

図 ���� 簡単な製造装置の模式図

設ける� 下限は実際に処理にかかる時間である� 一方+ 上限を付ける理由は実際の

処理装置では+ 熱処理や薬品処理などをすることがあり+それらの処理後は時間の

経過とともに+ オブジェクトの性質も変えてしまうことがあるからである� 従って+

いつまでもそれらの処理装置に滞在することが出来ない�

キャリアについては次のようなモデルを使う� すなわち+ オブジェクトを運んで

いない（空の状態）時には+ 現在の位置に関わらず瞬時に利用することができ+か

つ+ オブジェクトの持ち置きに要する時間を �とする� このように空の状態の時に

はいつでも利用できるという仮定は+ある時間におけるキャリアの位置情報は考慮

に入れないことを意味する� また+ キャリアのキャパシティは特に断らない限り �

とする� 本論文では簡単のため上のようなキャリアモデルを使うことにする�

さて+ ここで簡単な搬送計画の例を示す� ここでは+ 図 ���に示した製造装置を

使う� 処理するオブジェクトは �つで+ 4�� 4�� 4�の順番に処理される� 処理の順番

はすべて+ 処理装置��3とする� このとき搬送計画の例を図 ���に示す� この図は

縦軸に入口+ 出口+ 処理装置�+ 処理装置3+ 及びキャリアをとって+ 横軸に時間を

とる� オブジェクト 4�の搬送計画は実線で示した� 入口から提出された後+キャリ

アを利用して処理装置�へ搬送される� 処理装置�での処理が終了した後+キャリ

アを利用して処理装置3へ搬送される� 処理装置3での処理が終了した後+ キャ
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製造装置�

製造装置3

入口

出口

キャリア

4� 4� 4�

図 ���� 搬送計画の例

リアを利用して出口へ搬送される� オブジェクト 4�+ 4�も同様に処理される� ある

時点で処理できるオブジェクトの数は高々�つであるという制約を図 ���は満たし

ている� 図 ���以外にも実行可能な搬送計画の例は考えられる� 搬送計画問題で求

めたいのは+ 全体の終了時刻が最小となるような搬送計画（搬送スケジュール）で

ある�

����� 搬送計画問題の定義，及び例題

搬送計画問題では+ 以下の集合を扱う�

� � �4�� 4�� � � � � 4�� �オブジェクトの集合�

� � �/�� /�� � � � � /�� �場所集合�

� � �0�� 0�� � � � � 0�� �キャリアの集合

各オブジェクト 4�は+ 一定の順序に従って場所を移動していくが+ その順序を搬

送順序として定義する�

（例）41��4�� � �/�� /�� /�� /��

場所を移動するときには+ 始点と終点の場所の対でユニークに決まるキャリアを用

いる� キャリアも順序に含めたものを詳細搬送順序ということもある� たとえば+







41��4�� � �/�� 0�� /�� 0�� /�� 0�� /��

のように+ 場所とキャリアを交互に指定する� さて+ 搬送順序は同じであってもオブ

ジェクトごとに処理が異なることがあるので+各場所での滞在時間も指定すること

にする� 本論文では+ 滞在時間の上限と下限が指定されている問題を考える� キャ

リアについても始点と終点の位置によって時間は異なるのが一般的であるが+本論

文では簡単のため+ キャリアでの滞在時間はどんな場合も �単位時間と仮定した�

さて+ 場所 /�におけるオブジェクト 4�の滞在時間の下限と上限が 5��と 6��である

とき+ /��5��� 6�� と表わすことにする� オブジェクト 4�の搬送順序に滞在時間の制

約を加えたものを移動系列と呼び+  �4��という記号で表すことにしよう� 上の例

では+

 �4�� � �/���� � � 0���� � � /���� � � 0���� � � /���� � � 0���� � � /���� � ��

のような系列が考えられる� 一般的には+

 �4�� � �/�� �5��� � 6��� � 0����� � � /���5��� � 6��� � 0�� ��� � � � � � �

のように表現することができる�

このように+ 移動系列  �4��はオブジェクト 4�が移動していく時の制約を表わし

たものである� オブジェクト 
の状態が変化することをイベントと呼ぶとき+ イベ

ント発生の時刻を指定すれば+そのオブジェクトの動作を完全に指定することがで

きる� そのような系列をオブジェクト 4�の実現系列と呼ぶことにしよう� たとえば+

 �4�� � �/�� �5��� � 6��� � 0����� � � /���5��� � 6��� � 0�� ��� � � � � � �

の場合+ オブジェクト 4�が場所 /��に現われる時刻 ��� + 4�がキャリア 0��で移動し始

める時刻 ��� + 場所 /��に到着した時刻 ��� + � � � が全て指定することを意味する� オブ

ジェクト 4�が場所 /��に時刻 ���に到着した後+ 時刻 �����にキャリア 0����で別の場

所に移されるとき+ 場所 /�� での滞在時間の下限と上限を 5��� + 6���とすれば+

��� � 5��� � ����� � ��� � 6���

という不等式を満たさなければならない� このような条件を満たすオブジェクト4�

の実現系列を  
 �4��という記号で表す�  
 �4��はイベント発生時刻の系列である

から+







 
 �4�� � ���� � ��� � � � � � �

のような形式で表現できる�

さて+ 全てのオブジェクト 4�� 4�� � � � � 4�の実現系列を全て定めたとき+ それらが

全体として実行可能かどうかが問題となる� ここで問題となるのは+ それぞれの

場所とキャリアに対して指定されたキャパシティである� すなわち+ それぞれの場

所とキャリアで同時に収容可能なオブジェクトの最大個数がキャパシティであり+

0./�/��+ 0./�0��のように表現する� 本論文では+ キャパシティはすべて �と仮定し

て話を進めている�

さて+ 全オブジェクトの実現系列を指定したとき+ 任意の時刻 � において+ 各オ

ブジェクトが存在する場所がユニークに定まる� 場所とキャリアにはキャパシティ

が存在したから+ どの時刻においてもキャパシティを超えるオブジェクトが同一の

場所またはキャリアに存在してはならない� この制約をキャパシティ制約と呼ぶ�

結局+ 最終的に求めたいのは+ 滞在時間に関する制約とキャパシティ制約を満た

す実現系列である�

さて+ オブジェクト 4�の移動系列は一般的に+

 �4�� � �/�� �5��� � 6��� � 0����� � � /���5��� � 6��� � 0�� ��� � � � � � �

のように表現できたが+ ここで+

/�� � 0�� � 5��� � �� 6��� � �� /�� � 0�� � 5��� � �� 6��� � �� � � �

とおくと+

 �4�� � �/���5��� � 6��� � /�� �5��� � 6��� � /���5��� � 6��� � /�� �5��� � 6��� � � � � �

となる� 従って+ 場所集合 � とキャリア集合 �を �つの場所集合 � として扱うこ

とができる� 滞在時間については+一般的に扱うために下限値と下限値を任意とす

る� 以上で搬送計画問題を定式化する準備が整った� 最適化問題として見た時の本

問題を以下のように定義する�


	



搬送計画問題 �最適化問題�

入力
 場所集合 � � �/�� /�� � � � � /��+ オブジェクト集合� � �4�� 4�� � � � � 4��+ 各
オブジェクト 4� � �の移動系列  �4��+ 各場所 /� � � のキャパシティ0./�/��

出力
 滞在時間に関する制約とキャパシティ制約を満たす各オブジェクトの実現

系列の中で+ 全体の終了時刻が最も小さいもの

次に+ 決定問題として見た時の本問題を以下のように定義する�

搬送計画問題 �決定問題�

入力
 場所集合 � � �/�� /�� � � � � /��+ オブジェクト集合� � �4�� 4�� � � � � 4��+ 各
オブジェクト 4� � �の移動系列  �4��+ 各場所 /� � � のキャパシティ0./�/��+ 正

整数 	

出力
 滞在時間に関する制約とキャパシティ制約を満たす各オブジェクトの実現

系列の中で+ 全体の終了時刻が 	 以内であるものが存在するか判定

滞在時間に関する制約とキャパシティ制約を満たす各オブジェクトの実現系列

が存在して+ かつ+ 全体の終了時刻が与えられた正整数	 以内であればF!�を出力

する� そうでなければ��と出力する�

例題 ��� 以下の入力を考える．

� � �/�� /�� /�� /��� � � �4�� 4�� 4���
 �4�� � �/���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � ��

 �4�� � �/���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � ��

 �4�� � �/���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � ��

0./�/�� � 0./�/�� � 0./�/�� � 0./�/�� � ��

この入力は� �つの要素から成る場所集合 � と �つの要素から成るオブジェクト

集合�� 及び上に示した移動系列  で表現される� 各オブジェクトが，ある時点に

どの場所にいるか（これを搬送計画という）を決めたら，集合 � の要素を縦軸に�

時間を横軸に取って図示すると分かりやすい� 上の入力に対して� 制約条件を満た


�



す搬送計画を図 ��� �.�に示す� オブジェクトのスタート順は 4�� 4�� 4�となってい

る� 滞在時間には最小値と最大値が指定されているので� 図の方では横線が伸び縮

みすることに対応している� 図 ��� �.�では� 滞在時間を全て最小にして搬送計画を

立てた� このとき� 総所要時間は �
である� 図 ��� �7�では� スタート順を 4�� 4�� 4�

とした時の搬送計画の例を示した� この例でも� 前の例と同じように� できるだけ

早く終了することを考慮して� 貪欲に搬送計画を立てたものである� このとき� 総

所要時間は ��となり� 図 ��� �.�よりも短くなった� 最後にスタート順を 4�� 4�� 4�

とした時の搬送計画の例を図 ��� �0�に示す� これは総所要時間が ��となり� 今ま

でで最も良いものである� 実際� これは最適な搬送計画である� なぜなら� 4�と 4�

の全体の所要時間はそれぞれ少なくとも ��であり� また� 同時にスタートするこ

とができないから� 4�と 4�のスタート時刻を少なくとも時間 �だけずらさなけれ

ばならない� そして� 図 ��� �0�は �だけずらした搬送計画なので最適である�

例題 ��� 全く同じ移動系列を複数個処理する場合を考える�

� � �/�� /�� /�� /�� /��� � � �4�� 4�� 4���
 �4�� � �/���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � ��

 �4�� � �/���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � ��

 �4�� � �/���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � ��

0./�/�� � 0./�/�� � 0./�/�� � 0./�/�� � 0./�/�� � ��

まず� 明らかに制約条件を満たす搬送計画を図 ��� �.�に示す� このように� ある

オブジェクトの処理が完全に終わったら�別のオブジェクトの処理を開始する� と

いう方式を取ると制約条件を満たす搬送計画になるのは明らかである� 効率よく

処理するためには� 並列的に処理すれば良い� 問題の制約条件を満たすように� 貪

欲に搬送計画を立てたものを図 ��� �7� に示す� これは各場所での遊びの時間が無

いので� 大変効率が良い搬送計画である� 実際の製造装置は� このような結果にな

る入力例が多いようである�

上の �つの例では+ 滞在時間は全て最小値にセットしていたが+ いつでも最小値

を選んだ方が良いとは限らない� そのような例を下で考える�
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図 ���� 搬送計画の例

例題 ��� 以下の入力を考える．

� � �/�� /�� /��� � � �4�� 4���
 �4�� � �/���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � ��

 �4�� � �/���� � � /���� � � /���� � ��

0./�/�� � 0./�/�� � 0./�/�� � ��

明らかに制約条件を満たす搬送計画を図��� �.� に示した� 全体の終了時刻を早

くするためには� 4�の /�での滞在時間を �に伸ばす� そして� 4�を中に入れると図

��� �7� の様に最適な搬送計画になる� 最適性は全解探索から明らかである� この
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図 ���� 搬送計画の例

例のように� 滞在時間を常に最小にすれば良いとは限らないのである�

最適な搬送計画が複数個存在するケースを見てみる．

例題 ��� 次の入力を考える．

� � �/�� /�� /�� /�� /��� � � �4�� 4�� 4���
 �4�� � �/���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � ��

 �4�� � �/���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � ��

 �4�� � �/���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � ��

0./�/�� � 0./�/�� � 0./�/�� � 0./�/�� � 0./�/�� � ��
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図 ���� 搬送計画の例

明らかに制約条件を満たす搬送計画を図 ��� �.� に示す� また� 図 ��� �7�� �0�� ���

の � つの搬送計画はいずれも総所要時間が � である� �つとも最適なスケジュー

ルを示している．

これまで見てきた例題はすべての場所のキャパシティが �であった．そうでな

い例も見てみる．

例題 ��� 以下の入力を考える．

� � �/�� /�� /�� /�� /�� /	�� � � �4�� 4�� 4�� 4���
 �4�� � �/���� � � /	��� � � /���� � � /	��� � � /���� � � /	��� � � /���� � � /	��� � � /���� � ��

 �4�� � �/���� � � /	��� � � /���� � � /	��� � � /���� � � /	��� � � /���� � � /	��� � � /���� � ��

 �4�� � �/���� � � /	��� � � /���� � � /	��� � � /���� � � /	��� � � /���� � � /	��� � � /���� � ��

 �4�� � �/���� � � /	��� � � /���� � � /	��� � � /���� � � /	��� � � /���� � � /	��� � � /���� � ��

0./�/�� � 0./�/	� � �� 0./�/�� � 0./�/�� � 0./�/�� � 0./�/�� � ��

この入力の場合� 場所 /�� /�� /�� /�のキャパシティが � なので� それぞれの場所

で任意の時点で処理されるオブジェクトの数は最大 � 個まで許される� 各場所で

キャパシティを満たす搬送計画を図 ��� �.�� �7� に示す� �.� はオブジェクトが 4��

4�� 4�� 4� の順番で処理される搬送計画であり� �7� はオブジェクトが 4�� 4�� 4�� 4�

の順番で処理される搬送計画である� どちらも� 総所要時間は �
 である� 場所 /��

/�� /�� /� のある時点でオブジェクトが � 個処理されているのが見て分かる� 図で

は横線が重なっているところに対応する．
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図 ���� 搬送計画の例

����� �� 完全性

定理 �� 搬送計画問題は �� 完全である．

証明� 以下の二つのことを示せばよい�

� 搬送計画問題が �� に属すること�

� ビンパッキング問題を搬送計画問題に多項式時間帰着できること

まず+ 搬送計画問題が �� に属することを示す� 証明のアイデアは+ 搬送計画そ

のものを証明書として使うことである� 検証装置へ搬送計画を証明書として与えた

時+ 検証装置はその搬送計画が問題の制約条件を満たしているかどうか調べる� ま

た+ 全体の終了時間が正整数 	 以内か調べる� 両方の検査に合格すれば受理する�

そうでないならば拒否する�


�



次に+ ビンパッキング問題が搬送計画問題へ多項式時間還元可能であることを示

す� ここで+ ビンパッキング問題 (箱詰め問題とも呼ばれる)とは代表的な��完全

問題の一つであり ��	� + 次のような問題である．

ビンパッキング問題

入力 �ビンの容量��ビンの個数 ��収める物の容量の組 ���� ��� � � � � ���

出力 �次の条件を満たす � � ���� ��� � � � � ���が存在するか判定
�� � ��� �� � � � � ��� �
� ��
 �� ���� � �� � ��かつ
� 
���

�� � ��� �� � � � � ��� �

�
����

�� � ��

�個のアイテムと個々のアイテムに対するサイズ ���
 � �� �� � � � � �� が与えられて

いる� これら �個のアイテムを+ サイズ�のビン �個に詰めることができるか+ と

いう問題である�

以下に示すことは搬送計画問題をサブルーチンとして使って+上記のビンパッキ

ング問題を解く方法である�

サブルーチン（搬送計画問題）への入力 �

� � �/�� /��� � � �4�� 4�� � � � � 4�� 4���� � � � � 4�����
 �4�� � �/����� �� ��� � 
 � ���

 �4�� � �/���� � � /����� � /���� � ��� � � � 
 � � � ���

0./�/�� � 0./�/�� � ��

	 � ��� � ��

�個のアイテムは+ 4��
 � �� �� � � � � ��に対応している� そして+ アイテムのサイ

ズ ���
 � �� �� � � � � ��は+ オブジェクトの移動系列中の場所での滞在時間に対応し

ている� �個のビンは+ 4��
 � � � �� � � �� � � � � � � ��に対応している� そして+ ビ

ンのサイズ �は+ オブジェクトの移動系列中の場所での滞在時間に対応している�

	 の値はビンのサイズと個数から決まる定数である� この入力に対する制約条件

を満たす搬送計画を図 ��
 に示した� 問題の制約条件を満たし+ かつ+ 全体の終了

時刻が 	 以内である搬送計画が存在するならば+  !�と答え+ そうでないならば+ ��

と答えれば良い� これで+ ビンパッキング問題を解くことができる� (証明終)


�



定理 �� 各オブジェクトのスタートの順序が決まっていたとしても搬送計画問題は

�� 完全である．

証明� 一般の搬送計画問題にある制約をつける� 制約内容は+ 各オブジェクトのス

タートの順番付けである� このように制約を加えたとしても+ ��完全であること

を示すことができる� 証明方法は前と同じでビンパッキング問題からの帰着によ

る� つまり+ オブジェクトのスタートが順番付けされた搬送計画問題をサブルーチ

ンとして使って+ ビンパッキング問題を解くのである� 以下にサブルーチンへの入

力を示す�

サブルーチン（制約付き搬送計画問題）への入力 �

� � �/�� /�� � � � � /����� � � �4�� 4�� � � � � 4�� 4���� � � � � 4�����
 �4�� � �/���� � � /������
 � /����� �� ��� � 
 � ���

 �4�� � �/���� � � /������� � /���� � ��� � � � 
 � � � ���

0./�/�� � ��� � 
 � � � ���

	 � � � ��� � ��

�個のアイテムは+ 4��
 � �� �� � � � � ��に対応している� そして+ アイテムのサイ

ズ ���
 � �� �� � � � � ��は+ オブジェクトの移動系列中の場所での滞在時間に対応し

ている� �個のビンは+ 4��
 � � � �� � � �� � � � � � � ��に対応している� そして+ ビ

ンのサイズ �は+ オブジェクトの移動系列中の場所での滞在時間に対応している�

	 の値はビンのサイズと個数+及びアイテムの個数から決まる定数である� 各オブ

ジェクトのスタートの順番は 4�� 4�� � � � � 4�� 4���� � � � � 4���である� この入力に対す

る制約条件を満たす搬送計画を図 ��	 に示した� 問題の制約条件を満たし+ かつ+

全体の終了時刻が 	 以内である搬送計画が存在するならば+  !�と答え+ そうでな

いならば+ ��と答えれば良い� これで+ ビンパッキング問題を解くことができる�

(証明終)

����� 制約付き搬送計画問題に対する解法

一般の搬送計画問題にかなり強い制約を加えて+多項式時間で解くアルゴリズム

を説明する� 強い制約とは+ 各場所のキャパシティを 0./�/�� � � �/� � � � とする







ことと+ 全てのイベント生起の順番付けをすることである� ここで，イベントとは

ある場所 /� �� � � から別の場所 /�� �� � 	 �/��� へと移動することを意味する．こ
れらの制約を加えた搬送計画問題を+ 本論文では特に �制約付き搬送計画問題�と

呼ぶ� この制約によって+対象となる搬送計画の数が激減して非常に扱いやすくな

る� 実際+ 製造装置には強い逐次性があるため+ 順番付けの制約は現実問題に直結

している�

全てのイベント生起の順番を決めてしまえば+単に貪欲に処理時間を減らせば良

い� 従って+ この制約は搬送計画問題を一次元コンパクション問題に変換する� 一

次元コンパクション問題を解く一つの解法としては+線形計画法が挙げられる� 一

次元コンパクション問題を線形計画問題として定式化することができるからであ

る� 問題の条件を線形制約式として定式化すれば+数理計画ソフトウェアを用いて

求解可能となる�

また，ネットワーク理論を利用したアプローチもあり，より高速に解くことが

できる．一次元コンパクション問題に対して，ネットワーク理論を使って解く手

法は，./0の最適レイアウト決定問題に応用された ����．この手法を，制約付き搬

送計画問題に適用させる．

まずは，線形計画法に解法を述べる．例として，下の入力に対して搬送計画問

題を考える．

� � �/�� /�� /�� /��� � � �4�� 4���
 �4�� � �/���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � ��

 �4�� � �/���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � ��

0./�/�� � 0./�/�� � 0./�/�� � 0./�/�� � ��

この入力に対する制約条件を満たす搬送計画を図 ����に示す� そして+イベント

生起時間に変数 ���
 � �� �� � � � � 
�を割り当てる� ��が全体の終了時刻であり+ こ

の値をできるだけ小さくしたいので+ ��が目的関数である�

入力より明らかなイベント生起の順番は+ �� � �� � �� � ��と �� � �	 �
�
 � �� である� さらに+ ここでは �� � �	� �� � ��� �� � �
 という制約を付け







加える� 距離関数 ��
� �� � �� � �� とすると+ 以下の線形計画問題を解けばよい．

最小化 ��

条件 ���� �� � �� � � ���� �� � �� ���� �� � ��

���� �� � �� � � ���� �� � �� ���� 
� � ��

���� �� � �� ���� �� � �� ���� �� � ��

�� � �� � ���� ��� �� � �� � ���� ��� �� � �� � ���� ���

�	 � �� � ���� ��� �
 � �	 � ���� ��� �� � �
 � ���� 
��

�	 � �� � ���� ��� �� � �� � ���� ��� �
 � �� � ���� ���

次にネットワークフローを利用した解法を説明する．制約付き搬送計画問題の

入力からネットワークに変換する� 入力として図 ���� のように制約条件を満たす

搬送計画が与えられた時+図の縦線（イベント生起）をグラフの点に変換する� 図

の横線（滞在時間）をグラフの枝に変換する� また+ 順序の制約にも枝を対応させ

る� 図 ����に図 ����をネットワークに変換したものを示した� 順序の制約に対応

している枝は+ .��� ��+ .��� ��+ .��� �� の � 本である�

ここで+ イベント生起時間に変数 ���
 � � �を対応させて+ 枝の重み ��
� �� �

�� � ��とする時+ 下の線形計画問題をネットワークを利用して解く�

最小化 �� � ��

条件 �� � �� � ��
� �� *�� !��# ����
� �� � � (���)

ただし+ 点 2と点 �はスタートとゴールを表すダミーノードとする� グラフの枝

の重みは上の制約条件を満たすように付ける�

例題 ��� 以下の入力を考える．

� � �/�� /�� /�� /��� � � �4�� 4���
 �4�� � �/���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � ��

 �4�� � �/���� � � /���� � � /���� � � /���� � � /���� � ��

0./�/�� � 0./�/�� � 0./�/�� � 0./�/�� � ��


	



この入力に対する矛盾の無い搬送計画を図 ����に示した� イベント生起の順序

の制約として� �� � ��� �	 � �
を付け加える� これをネットワークに変換したも

のを図 ����に示す�

ここで，� � �� �，� � ���とすると，一つの点の出次数は高々�なので，� �
�� � ����である．

ネットワークを構成したら+次のステップで最長路問題を解く� 本来+ 式 (���) の

線形計画問題を解きたいのであるが+ネットワークでは点 2から点 �への最長路問

題に対応している� 残念ながら+ この問題は代表的な ��完全問題の一つであり+

効率的に解くアルゴリズムは知られていない ��	�� しかし+ 制約条件を満たす搬送

計画をネットワークに変換した場合+そこには正のサイクルが存在しない� この性

質のおかげで+ たとえ最長路問題でも効率的に解くことができる� もし+ 制約条件

を満たさない搬送計画をネットワークに変換すると+そこには正のサイクルが存在

する�

まず+構成したネットワーク ��� ��の枝の重みを�.10�
� �� � �� ���
� �� � ���
� ��

に変える� このネットワーク ��� ���においては+ 最短路問題を解くことになる� 図

����の ��� ��から構成した ��� ���を図 ����に示す．

��� ��� には負のサイクルが存在しない� なぜなら+ ��� ��に正のサイクルが存在

しなかったからである� 従って+ 5!%%"���6���法を使えば+ 一般に����� � �����

で解くことができる ��	�� しかし+ 制約条件を満たす搬送計画が入力として与えら

れることを利用して+ ��� ����� で解くことができる�

�
�
�
� を点 
に対応する制約条件を満たす搬送計画のイベント生起時間とする� 従っ

て+ あらかじめこの値は分かっていて+ ��
�� �
 � � �は+ 式 ���の制約条件を満たして

いる� ここで+ 枝の重み

���
� �� � �
�
�
� � �

�
�
� � ���
� �� � �

�
�
� � �

�
�
� � ��
� �� � �

を持つネットワーク ��� ���に変換する� 図 ���� の ��� �� から構成した ��� ��� を図

���� に示した．全ての枝の重みが非負なので+ダイクストラ法が適用できる� よっ

て，入力サイズ � の制約付き搬送計画問題を��� �����で解けることが分かった�

	�



��� 周期的なタイムスロット付きジャストインタイムス

ケジューリング問題

長い間，スケジューリング問題における目的関数として，全体の処理完了時間

（メイクスパン）や，メイクスパンに関して非減少な関数が考えられてきた．この

ような目的関数は正則であると呼ばれる．多くの文献は，平均フロー時間，平均

遅れ時間，遅れたジョブの割合（各用語の定義は ���� + ��� などを参照）などの正

則である目的関数を扱っている．最近では，ジャストインタイム（G0,）生産に対

する要求が高まってきたので，正則ではない目的関数を扱った研究への期待も徐々

に高まってきている ����．G0, 生産において理想的なスケジュールとは，すべての

ジョブが与えられた納期ちょうどに処理を完了するようなスケジュールである．実

はそのような理想的なスケジュールを扱った研究は少ない．例えば，���� の ����

章で，ある種の古典的で有名なスケジューリング問題を取り上げている．この問

題は，活動選択問題（����2�� ��!%!����� ���$%!"）と呼ばれる．

最近，活動選択問題を自然に拡張した問題に対して，効率の良いアルゴリズム

が開発された ����+ ����．また，上の問題よりもさらに一般化した問題に対して，多

項式時間アルゴリズムが提案されている ����．���� では，平石ら ���� の論文の主な

成果は納期付きで同種の並列機械モデルに対する研究結果である，と書いてある．

���� で扱った問題は次のようなものである．各ジョブは非負の重みを持つ．また，

全てのジョブ間には非負のセットアップタイムが与えられる．そして，目的関数

として，ジャストインタイムで処理されたジョブの重みの合計を最大化する．こ

こで，ジョブが与えられた納期ちょうどぴったりに処理を完了するならば，その

ジョブはジャストインタイムで処理される，と呼ぶ．���� では，ジャストインタイ

ムで処理することができないジョブに関しては，どのように扱うかを考慮してい

ない．そこで，本研究では次のような実際の製造状況を考える．ある周期の中で

処理を出来なかったジョブは，次の周期で処理されるだろう（例えば，明日，来

週，来月など）．我々はそのような状況を考慮して，周期の長さのことを �周期的

なタイムスロット�と呼ぶ．

我々の問題では，すべてのジョブがジャストインタイムで処理されなくてはな

らないが，その理由は製品のストック代をできるだけ減らしたいという要求から

	�



生じている．例えば，製品が予定の出荷日よりも早く完成してしまうと，その分

だけ余計にストック代がかかってしまう．また，周期的なタイムスロットという

概念は，実際の製造に関する状況から生じた．例えば，出荷日はある一定の間隔

（毎日，毎週，毎月など．）に固定されていることが多い．我々の問題は，最初に

平石ら ���� によって研究された．そこでは，同種の並列機械モデルを扱っている．

我々の研究のモチベーションは，多くの現実的な問題が存在することである．例

えば，自動車の製造や人工衛星による観察などが挙げられる．

以下では，周期的なタイムスロット付きジャストインタイムスケジューリング問

題を議論する．各ジョブには，処理時間と周期的に繰返される納期が割り当てら

れる．ただし，すべてのジョブに対して，周期は同じとする．セットアップタイム

はすべてのジョブの順序対に対して与えられる．目的関数は，与えられたすべて

のジョブを処理するのに必要な各機械での周期的なタイムスロット数のうち，そ

れらの最大値を最小化することである．ただし，各ジョブは周期的な納期のうち，

どこかでちょうどぴったりに処理が完了される．我々はまず，扱う問題をある種の

最適化問題として定式化する．次に，� �� �� の仮定の下で，多項式時間で計算

可能な任意の関数 ����に対して，����以内の近似率で近似することは不可能であ

ることを証明する．次に，一機械モデルの場合にネットワークフローを利用した

あるヒューリスティックアルゴリズムを提案する．さらに，計算機シミュレーショ

ンの結果を示す．最後に，我々のヒューリスティックアルゴリズムが最適解を返す

場合や，近似比 ��� を達成する場合を示す．また，我々のヒューリスティックアル

ゴリズムは，セットアップタイムの上界に依存して近似比を与えることを示す．

����� 問題の定義

我々の問題を定義するために以下の変数を準備する．ただし，正整数 �に対し

て，集合 �� � ��� �� � � � � ��とする．

� �� �
 � ���� �個の同種機械

� �� �� � ���� �個のジョブ

� /� � � �� � ���� 各ジョブの処理時間
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� �� � /� �� � ���� 各ジョブの納期

� 2�� � � �� �� � � �� � � ���� ��と ��間のセットアップタイム

� � � �	
��������� タイムスロット長

タイムスロットは周期的であり，それぞれのタイムスロット中にジョブの納期

が与えられる．すなわち，ジョブ ��の納期は ��� �� ��� ��� ��� � � � であり，これ
らの納期中のどれか一つの時点で��の処理が完了する．また，ジョブ間には先行

関係が無く，並列に処理される．そして，各機械で要するタイムスロット数の最

大値を最小にするスケジュールを求める問題を考えよう．

ジョブ ��のスケジュールとは写像� � �� �� ���
���� �

�
� �である．ただし，��

���は

ジョブ ��が処理される機械であり，��
� はジョブ ��の処理が終了する時刻である．

そして，以下の �つの条件を満たす時，スケジュール �は実行可能であると言う．

(�) 各ジョブ ��に対して，制約式 ��
� � 1�� � � � ��を満たす非負の整数 1�� が存

在する．

(��) ��
��� � ��

����� �� � � �� � � ���であり，�� と ��が連続して処理されるなら

ば，次の �つの制約式��
� � ��

� � 2�� � /�+ ��
� � ��

� � 2�� � /� のどちらか

一方が成り立つ．

また，1��� �� �	
�����1�� �とすると，周期的なタイムスロット付きジャストイ
ンタイムスケジューリング問題を次のように問題を記述できる．

入力
 ジョブ数 �，機械数�，処理時間 /�，納期 ��，セットアップタイム 2��，タ

イムスロット長�

目的関数
 1���→最小

制約条件
 スケジュール �は実行可能である

以下，前後関係から明らかな時は，単に問題と省略して呼ぶことにする．全ての

実行可能なスケジュールの中で，1���が最小になるスケジュールを最適解と呼び，

その時の 1���を最適コストと呼ぶ．各機械で必要なタイムスロット数の最大値は

1��� � �である．� � �の時は，明らかにどの機械も二つ以上のジョブを処理し
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表 ���� 入力例

� /� ��

� � 


� � ��

� � ��

� � �

� � �

� 
 ��

ないスケジュールが存在するので，簡単に解ける．そのため，以下では� 
 �と

仮定する．また，上で各納期 �� � /�と仮定したのは，全てのジョブは一つのタイ

ムスロット内で処理されることに対応する．

ここで，異なる �つのジョブ ��� ��に対して，制約式 �+�� � �� � � � �� 
 �� �

2�� � /� � +�� � � � ��を満たす非負整数 +��を導入する．この制約式は，�� を処

理した後，+��タイムスロット先で ��の処理を完了することを意味する．問題の

入力が与えられた時，任意の �� ��� �� � � �� � � ���に対して +��が一意に定まる．

ここで，+ �� �	
� 
�� � �������+���とする．先行研究 ��
� から，以下の結果が知ら

れている．

� 問題は� � � の時でさえ，�� �困難である．

� + � �ならば，問題は多項式時間で解ける．

例題 ��� 表 ��� に示した入力を考える．ジョブ数 � � �，機械数� � �，セット

アップタイム 2�� � ��� �� � � �� � � �	�，タイムスロット長� � ��．

最初のタイムスロットから順次，��� の方法を用いて可能な限り多くのジョブを

処理していくというグリーディな手法を考えよう．この場合，図 ���� に示す様に，

全体のスケジュールはタイムスロットを �つ必要とする．しかし，図 ���� に示す

様に，明らかにより少ないタイムスロット数（� �個）で全体の処理を完了するス

ケジュールが存在する．

	�



����� 近似不可能性

定理 �� 多項式時間で計算可能な任意の関数 ���� に対して，� � �� でない限り，

タイムスロット付きジャストインタイムスケジューリング問題を ���� 以内の近似

率で近似することは不可能である．

証明� 背理法を用いる� ．タイムスロット付きジャストインタイムスケジューリン

グ問題に対して，近似率 ���� の多項式時間近似アルゴリズム � が存在したとす
る．すると，� が �� �困難なハミルトンパスの存在判定問題 (例えば，��	�+ ����

などを参照) を多項式時間で解くのに使えてしまい，���� となってしまうこと

を以下に示す．

まず，ハミルトンパスの存在判定問題からタイムスロット付きジャストインタ

イムスケジューリング問題への還元を説明する．ハミルトンパスの存在判定問題

は次の様に定義される．

入力
 有向グラフ� � ���(�．ただし，� � ���� � � � � ���とする．

出力
 ハミルトンパス (各頂点をちょうど一度通る有向パス)が存在するか？

これに対して，タイムスロット付きジャストインタイムスケジューリング問題の

入力を以下の様に構成する．

入力
 ジョブ数 �，機械数� �，タイムスロット長� �，各納期 �� � �，各処理時

間 /� � �，

���� ��� � (ならば，2�� � �，そうでないなら，2�� � ���� � �

すると，以下の性質を満たす．

� � がハミルトンパスを持つならば，タイムスロット付きジャストインタイム

スケジューリング問題の最適解のタイムスロット数は � であり，

� � がハミルトンパスを持たないならば，タイムスロット付きジャストインタ

イムスケジューリング問題の最適解のタイムスロット数は ���� � � より大
きい．

�ここでの証明法は，��(� の �"� 章に書いていることを参考にした．

	�



タイムスロット付きジャストインタイムスケジューリング問題に対して，近似

率 ���� のアルゴリズム� を走らせると，最初のケースに当てはまるときはタイ
ムスロット数が ���� � � 以下の解を返し，第 �のケースに当てはまる時はスロッ

ト数が ���� �� より大きい解を返す．したがって，� は � がハミルトンパスを持

つかどうか判定するのに使える． (証明終)

����� ヒューリスティックアルゴリズム

本章では，ネットワークフローを利用したヒューリスティックアルゴリズムを記

述する．問題の入力が与えられた時，以下に示すような単純な重み付き連結有向

グラフ� � �����を構成する．ここで，キャパシティ関数を 0 � � � �，重み関

数を� � �� �とする．

� � � �2� �� .�� 7� � 
 � ���であり，�� � �個の節点から成る．

� �は以下に示す �� � ��個の枝から成る．

	 ��2� .�� � �を付した �2� .�� �� � ���

	 ��.�� 7�� � ��
��を付した �.�� 7�� �� � ���

	 ��7�� �� � �を付した �7�� �� �� � ���

	 ��7�� .�� � +��を付した �7�� .�� �� �� � � �� � � ���

ただし，節点 2の入次数は �で，ソースと呼ばれる．節点 �の出次数は �で，シン

クと呼ばれる．また，�
��は，制約式 + 
 �
��を満たす任意の正整数である．点

.�� 7� �� � ���はジョブ ��に対応する．

例題 ��� 表 ��� に示した入力を考える．ジョブ数 � � �，機械数� � �，セット

アップタイム 2�� � � �� �� � � �� � � ���，タイムスロット長� � 
．

上に示した様な入力が与えられた時，��個の要素から成る節点集合と ��個の要

素から成る枝集合の対から成るグラフ�を構成する．また，それぞれ +�� � �� +�� �

�� +�� � �� +�� � �� +�� � �� +�� � �� +�� � �� +�� � �� +�� � �� +�� � �� +�� � �� +�� �

� であることを考慮して，構成される�を図 ���
に示す．

	�



表 ���� 入力例

� /� ��

� � �

� � �

� � �

� � 


さて，各枝 �6� �� � �の容量 0�6� ��を �とし，単位流量当りの費用��6� ��が与

えられているときに，�点 2から他の �点 �への流量�の整数流 " � �� ��� � の

中で総費用を最小にするもの（2から �への流量�の最小費用流）を求める問題を

考える．数式で表せば，次の様になる．

『条件

�
�

"��� ���
�
�

"�6� �� �

�������
������

� �� � 2��

� �� � � 	 �2� ����
�� �� � ���

"�6� �� � ��� �� *�� �� �6� �� � �

　　の下で

�� �
�

�������

��6� ��"�6� ��

　　を最小にせよ．』

構成したグラフ�に対して，最小費用流を求める．この最小費用流は，各枝に

対して，�か �のどちらか一方の値を決めている．全ての枝 �.�� 7��にはフロー値

�が対応するが，その理由は，枝の重み��
��が制約式 + 
 �
��を満たしている

からである．ここで，フロー値が �の枝をグラフに残し，フロー値が �の枝をグ

ラフから削除したグラフを��とおく．��には�個のソースからシンクへのパス

が存在することになる．もし，�の全ての枝コストが正であるならば，��には�

個のソースからシンクへのパス以外に，パスは存在しない．しかし，�には枝コ

ストに負のものがあるので，��には�個のソースからシンクへのパス以外に，い

くつかのサイクルが存在することもあり得る．このようなサイクルが生じる例を

	




図 ���	に示す．この例は，図 ���
のグラフ�に対して最小費用流を求め，グラフ

��を表したものである．もし，��においてサイクルが生じなければ，次の様にし

て ��を実行可能解へ対応させる．��においてソースからシンクへのパスの個数

は流量�に等しいが，これらの�個のパスをフロー "�� "�� � � � � "�で表す．すな
わち，フロー "�は，対応するパス上の枝に対して値 �を与え，そうでない枝に対

して値 �を与える．すると，各フロー "�を �台の機械へ対応させることが出来る．

�"�� "�� � � � � "��から ������� � � � ����への写像は全部で�!個あるが，機械は同

種なので，どの写像を選んでもよい．また，フロー "�に対応するパス #は，正の

重みを持つ全ての枝を取り除くことによって，複数のパス #�� #�� � � � � #�に分解で
きる．各パス #� �
 � �� �� � � � � 5�に以下の様にタイムスロットを割り当てる．

(�) #�に最初のタイムスロットを割り当てる．

(��) #�に �番目のタイムスロットを割り当てるとする．この時，#�と #���を接

続する枝の重みが ��であるならば，#���に �� � ���番目のタイムスロットを

割り当てる．

以上が��においてサイクルが生じない場合の実行可能解への対応の取り方である．

また，その時の「延べ使用タイムスロット数」は

� �
�

������� � �������


��6� ��"�6� ��

である．最小費用流問題の最適解は上の「延べ使用タイムスロット数」を最小化

するが，「各機械で要するタイムスロット数の最大値」を最小化するわけではない．

ただし，機械数� � �であれば両者は等しくなるので，最小費用流問題の最適解

が対応するスケジュールは本問題の最適解でもある．ここで問題となるのは��に

サイクルが存在するときである．この時，��は実行可能なスケジュールに対応し

ていない．

以下，機械数� � �の場合に限定して議論する．��にサイクルが存在する時で

も，次の様にして実行可能解を得る．

ヒューリスティックアルゴリズム


�� グラフ�を構成する．

	




�� �に対して，最小費用流を求め，��にサイクルが存在しなければ，終了．

�� �� のサイクル上の全ての枝 �7�� .��に対して，��� ���7�� .�� � ��7�� .���

��7�� .�� � ��7�� .���が最小である枝 �7�� .��を求める．ただし，ソースから

シンクへのパス上で，.�はソースの次の節点であり，7�はシンクの直前の節

点である．

�� ステップ �で求めた枝 �7�� .��に対して，

06 ��7�� .��� ��7�� .�� 
 ��7�� .��� ��7�� .��

��において，枝 �7�� .��，�2� .��を削除，枝 �7�� .��，�2� .��を付け加える．

C./C

��において，枝 �7�� ��，�7�� .��を削除，枝 �7�� .��，�7�� ��を付け加える．

�� ��にサイクルが存在しなければ，終了．あれば，ステップ �へ．

ステップ �は枝の付け替え処理であり，その様子を図 ����に示す．図 ����(�)は枝

の付け替え前に対応している．図 ����($)は，ステップ �の 06文で条件式が成り

立つ時の枝の付け替えに対応している．図 ����(�)は，ステップ �の 06文で条件式

が成り立たない時の枝の付け替えに対応している．このヒューリスティックアルゴ

リズムにより，最終的に��にはサイクルが存在しないので，実行可能解へ対応さ

せることが出来る．また，その時のタイムスロット数は

� �
�

������� � �������


��6� ��"�6� ��

である．

実際，ヒューリスティックアルゴリズムのステップ � で最小費用流の計算を行う

前に，負の重みを持った枝を取り除くために，��� �!2!���% �����*��"����� (�*� ����)

を行う．そうすることで，フロー値が ���になる．なぜなら，���のうち，�つ分

がもともとのフロー値であり，残りの � の分が ��� �!2!���% �����*��"�����によっ

て増えた分だからである．最小費用流は，���� に書かれている ����!���2! �#���!��

���# �%'����#" を使うと，����� の計算時間で求めることができる．ヒューリス

ティックアルゴリズム全体の計算時間も支配しているのは，明らかに最小費用流

		



の計算である．それゆえ，我々のアルゴリズムは ����� 時間である実行可能スケ

ジュールを返す．

注意 �� 上ではネットワークフローアルゴリズムを利用した手法を提案したが，巡

回セールスマン問題（���）とサイクルカバーを利用して同じ問題を解くこともで

きる．具体的に言えば，グラフ � を構成して �機械の場合の我々の問題を，���

へと還元する．そして，最小コストサイクルカバー問題（すなわち，与えられた有

向グラフ上のすべての点をカバーする有向サイクルの集合のうち最小コストをも

つものを求める問題）の解を利用する．最小コスト �
��� ����� 問題は���の緩

和問題であり，よく知られている割り当て問題への還元を利用することで，�����

時間で解くことができる �� !．この問題に対する最適解が一つのサイクルから構

成されるならば，それは最適な ��� ツアーでもある．しかし，一般には最適解は

複数のサイクルから構成される．我々はそのようなサイクルをつなげる．

����� 計算機実験

実験環境を以下に示す．

�������
 @!%% ��!������ ���

���
 0��!% H!�� ����>IJ � �

��
 B������*� K������ ���� /!�2!�

�� �
!
 �>5

�� "�#�

 B������*� -����% 8LL ���

前章で提案したヒューリスティックアルゴリズムの性能を評価するために，ア

ルゴリズムを実装して上に示した環境で計算機実験を行った．実装の際，8LLの

クラスライブラリである .C@?を用いてプログラムを作成した ����．特に最小費

用流の計算は，.C@?で用意されている関数B0�18A/,16.AK()を利用した．

また，機械数� � �，タイムスロット長 � � ��の下で，以下に示すランダムな入

力データを対象とした．

� � 
各納期 �� � �

���



ジョブ数 � �� �� �� 
� ��� ���

ステップ �で終了する割合 (D) �� �� � � � � �

表 ���� ヒューリスティックアルゴリズムがステップ �で終了する割合

ジョブ数 最大値 平均値 分散 理論的な最大値

��� � ���� ������ �	

��� �� ���� ������ 		

��� �� ���
 ������ �		

��� �� ���� ������ �		

���� �� ��� ���� 
		

表 ���� ヒューリスティックアルゴリズムのステップ �におけるサイクルの個数

� � 
各処理時間 /� � ��

� � �各セットアップタイム 2�� � �

ヒューリスティックアルゴリズムのステップ �で��にサイクルが存在しなけれ

ば，そこで終了して最適解を得ることになるが，���回の試行を行いその割合を

調べた．実験結果を表 ���に示す．各行はそれぞれ入力されるジョブの個数，及び

ヒューリスティックアルゴリズムのステップ �で終了する割合を表している．表 ���

から分かるように，ジョブの個数が比較的少ない時は最適解を得る確率が高いが，

逆にジョブの個数が ���では，���Dの確率でサイクルを生じる．

それでは，どのくらいの個数のサイクルが生じているのであろうか．そのこと

を調べるために，���回の試行を行った結果を表���に示す．各列はそれぞれ入力

されるジョブの個数，得られたサイクル数の最大値，サイクル数の平均，分散，そ

して理論的なサイクル数の最大値を表している．ここで，理論的なサイクル数の

最大値は，ジョブ数 �に対して，����
�
�である．表 ���から分かるように，理論的

な最大値と実験による最大値に大きな開きを確認した．また，平均値はジョブの

個数が増えるに従ってわずかに増加するが，理論的な最大値の増加量に比べると

少ない．

次に，ステップ �でサイクルを生じた場合，ヒューリスティックアルゴリズムか

ら求まるタイムスロット数と全探索アルゴリズムから求めた最適なタイムスロッ

���



ジョブ数 近似比の最悪値 近似比の平均 分散

� � � �

� ��� ����	
� ����������

� ������� ������� ����������

� ��� ����	�� �����	����


 ��� ������ �����	���


� ��� ������� �����
�	��

	 ��� �����
 ��������
	

�� ��� ������� ����������

表 ���� 計算機実験によるヒューリスティックアルゴリズムの近似比

ト数との近似比を調べた．�����回の試行を行った結果を表���に示す．各列はそ

れぞれ入力されるジョブの個数，得られた近似比の最悪値，近似比の平均，そし

て分散を表している．表 ���から分かるように近似比の最悪値と比べて，平均値の

方はほぼ �であり良好な結果となった．分散についてもかなり小さな値となった．

最後に，ヒューリスティックアルゴリズムの計算時間を.C@?で用意された関数

��!�1��"!() を用いて計測した結果を図����に示す．ジョブ数が ��� + ��� + ��� +

� � � +����のそれぞれに対して���回の試行を行い平均を取った．図 ����で実線は

最小費用流を求める（ヒューリスティックアルゴリズムのステップ �) のに要する

計算時間で，点線は枝の付け替え処理も含めた（ヒューリスティックアルゴリズム

のステップ �+�+�+�）計算時間を示している．図 ����から分かるように，計算時間

は最小費用流を求めることが支配的であり，高速である．

����� 近似比

ここでは，近似比に関する結果を述べる．ヒューリスティックアルゴリズムのス

テップ � で構成したグラフ � に対して，以下の変数を導入する．

Æ�� �� �	

� 
�� � ����

���7�� .��� � ���
� 
�� � ����

���7�� .���

Æ�� �� �	

� 
�� � ����

���7�� .��� � ���
� 
�� � ����

���7�� .���

���



補題 �� Æ �� �	
� 
�� � ������ ����Æ��� Æ���，8�が最適スケジュールに必要なタイム

スロット数であるとすると，ヒューリスティックアルゴリズムで求められるスケ

ジュールのタイムスロット数は高々

8� � Æ �
!
�� �

�

"
(���)

である．

証明� 入力されるジョブの個数を �とする．ヒューリスティックアルゴリズムのス

テップ �で求められる��において，サイクルの個数は高々����
�
�であり，ヒューリ

スティックアルゴリズムのステップ �� �� �のループ回数に等しい．また，枝の付け

替えに伴うコスト増加量は高々Æであることを考慮して主張が導かれる． (証明終)

次にある仮定の下で近似比を導出する．

定理 �� ヒューリスティックアルゴリズムのステップ �で得られるグラフ�につい

て，��7�� .�� � ��� ��（ただし，� �� � � �� � � ��）である時，ヒューリスティッ

クアルゴリズムは近似比 ���を保証する．

証明� 8�を最適スケジュールに必要なタイムスロット数とする．また，8�� を最小

費用流から求まるタイムスロット数とする．この時，8�� � 8�が成り立つ．また，

入力となるジョブの個数を �とすると，��7�� .�� � ��� ��より，�は 8�の下界で

ある．すなわち，� � 8�が成り立つ．以上から，8をヒューリスティックアルゴリ

ズムから求められるタイムスロット数とすると，

8 � 8�� �

!
�� �

�

"
� 8� �

�� �

�

が成り立つので，以下の関係式が導かれる．

8

8�
� � �

��� ����

8�
� � �

��� ����

�

 ���

よって，近似比 ���が導かれた． (証明終)

次に，一般の場合の近似比に関して議論する．そのために，次の変数
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を導入する．すると，0��� �� � �は，8�� の下界である．ゆえに，式 ��� より，

8 � 8� � �"� �� �
!
�� �

�

"
� (���)

が成り立つ．それゆえ，
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� � �
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ただし，" �� �	
� 
�� � ���������7�� .��� である．ヒューリスティックアルゴリズ
ムのステップ �で，フローの更新に伴うコスト増加量が高々" � �であることは，

以下の事実から導かれる．

� ステップ �でコスト �の枝を選択すると，コスト増加量は高々"である．

� どのサイクルもコストが正の枝が存在するので，その枝をステップ �で選択

すると，増加量は"よりも小さい．

� ステップ �での枝の選択のやり方より，フローの変更に伴うコスト増加量は

高々"� �である．

以上の議論から次の様な系を得る．これは，" � �の時は，式 (���) より近似比

が �になることから導かれる．

系 �� ��7�� .�� � ��� ��ならば，ヒューリスティックアルゴリズムは最適解を返す．

最後に，セットアップタイムに関するある制約の下で，近似比を導く．

補題 �� ステップ � � で，�� には高々 8� � � 個の有向サイクルが存在する．

証明� 背理法でこの補題を証明する．ステップ � で，�� に有向サイクルが 8� 個

以上存在すると仮定する．すべてのサイクルは正の重みを持った枝を少なくとも
�ヒューリスティックアルゴリズムのステップ � を指す．

���



一つは持つ．それゆえ，一つのサイクルは少なくとも一つ分のタイムスロットに

貢献する．それゆえ，最適スケジュールで必要な全体のタイムスロット数は，少

なくとも 8� � �個である．これは，矛盾である． (証明終)

定理 �� セットアップタイムが 2�� � - �� �
と � はジョブのインデックス� 
 �� ��

- � � 	 ���� という制約の下で，我々のヒューリスティックアルゴリズムは近似比
- � � の近似アルゴリズムである．

証明� 式 ��� と上の補題の結果から，

8 � 8� � �"� �� � �8� � ���

が成り立つ．また，� � 2�� � - � � が成り立つので，

" � - � �

を得る．それゆえ，

8 � 8� � - � �8� � ���

が成り立つ．それゆえ，

8

8�
� � � - �

�
�� �

8�

�
� � � -�

が成り立つ． (証明終)

特に，- � � のとき次の結果を得る．

系 �� すべての順序対 �� と �� に対して，セットアップタイムが 2�� � � という

制約の下で，我々のヒューリスティックアルゴリズムは近似比 � の近似アルゴリ

ズムである．

- � � の仮定は，近似アルゴリズムを設計する際には適切であろう．このような問

題の定式化は ��
� で行われた．
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第 �章

むすび

本研究では，液晶や半導体などの製造装置によく見られる直列型の搬送系をモ

デル化して，搬送系を流れるジョブ同士の衝突確率を解析した．その際，ジョブの

処理時間は，実際の状況をよく表している正規分布に従うと仮定した．また，実

際の状況をよく表しているわけではないが，処理時間が指数分布に従うと仮定し

たときも解析して，理論的には大変興味深い結果を得た．正規分布の場合の解析

結果は，多重積分を含むものなので，実際に値を計算するときに数値積分などに

たよると計算誤差の障害が生じる．一方，指数分布の場合の解析結果は多重積分

を含まない．指数分布の性質をうまく利用することで，このように都合の良い結

果が得られる．そのため，実際に値を求めるのも容易である．

次に直列型の搬送系上をたくさんのジョブが流れていく過程で，衝突が生じる

かどうかをチェックするシミュレーションプログラムを示した．処理時間が正規分

布に従う場合は，上で述べたように理論的な解析結果は，多重積分を含んでいる

ので，具体的な値を求めることがしばしば困難となる．しかし，このシミュレー

ションプログラムを利用すれば，容易に衝突確率を求めることができる．実際の

場面で何らかの目安として使う分には，計算機シミュレーションによる結果で十

分であると考える．

また，直列型搬送系で，各機械がバッファを持つときの衝突確率をシミュレー

ションを利用して求めた．この結果から各機械がバッファを �つずつ持つだけで，

衝突確率を低く保ったまま，タクトタイムを劇的に小さくすることができること

を示した．実際に，処理時間の平均値と同じ値にタクトタイムを設定したとして
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も，ほぼ衝突確率は �であった．また，シミュレーション結果から機械の台数を増

やしても，衝突確率が増えないという性質を示した．実際の製造装置は数百機械

から構成されているとみなすことができるので，この性質はたいへん都合が良い

と考える．

最後に，製造の担当者を悩ませている他の問題についても触れた．搬送計画問

題は多品種製造ラインにおける最適な搬送計画を求める問題であるが，�� 完全

であることを証明した．そして，ある制約の下で，多項式時間で解けることを示

した．ジャストインタイムスケジューリング問題も製造業に関連している問題で

ある．特に，周期的なタイムスロット付きジャストインタイムスケジューリング

問題に対して，高性能なヒューリスティックアルゴリズムを開発した．また，この

アルゴリズムは妥当な制約の下で定数近似比を持つ近似アルゴリズムである．

今後の課題としては，直列型搬送系を拡張して，並列型搬送系での衝突確率の

解析を考えること，さらに，一般のネットワーク型搬送系での衝突確率の解析を

考えることである．第 ��� 章で最も単純な �機械並列型搬送系のシミュレーション

結果を示したが，並列型の研究はまだ始まったばかりである．また，各機械がバッ

ファを持つときのシミュレーション結果を示したが，理論的に解析できることが

ないか考えたい．

最終的な目標は，実在の半導体や液晶の製造装置そのものの処理プロセスを計

算機上でシミュレーションして，同時に理論的な解析を示すことである．実在の

製造装置により近づけるという意味で，今後は第 ��� 章で述べたキャリアの搬送

時間，ジョブの物理サイズ，終了センサーだけでなく，バッファへのジョブの出し

入れに要する時間なども考慮する必要があると考えている．
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